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PREFAŢĂ LA EDIȚIA А DOUA 


Volumul al doilea de Bazele electrotehnicii — probleme care 
se găsește la cea de a doua ediție tipărită, privește materia predată 
în partea a doua a cursului de Bazele electrotehnicii din învă- 
țământul tehnic superior şi e destinat în principal studenților din 
facultățile de electrotehnică, electronică și telecomunicaţii şi de 
automatică si din secția de electroenergetică a specialități de ener- 
getică. 

El cuprinde 376 de probleme rezolvate și 92 de probleme propuse 
și cu indicaţii de rezolvare și dat e sotie grupate în opt capitole, 
privitoare la analiza rețelelor electrice lineare monofazate și tri- 
Jazate în regimurile armonic si periodic permanent, а cuadripolilor 
și filtrelor şi a circuitelor si rețelelor electrice lineare şi nelineare în 
regimurile staționar, periodic permanent și transiloriu, privitoare la 
vreo cîteva probleme reprezentative de bobine, transformatoare si 
mașini electrice de curent alternativ, precum și la sinteza unor cir- 
cuite electrice lineare. 

Problemele sînt organizate — ca $i în volumul întţi — în ordinea 
crescătoare a dificultății rezolvării lor, pentru ca primele să poată 
fi folosite $i pentru seminariile cursurilor de electrotehnică generală. 

Fiecare capitol e precedat de cîte un breviar, care cuprinde enun- 
pul principalelor teoreme si schița principalelor metode, procedee 
și tehmici de calcul folosite sau de folosit în rezolvarea problemelor 
vezolvate sau propuse, pentru ca volumul să poată fi folosit de un 
număr cît mai mare de cititori. 

Autorul mulţumeşte inginerilor Sorin Antoniu, Ioan Ciric, Cezar 
Flueragu, Cornelia Ionescu şi Mihai Vasiliu, foşti colaboratori ai 
săi, pentru contribuția lor la redactarea enunţurilor şi a soluțiilor 
a numeroase din problemele care au fost propuse în cursul amilor 
la seminarii, probe de control, examene si concursuri de electrotehnică 
din Institutul Politehnic București. 


AUTORUL 


PREFAŢĂ LA EDIȚIA ÎNTÎI 


Acest al doilea volum de Probleme de Bazele electrotehnicii 
reprezintă continuarea volumului I (ediţia a 11-а) apărut în anul 
1970. 

Volumul de față conține 468 de probleme, din care 376 sînt rezol- 
vate, iar 92 sînt propuse şi au numai indicdjii de rezolvare şi răs- 
junsuri. 

Tematica problemelor acoperă cunoștințele “predate în partea a 
doua a cursului de Bazele electrotehnicii, destinat studenților facul- 
tápilor de Electrotehmică, Automatică, Electronică $i telecomunicații 
şi celor de la secțiile de Electroenergeticá ale facultăților de Ener- 
getică. Cele opt capitole ale culegerii privesc în special rețelele electrice 
lineare monofazate și trifazate în regimurile armonic si periodic per- 
manent și lineare și nelineare în regimurile variabile și tranzitorii, 
analiza $i sinteza dipolilor electrici lineari, апайга cuadripolilor 
şi a filtrelor electrice și electrotehnica bobinelor, a transformatoarelor 
$i a unor maşini electrice. 

Fiecare capitol e recedat de un breviar, în care sînt definite mări- 
mile cu care se operează și sînt prezentate succint principalele teoreme, 
relații și metode utilizate în rezolvarea problemelor. În acest fel 
lucrarea poate fi folosită și independent de curs. Simbolurile și 
notațiile sînt cele recomandate de normele internaționale $i reținute 
de standardele româneşti. 

Problemele fiecărui capitol au ordinea dificultății lor crescânde. Cele 
mai multe dintre ele, în cursul anilor, au format obiectul unor seminarii, 
probe de control, examene şi concursuri de electrotehnică, Multe dintre 
ele au fost concepute de autor si de colaboratorii săi direcți: conf. 
dr. ing. I. Ciric, conf. dr. ing. C. Flueragu, conf. dr. img. 
C. Ionescu, 5.1. ing. M. Vasiliu şi as. ing. S. Antoniu, cărora au- 
torul le mulţumeşte pentru contribuția lor prețioasă. 

Deși adresate în principal studenților, problemele interesează si 
pe cei care au părăsit mai demult sau mai de curînd băncile facul- 
zăților $i lucrează acum în domeniul electrotehnicii. - 
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Capitolul 1 


REȚELE ELECTRICE MONOFAZATE 
ÎN REGIM PERMANENT ARMONIC 


1.1. BREVIAR DE ANALIZA REȚELELOR ELECTRICE LINEARE 
MONOFAZATE CU PARAMETRI CONCENTRAȚI, 
ÎN REGIM PERMANENT ARMONIC 


11.1. GENERATOARE DE TENSIUNE $1 GENERATOARE DE CURENT " 


Un sistem fizic cu două borne, sursă de energie electrică ce stabileşte între 
acestea o tensiune a cărei dependență de timp e independentă de sistemele 
fizice legate la bornele lui şi deci independentă de curentul pe care-l debitează, 
se numește generator ideal de tensiune (fig. 1.1.1, a). O astfel de sursă, legată 
în serie cu un circuit, care poate fi format dintr-un rezistor și o bobină (even- 
tual si un condensator), formează un sistem fizic care se numește generator 
de tensiune (fig. 1.1.1, b) în raport cu bornele extreme, tensiunea la bornele 
sursei de tensiune fiind tensiunea electromotoare a generatorului de tensiune. 

Un sistem fizic cu două borne, sursă de energie electrică ce debitează prin 
acestea un curent electric, a cărui dependență de timp e independentă de 
tensiunea care se stabilește la bornele lui se numește generator ideal de curent 
(fig. 1.1.1, c). O astfel de sursă, legată în paralel cu un circuit care poate fi 
format dintr-un rezistor și o bobină (eventual și un condensator), formează 
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Fig. 111. 


un sistem fizic care se numește generator de curent (fig. 1.1.1, d) în raport cu 
bornele sale extreme, curentul debitat de sursa lui de curent fiind curentul 
de scurtcircuit al generatorului de curent. 

Ságetile din figurile 1.1.1, a, b, c, d indică sensurile de referință pentru 
tensiuni și curenți folosind regula de la generatoare pentru asocierea lor. 


1.1.2. MĂRIMI PERIODICE ȘI MĂRIMI ARMONICE 


Mărimile variabile în timp, care iau valori egale după trecerea de intervale 
de timp egale: 

y(t) = y(t + T) = y(t + nT); (n întreg) (1.1) 
unde T, perioada mărimii, este intervalul de timp minim după care mărimea 
își reia valorile, se numesc mărimi periodice, iar numărul de perioade cuprinse 
în unitatea de timp se numește frecvența lor: 


jT (12) 


Valorile instantanee pe care mărimile variabile, periodice, le au în diferitele 
momente se notează cu o literă minusculă, aleasă ca simbol literal al acelei 
mărimi; de ex. y. е ; 

Valoarea medie, adicá media aritmeticá a valorilor instantanee ale márimii 
periodice pe intervalul de timp al unei perioade: 

$t, 
Ye —y—1, d (1.3) 
se noteazá cu majuscula simbolului literal, cu indicele med. 

Mărimile periodice ale căror valori medii pe o perioadă sint nule se numesc 
mărimi alternative (fig. 1.1.2): 


1 (7 
С = ya (1.4) 


Márimile sinusoidale sau armonice sint márimi alternative functiuni sinu- 
soidale de timp (fig. 1.1.3): 
y — y() =Y marsin (at +y) = VZ Y sin (ot 4- y), (1.5) 


unde yeste funcțiunea de timp care dá valoarea instantanee a mărimii sinusoi- 
dale; Y maz este amplitudinea, adică valoarea instantanee maximă a mărimii 


y y 
ZA r 


Fig. 1.1.2 Fig. 1.1.3 


sinusoidale; c este pulsatia sau frecvența unghiulară ; o = 27.f este relația de 
legătură dintre pulsatie si frecvență ; (o + y) reprezintă faza, adică argumentul 
functiunii sinus din expresia (1.5) a mărimii armonice, care depinde linear 
de timp; ү este faza iniţială, adică valoarea fazei în momentul initial (t = 0), 
iar Y este valoarea efectivă sau eficace a mărimii sinusoidale: 


y i». (1.6) 


yz 


valoare care pentru o márime periodicá are expresia: 


" 1 T 
Ye y? d > 0, 1.7, 
jn 3 5 Л) 


este pozitivă și notată cu majuscula literei care simbolizează mărimea con- 
siderată, 

De exemplu, valoarea efectivă a intensității unui curent electric periodic 
e egală cu intensitatea unui curent continuu care, străbătînd aceeași rezis- 
епа ca si curentul periodic, dezvoltă aceeași căldură ca si el în timp de o 
perioadă. 

Defazajul dintre două mărimi sinusoidale de aceeași perioadă este diferența 
dintre fazele acelor mărimi într-un moment dat, egală cu diferența dintre 
fazele lor inițiale. 

Factorul de formă al unei mărimi alternative cu alternante egale este raportul 
dintre valoarea efectivă și valoarea medie a mărimii pe o alternanță ce ocupă 
o jumătate de perioadă: 


K,- (1.8) 
Ymea 


К, = 1,11 pentru mărimi armonice 


Factorul de vîrf al unei mărimi periodice cu alternanfe egale este raportul 
dintre valoarea maximă și valoarea efectivă a mărimii: 


K,= Im (1.9) 


K, — 1,41 pentru márimi armonice 


1.1.3. REPREZENTAREA SIMBOLICÁ A MÁRIMILOR ARMONICE 


1.1.3.1. Reprezentarea geometrică a unei mărimi armonice asociază bi- 
univoc mărimii sinusoidale și dintr-o specie dată (curent, tensiune) drept sim- 
bol grafic, un vector liber în plan: 


у@) = VZY sin (e£ + ү) = Е(у) (1.10) 


Vectorii reprezentativi F(y) se numesc fazori (uneori și vectori de timp), 
spre a-i deosebi de mărimile fizice vectoriale din spațiul fizic tridimensional. 


Reprezentarea cinematicá a unei mărimi armonice sau reprezentarea ei prin 
vectori rotitori, constáistá în reprezentarea printr-un fazor într-un plan care-i 
este asociat și are modulul constant, egal cu amplitudinea mărimii sinusoidale 
și cu o orientare variabilă, care formează în fiecare moment, cu o axă fixă de 
referință din acel plan, un unghi egal cu faza mărimii reprezentate: 


loa|-yzv 
= V2Y sin (ot - 3) £04 | = (1.11) 
АОХ = (ot + y) 


Fazorul se rotește în sensul trigonometric direct, cu viteza unghiulară 
constantă w. Astfel, operațiile cu mărimi sinusoidale care apar în ecuațiile 
integro-diferentiale lineare ale fenomenelor dintr-un circuit sînt transpuse 
în operații elementare efectuate cu vectori (diagrame fazoriale). 

Valoarea instantanee a mărimii sinusoidale reprezentate printr-un anumit 
fazor, dat în momentul ż, se poate obține grafic, proiectînd fazorul pe o axă 
fixă OY, defazată cu un unghi drept (=) » în sens direct, față de axa de re- 


ferință OX (fig. 1.1.4, a). 

Reprezentarea polară sau prin vectori ficsi a unei mărimi armonice se reali- 
zeazà prin fazorul asociat márimii sinusoidale, de modul cu valoarea 
ОЛ а Sen sinusoidale si de argument egal cu faza 2 а mărimii 

ig. 1.1.4, b): 


a . [leal- 
y(t) = V2 Y sin (ot +y) £04 | = (1.12) 
A0X = ү 


Mărimea imagine sau simbolul conservă din mărimea sinusoidală dată numai 
elementele care o individualizează în raport cu celelalte, de aceeași frecvenţă: 
valoarea efectivă și faza inițială. 

Valoarea instantanee a mărimii se „obține prin înmulţirea cu 2 a proiecției 
fazorului pe аха OY', axele OX’ si OY’ rotindu-se cu viteza unghiulară 
constantă o în sens contrar celui trigonometric direct. 


a b xt 
Fig. 1.1.4 


1.1.3.2. Reprezentarea analitică sau în complex stabilește o corespondență 
biunivocă între mulțimea functiunilor sinusoidale și mulțimea numerelor 
complexe: 


у) = V2 Y sin (o£ + pe), (1.13) 

unde € (y) este reprezentarea in complex a mărimii Y. 
In reprezentarea în complex nesimplificată, planul complex e identificat cu 
planul reprezentării cinematice. Imaginea în complex nesimplificată a mărimii 


sinusoidale este o funcțiune complexă de timp, de modul constant și egal cu 
amplitudinea mărimii sinusoidale: 


y() = V2Y sin (ot + y) zzv e^? =Y; j= VT, (114) 
astfel incit: 


yt) = Ju(Y] = Im {VZ Y e) (1.15) 


Fazorul corespunzátor márimii y(/) este vectorul reprezentativ al imaginii 
în complex €(y) din planul complex al lui Gauss. 

În aplicaţii se folosește odată cu calculul in complex reprezentarea geo- 
metrică ce ilustrează sugestiv relaţiile de fază, iar în diagrame fazorii sînt 
notati adeseori cu simbolurile reprezentărilor în complex (fig. 1.1.5, a). 

În reprezentarea în complex simplificată planul complex e identificat cu 
planul reprezentării polare. Imaginea în complex simplificată a mărimii 
sinusoidale este un număr complex constant, de modul egal cu valoarea efec- 
tivă a mărimii si de argument egal cu faza ei inițială (fig. 1.1.5, b): 


y() = Y2 Y sin (ot ү) ŻY "=Y (1.16) 
y() = Im [VZ e" vj (1.17) 


Reprezentarea în complex prezintă avantajul că transformă ecuaţiile integro- 
diferenţiale lineare si cu coeficienți constanti ale fenomenelor din circuite, 
satisfăcute de curenți și tensiuni armonice, în ecuații algebrice lineare de gradul 
întîi satisfăcute de imaginile în complex ale acestor curenți și tensiuni. 

Reprezentările prin fazori, respectiv în complex, reduc operațiile de mate- 
тайса superioară din ecuaţii integro-diferenţiale lineare la construcții ele- 
mentare, respectiv la ecuaţii algebrice, fiindcă produsele functiunilor armonice 
prin scalari constanfi, precum și derivatele și integralele lor în raport cu timpul, 


+j tj. 


x 


Ü +1 0 +7 


se obțin în aceste reprezentări prin operaţii geometrice, respectiv algebrice, 
elementare, din reprezentările respective ale functiunilor armonice. Astfel, 
produsul unei funcțiuni armonice y(t) = [2 Y sin (o£ + y) prin scalarul а 
fiind 
ay(t) = V2 a Y sin (et +y), 

e reprezentat cinematic respectiv polar printr-un fazor în fază, respectiv in 
opoziţie cu fazorul functiunii y(/) si de | a | ori mai lung decît acesta, după cum 
a > 0 sau a < 0, iar în complex prin produsul dintre imaginea in complex a 
functiunii у(і) si scalarul a. Pe de altă parte, derivata mărimii armonice y(£) in 
raport cu timpul fiind 


душ _ m z 
EM = o үйү sin (at + v +)» 


e reprezentatá cinematic respectiv polar printr-un fazor defazat cu un unghi 
drept înaintea fazorului funcției și cu o amplitudine de « ori mai mare decît 
a acestuia, iar în complex, respectiv în complex simplificat, prin produsul 
dintre imaginea în complex a functiunii si produsul dintre unitatea imaginară 
i şi pulsatia о. De asemenea, integrala mărimii armonice y(/) în raport cu timpul 
și cu constanta de integrare nulă fiind 


{уфа = 323 sin (an. 1-2) 


e reprezentată cinematic respectiv polar printr-un fazor defazat cu un unghi 
drept în urma fazorului funcțiunii și cu o amplitudine de о ori mai mică decît 
a acestuia, iar în complex, respectiv în complex simplificat, prin raportul din- 
tre imaginea în complex a lui v(/) si produsul unității imaginare j prin pulsatia о. 


1.1.4. CIRCUITE ȘI REȚELE ELECTRICE LINEARE 


Rețelele electrice lineare cu parametri concentrați reprezintă о asociație 
de elemente de circuit ideale, care au caracteristici lineare (rezistoare, bobine, 
condensatoare, generatoare de curent sau de tensiune), de elemente electrice 
linearizate adică avînd caracteristici aproximate prin caracteristici lineare 
(tuburi, tranzistoare, diode) si de elemente giratorii, conectate între ele. 

O rețea electrică cu un număr mic de borne de acces si de generatoare, 
îndeplinind o funcţiune determinată în instalația sau în rețeaua complexă 
din care face parte, se numește circuit electric. Parametrii care definesc con- 
figuratia topologică a reţelelor electrice sînt: numărul ,/" de laturi, numărul 
„n“ de noduri în care concură cel puţin două laturi, numărul „s“ de subretele 
si numărul „o“ de ochiuri îndependente. Între ele există următoarea relație 
cunoscută sub numele de teorema lui Euler: 

o=l—n+s (1.18) 
1.1.4.1. Parametrii circuitelor lineare în regim armonic permanent. Impe- 
danja Z si defazajul Ф al unui circuit linear cu două borne sînt: 


raportul Z = z = f (w, R, L, C), definit de valorile efective ale tensiunii 


aplicate la bornele rețelei: 
u= |Z U sin (o£ + y) 
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şi curentului pe care-l absoarbe în aceste condiţii pe la bornele considerate: 


V2 Isin (ot + Y — Ф), 


precum si diferența o dintre faza tensiunii la borne și faza curentului. 

Unitatea de măsură în S.I. a impedantei este ohm-ul (О). 

Impedanta si defazajul rețelelor lineare nu depind de tensiune și curent, 
ci numai de frecvență si de parametrii numiți rezistența, inductivitatea si 
capacitatea laturilor lor. 

Rezistenţa R si reactanța X a unui circuit electric linear cu două borne de 
acces au următoarele relații de definiție: 


i 


К 698.200 > 0, (1.19) 


rezistența fiind în general funcție de frecvență și 


A = ES = Z sin PET) (1.20) 
Mărimile 
Оһ = О соф și Uy— Using (1.21) 


sînt componentele activă și reactivă ale tensiunii aplicate circuitului, Între 
mărimile R, X, Z, 9 există relaţiile: 


Aceste relaţii sint ușor de reţinut cu ajutorul ,triun- 
ghiului impedanţelor“ (fig. 1.1.6, a) z 
Admitanţa Y si defazajul ф al circuitului linear. x 
Admitanța circuitului e valoarea reciprocă a impe- 
dantei sale: o 
1 1 Ai 
Y =т=т (1.23) Fig. 1.1.6, a 
Unitatea de măsură în S.I. a admitanfei este siemens-ul (S). Între mărimile 
R, X,Y si o există relațiile: 
1 


cosg - sin 
REUS x99. y= = 
Y Y Ve X 


(1.24) 


Conductanta G si susceplanfa В a circuitului linear au următoarele relații 
de definiție: 


СГУ ; 
G d xnl d cos 920 si (1.25) 
BUS — Y sin PETI (1.26) 


i Mărimile [соз 9 si I sin o sînt componentele activă și reactivă ale curen- 
tului. 


Y Între mărimile G, B, Y si 9 există următoarele 


relaţii: 
G Ga i B 
tg ф=- ; = 2; ЕУ AC 
P = E pai ФЕ gi ge 
Fig. 1.1.6, b Y = VG+ B? (1.27) 


ușor de reținut cu ajutorul „triunghiului айтїїап{е- 
lor“ (fig. 1.1.6, 5). 
Între mărimile Z, Y, R, G, X, B există relatiile: 


EUR, e Roti dim (1.28) 
VG? + B a z y: уз 


Impedanja complexă Z si admitanja complexă Y a unui circuit electric au 
următoarele relații de definiţie: 
Impedanja complexă : 


= Де” = R + jX = flo, R, L, C) (1.29) 


are modulul egal cu impedanța circuitului: 


121=2 = үзг 
și argumentul egal cu defazajul circuitului: arg {2} = Ф, astfel încît: 


Re (2) = R e rezistenţa circuitului si 

Im (2) = X e reactanfa circuitului. 

Admitanja complexă a circuitului are urmátoarea relație de definiție: 
Y l-i-Yce^-6-—jB- flo, R,L,C) (1.30) 

Ea are modulul egal cu admitanţa circuitului: 


|l|i-Y = үс 


şi argumentul egal cu defazajul său cu semn schimbat: 
arg (Y) = —2 


astfel încît: 
MRe(Y) = С e conductanja circuitului 


ӘҮ) = B e susceptanja circuitului. 


1.1.4.2. Puteri. Energia electromagnetică absorbită sau debitată de un 
circuit electric, raportată la unitatea de timp, se numeşte puterea instantanee 
absorbită sau debitată de el. 

Puterea activă absorbită sau debitată de un circuit electric e valoarea medie 
a puterii instantanee №, pe un număr întreg de perioade ale tensiunii sau curen- 
tului care-l străbate în regim armonic permanent: 


р=}= S pa (1.31) 
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unde: 
р= ui = 2UI sin (at + ү) sin (ut + y Ф) = 


= UI cos 9 — UI cos (2et — 9) (1.32) 
Existá deci relatia: 
P = UI cos е = Trest net cos ? (1.33) 


Unitatea de măsură in S.I a puterii active se numește watt (W). 

Puterea aparentă şi factorul de putere. 

Puterea aparentă absorbită sau debitată de un circuit electric are următoa- 
rea relație de definiție: 


S= UL = Per mer > 0 (1.34) 


S=Zr = YU? (1.35) 


Unitatea S.I. de măsură a puterii aparente se numeşte volt-amper (VA) 
Factorul de putere este raportul 


P 
ъ= 5 20 (1.36) 


cu relația: 
k, = cos e (1.37) 


Puterea reactivă absorbită sau debitată de un circuit electric este produsul 
dintre valorile efective ale tensiunii și curentului și sinusul unghiului de defazaj : 


Q = UI sin 920 (1.38) 


Unitatea de măsură S.I. a puterii reactive se numește volt-amper reactiv 
(var), iar relațiile de legătură dintre P, Q, S sînt: 


Р = Scose (1.39) 


Q—Ssing— Ptge şi (1.40) £ Q 
se = Pra 0%, 
0: 


ușor de reținut cu ajutorul „triunghiului puterilor“ P 

(fig. 1.1.6, c). Fig. 1.1.6, c 
Puterea complexá absorbitá sau debitatà de un 

circuit electric este produsul tensiunii complexe 

prin valoarea complex conjugată а curentului în reprezentare 

simplificată, sau semiprodusul lor în reprezentarea în complex nesim- 

plificată: 


S-ur QU P+iQ = 5е = UI ei (1.41) 


unde 
{5|=5=001; аг {5) = 
și 
Re (S) — P, nS) —Q 
1.1.4.3. Teoremele impedantelor echivalente. Impedanța complexă echiva- 
lentă a n părți de circuite conectate în serie (necuplate inductiv), derezistente 


Ru, inductivități L, și capacități C,, este egală cu suma impedanfelor com- 
plexe ale părților componente ale circuitului: 


Zi Zi Za eee Za 2, R јх, (1.42) 


E 
„3 
„ 21 
wis к, = УУК, (1.43) 
= 
Și х,=ўх, (1.44) 


хл 


Curentul Z, defazajul o dintre U si I, respectiv tensiunile Us la bornele 
părților & ale circuitului au expresiile (fig. 1.1.7, a) 
1=5; е=шсщ®; UQ-ZI (1.45) 
2, Re 
Rezultă că valoarea reciprocă a admitantei complexe echivalente este egală 
cu suma valorilor reciproce ale admitanțelor complexe conectate în serie: 


= Da 46) 


n А-8 


1 1 1 1 1 
XE c bag Pt ы: 


Admitanta echivalentă a n părți de circuit conectate în paralel (n cuplate 


inductiv), de conductanţe С, si susceptante B, = e ©С,| e egală cu 


k 
suma admitanfelor complexe ale părților componente (fig. 1.1.7 b) 


LSY +++, + Va УУУ, =G, jB, (147) 


її 


о 


Fig. 117. 


zade 6,— 36, (1.48) 
e 


ў в, = Ў В, (1.49) 


Curentul Z, defazajul 2, respectiv curenții 7, au expresiile: 


= i ТЕ UY фе агсів 2 set Vai (1.50) 


Rezultă са valoarea reciprocă a impedantei complexe echivalente e egală 
cu suma Valorilor reciproce ale mpedantelor complexe conectate în paralel: 


= (1.51) 


кл SE 


£ 
Z, 


1.1.4.4. Circuite cu inductivitáti mutuale. Impedania mutuală dintre două 
bobine de inductivitáti proprii L, si L, și inductivități mutuale L,, (fig. 1.1.8) 
are expresia: 


" Za = jX, = јә1,,20 (1.52) 


în care X,, este reactanta mutuală a bobinelor. Ea intervine in expresia 
impedanţei echivalente a circuitelor care contin bobine cuplate magnetic 
cu semnul plus sau minus: 

3 [Ж 

după cum fluxul magnetic generat de curentul care parcurge în sensul său 
de referință una din bobine are prin cealaltă bobină, cu care este cuplată, 
același sens, sau sens contrar cu fluxul magnetic propriu al acesteia, generat de 
un curent care o parcurge în sensul 


său de referință. Bobinele cuplate > 5 Ui 
magnetic au cite una din borne no- + * * s 
tată cu cîte un asterisc cînd se con- Lr. Ls in Ls 
siderá conventional cá fluxul mutual 
este de același sens cu fluxul- pro- xe dad 
trs trs is 
b 


priu, dată curenții prin cele două 
bobine au sensurile lor de referință a 
orientate în acelaşi mod față de bor- 
nele ct asterisc (fig. 1.1.8, a) si sint Fig. 1.18 
de sens contrar dacá curentii prin 
ele sînt orientati diferit faţă de bornele marcate (fig. 1.1.8, b). 

1.1.4.5; Circuite rezonante. Circuitele cu bobine și condensatoare în condiţiile 
în care defazaiul аша. tensiunea la borne și curentul absorbit ca si puterea 
reactivă absorbi. nule, ceea ce implică la valoarea efectivă dată a tensiunii 
aplicate trecerea amplitudinii curentului absorbit printr-o valoare fie maximă 
fie minimă, se numesc circuite rezonante. 
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Er Ł E Rr=omanța de tensiune se poate produce in 

circuitele vu rezistor (К), bobină (L) si con- 

u densator (L) în serie, caracterizare prin defa- 
zajul 2 sau tangenta trigonometrică nulă: 


nos 
Tg biu Г ыс on (1.53) 
R 
și deci priu putere reactivă nulă: 
9 Xi = [or > |+ ssi (154) 
DT 
Condiția de rezonanţă are deci expresia : 
La 1.55 
RFT (1.53) 
Curentul este în acest caz: 
1 z я (1.36) 
yai 
iar pulsația de rezonanţa: 
"T (1.57) 


шх 


La rezonanță tensiunile la bornele bobinci si condensavorului U, si Ce pot. 
avea valori efective mult mai mari decit tensiunea la bornele extreme. Cy 
Resonanfa de curent, numită si anéirezonanjo, se poate produce în circuitele 
cu rezistor (R), bobină (L) si condensator (C) conectate în paralel și caracteri- 
zate cum "rmeaza: 
1 


н - [471 
uiam ze ta 0 (1.58) 


к 


Я cut J^ 2 (1.59) 


ш 
Condiţia de rezonanță are deci expresia: 


ge ats 


eL- Sau уе (1.60) 


І 
nc Vie 


lar curentul ia în acest caz valoarea minimă la tensiune la borne de valoare 
efectivă dată: 


& = lun (1.61) 
La rezonanţă curenţii J; si Ie pot lua valori mult mai 
5| Rat С mari decit cea a curentului de alimentare din exterior. 
Tabelul 1.1, cuprinde date privitoare la circuite simple, 
sub tensiunea la borne armonică: 
Fig. 1110 и = V2Usinat 
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1.1.4.6. Teoremele generale ale teoriei rețelelor electrice lineare. Teorema 
їшї a lui Kirchhoff : suma algebrică a intensităţilor instantanee ale curenților 
“Тестти de condnetie cuasistationari, din laturile care concură într-un nod 
al unei retele electric, e nulă în orice moment, dacă sensurile de referință 
ale curenților din laturi sînt dirijate fie toate dinspre nod spre exterior, fie 
dmspre caterior spre nod: 


УУ „0; Bo E (п 1), considerind ss = 1 (1.62) 
sau, in complex: 
Ao. dy es bed ams n 3) (1.63) 
Feb 


leorema se aplică într-o rețea celor (n — 1) noduri independente ale ei 
și poate fi scrisă sistematic cum urmează : 


i 


Sons gi s ofr T 3s (@=4] (1.64) 
t 
unde N, este cocficienril de apartenență al laturii (А) la nodul si аге ur- 
mütoarele valori: 
+1 (x (А) 
Ne-i-—1 (p) (1) 
0 (5) л (k) 


după cum latura concură in nod si are sensul de referință al curentului diri- 
jat spre nod (+1) sau invers (— 1), respectiv după cum latura nu concură 
în nod (0). 

Forma matricială care cuprinde întregul sistem al teoremei întîi aplicată 
tuturor celor (n — 1) noduri independente este: 


[Nino (1.65) 


7 a cocficientilor de apartenență ai latu- 


unde [VY este transpusa matricei [2 
rilor la noduri: 


ATI e Урал 
Гк] = | Ма Nes (1.66) 
RA an боа 


Teorema a dona a lui Kirchhoff: suma algebrică a tensiunilor electromotoare 
aplicate din exterior unui ochi de reţea e egală cu suma algebrică a căderilor 
de tensiune din lungul ochiului respectiv, toate fiind raportate la un sens de 
referință unic în lungul ochiului: 


i 1 di A di 
н = Rui AEE pie у, 38е 1.67 
A, Б El Ж zl sun 6 У m ri (1:67) 
зят 
Ф 2152.5. n 


sau, în complex: 


25 Ha E. + joL,L, + 


ng 
In + Хы) (1.68) 


"el "e јеСт sai 
sau și 
1 
D Um = D [n + ZuL] (1.69) 
"etn melo) I 
unde Z, = Rat ier. i sint impedantele proprii ale laturilor т, 


iar Z,, = jeL,, sint impedantele mutuale dintre laturile » și s. 
Teorema poate fi scrisă sistematic sub forma: 


і П 
үм Сыбы = 2 CAU, (1.70) 
q—1,2.40, 


unde С, sînt coeficienţii de apartenenţă a laturilor / la ochiurile g şi au urmă- 
toarele valori: 
4-1 cînd & € g si sensurile de referință pe ochi și latură coincid. 


Cra 4 —1 cînd RE g si sensurile de referință pe ochi și latură sint contrare. 
0 cînd keg 


Forma matriceală care cuprinde întregul sistem al teoremei a doua aplicată 
tuturor celor o ochiuri independente ale reţelei este: 


[C] ш = (CY (ZI W, (1:71) 


unde [C] este transpusa matricei [C] a coeficienţilor de apartenenţă a latu- 
rilor la ochiuri: 
Сыбы... Cio 


[C) 2| Са©з... C» (1.72) 
Сиба... Cn 


Teorema întii a lui Kirchhoff aplicată la cele n — 1 noduri independente ale 
unei rețele simple, împreună cu teorema a doua a lui Kirchhoff aplicată la 
cele o ochiuri independente ale ei, permit să se rezolve toate problemele de 
analiză a rețelei, 

Teorema generală а lui Ohm (Joule ': tensiunea electrică aplicată unei 
laturi de circuit (pasivă sau activă, cuplată sau necuplată) este produsul 

impedantei proprii a laturii 


1 % prin curentul care о stră- 
f bate: 
U,—ZI (1.73) 
Ck Шек 
de Pex 
Fig. 11.11 
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unde: 
U,— U, — 0 Pest Us 


2 1 A > # 
Re + өы + th Dio (179) 
sk 


Teorema superpoziției: intensitatea curentului electric din orice latură a 
unei rețele electrice complete lineare, este egală cu suma algebrică a intensități- 
lor curenților pe care i-ar stabili prin acea latură fiecare dintre tensiunile 
electromotoare exterioare, dacă ar fi singură în rețea, adică celelalie surse 
ar fi presupuse cu tensiuni electromotoare пше, însă cu impedante neschimbate. 

Teorema curenților ciclici care, aplicată unui sistem de o ochiuri indepen- 
dente ale unei rețele, permite să se rezolve problemele de analiză, are urmă- 
torul enunţ: orice rețea electrică cu / laturi, я noduri, s subretele (s = 1) 
se poate descompune în: o = 1 — n + 1 ochiuri fundamentale, fără ramifi- 
cati, presupuse parcurse de curenți auxiliari ciclici 7;(g = 1, 2... 0), 
unici pentru fiecare din ochiuri, dotate cu impedanfe (auxiliare) de ochiuri, 
proprii și mutuale Z;, si presupuse sub acțiunea unor tensiuni electromotoare 
(auxiliare) de ochiuri U;,, (р = 1,2... o), astfel încît; 


Zoli + 2+... + Zil = Ua 


(1.75) 


Z 


ceea ce asigurá satisfacerea celei de a doua teoreme a lui Kirchhoff sau 
restríns: 


ali + 21% Ur, 


D Z= Us ф= 1,2..0 (1.76) 
unde: 
1 
Zin =} OZ. (1.77) 


se numesc impedantele proprii ale олш b, egale cu suma impedantelor 
laturilor ce formează fiecare din ochiurile №. 


zc, (1.78) 


2, = 


se numește impedanja mutuală dintre ochiurile p şi q şi e egală cu suma impe- 
danţelor laturilor străbătute simultan de curenții ciclici 7; si Z4, cu semnul + 
respectiv —, după cum sînt străbătute de curenții ciclici în același sens, 
sau în sensuri contrare. 


1 
UY sU. (1:79) 


kzi 
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se numește tensiune electromotoare pe ochi si e cgalà cu suma alge- 
brică a tensiunilor clectromotoare din laturile ochiului f- 
Aceste relații an urmaătoarra lormă matricială: 


Li [DH (1.50) 


unde: 
(1.81) 


ЕЛ = CHU] (1.82) 

În aceste condiţii, curentul din orice latură a retelei este egal cu suma. 

algebrică a curenților ciclici care trec prin latura respectivă, relatie care asi- 
gură automat satisfacerea primei tvoreme a lui Kirchhoff: 


a 
Ie SICA (1.83) 
ra 
sau, matricial: 
(DIC 17 (1.84) 


Teorema pulențiulelor de noduri, care aplicată la cele (n 1) noduri indepeu- 
dente ale unei rețele, permite să se rezolve toute problemele de апала 
a acesteia, аге următorul enunț: tensiunile auxiliare dintere forare din 
cele (n— 1) noduri independente ale rețelei 3i nodul a, considerat ca nod di 
referință, Ui, i... U; ,contribuie la stabilirea unor centi (ашхы 


de scurtcircuit ai nodurilor /5,, Л. ema pe má-ura unor adoutante 
(auxiliare) proprii si mutuale d» dupa cum urmează 
Yun Заба e СЕС, ИН ДИС de 
Y244U. 1, [UNS 
You UEP Yn Ut Vama d 1, 


sau restrins: 


t2 


(1.85) 


unde: 
i 
уы" SIMI (1.87) 


se numește admilanta propric a nodului r ў e egală cu suma admitantelor 
laturilor care concură în nodul r. 


^ 


tr = ENS (1.88) 
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se numește нїш mubtală dintre nodurile ү şi p si e egală cu suma cu semu 
schimbat a admitantelor laturilor care leagă direct nodurile v și p după schema 


unde totdeauna produsul VN, №, e negativ. 


Bo SPN = ȘI plate (189) 


se numește «ейін! de xeurtcircuit al nodului r şi с egal cu suma curenților 
de scurtcireuir ai laturilor care concură in nodul у, considerati pozitivi cînd 
intră in nod și negativi cind ies din nod. 

În scriere matricali: 


iE] = [id] (1,90) 
unde 
[Y] {УНИ (э! 
ȘI: 
1.1 UNT U = UNILY TIU (1.92) 


Curunţii din fiecare latură a rețelei se determină în funcție de tensiunile 
U; determinate din sistemul de ecuaţii ale teoremei tensiunilor la noduri. 

După cum л —1 $ 0, e mai avantajos să se aplice în calcule teorema 
potenţialelur la noduri, respectiv teorema curenților ciclici. 

Teorema lui Vaschv: intensitàtile curenților electrici din laturile unei rețele 
complete rămin neschimbate, dacă se introduc în toate laturile care concură 
într-un nod oarecare al rețelei surse suplimentare ideale de tensiune, de 
wnsiuni electromotoare egale în valori efective, de aceeași frecvență si 
simfaziee și indreptate toate lie spre nod, fie dinspre nod spre exterior. 

Teorema reci procității: tensiunea electromotoare U, a unei surse ideale de 
curent alternativ situată într-o latură 7 a unei reţele electrice complete, 
generează într-o altă latură r a reţelei un curent de aceeași intensitate ca 
şi curentul pe care sursa l-ar genera în latura /, dacă ea s-ar găsi în latura 7. 

Teorema lui Helmholtz şi Thévenin: intensitatea 7,54 a curentului care trece 
printr-o latură pasivă si de impedanţă Z a unei rețele de curent alternativ 
activă si linvară, e egală cu raportul dintre tensiunea Up care s-ar stabili între 
extremitățile А şi B ale laturii dacă actasta ar fi întreruptă sau deconectată 
și suma dintre impedanta 2 a acelei laturi şi impedanta echivalentă 246 а 
restului те{еһч presupusă pasivizată si raporiată 1а nodurile А si B conside- 
rate ca borne de alimentare: 


(1.93) 


Impedanja echivalentă а rețelei pasivizate este impedanța pe care ar pre- 
zenta-o rețeaua in raport cu nodurile A si B ca borne, după ce s-ar suprima 
toate tensiunile «lectrumotoare din laturile ei, püstrindu-se însă impedantele 
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Fig. 1.1.12 


lor interioare corespunzătoare: impedanfa echivalentă a reţelei pasivizate, 
„văzută“ dinspre bornele A, B. 

Orice rețea de curent alternativ poate fi înlocuită deci, în privința compor- 
tării ei față de două noduri ale sale, printr-un generator de tensiune echivalent 
cu ea, cum s-a arătat mai sus (fig. 1.12, a). 

Teorema lui Norton: tensiunea U ap dintre două noduri A si B ale unei reţele 
de curent alternativ, activă și Deere care le leagă direct o latură de impe- 
danfá Z a reţelei, este egală cu raportul dintre curentul de scurtcircuit Zags, pe 
care l-ar debita rețeaua într-o latură care ar înlocui latura cu Z și ar scurt- 
circuita nodurile A si B din extremităţile ei, si suma dintre admitanţa Y a 
laturii și admitanța interioară У „ьо = x veto restului refelei presupusá pa- 


sivizată si raportată la nodurile A si B, considerate ca borne de alimentare: 
Us = 1 — (1.94) 


Orice retea de curent alternativ poate fi inlocuitá deci, in privinta com- 
por*'rii ei față de două noduri ale sale, A, B, printr-un generator de curent 
echivalent cu ea, cum s-a arătat mai sus (fig. 1.12, b). 

Prima teoremă а transfigurării: orice rețea cu n laturi cuprinse între n 
noduri de acces şi un nod central, adică formînd o „stea“ cu laturi de impe- 
:dante 2, (k = 1, 2, ... n), poate fi transfigurată într-o reţea în poligon complet 
cu n virfuri, care are următoarele impedante ale laturilor sale: 


(1.95) 
în care: (1.96) 
adică dacă, n = 3: (1.97) 
Za = — сз 25 +22, (1.98) 
Z, =22+22+22 (1.99) 


A doua teoremă a transfigurürii: o reţea în formă de poligon complet cu м 
vârfuri si cu impedantele Z,, ale laturilor nu poate fi transfigurată în general 
într-o rețea stea cu tot atitea vîrfuri și cu impedantele Z, ale braţelor, de- 


oarece ar rezulta 4 — D ecuaţii de transfigurare pentru cele m impe- 


danfe necunoscute ale braţelor stelei care nu pot fi satisfăcute toate, 


dacă 9 >n. 


n(n—1) 


Sistemul este rezolvabil numai dacá = n, adică pentru n = 3, cînd: 
(1.100) 
(1.101) 


(1.102) 


Teorema transferului maxim de putere activă: un dipol activ cu tensiunea 
electromotoare U, si impedanta interioară Z, care alimentează un dipol pasiv 
de impedantá echivalentă Z,, transferă acestuia o putere activă maximă dacă 
impedanfa complexă echivalentă a receptorului este conjugata complexă a 
impedanfei interioare a dipolului generator, maximul acestei puteri 
fiind: 

Us 
Peer с (1.103) 
Teorema conservării puterilor aparente complexe: puterea aj ă 
eorem : parentá complexă 
S i in ре 1а ка de acces de o reţea electrică lineară necuplată inductiv 
cu exteriorul e ej cu suma puterilor aparente complexe primi i 
gi ei р: р! primite de laturile 


з=} уш" — Шы, (1.104) 


În cazul unei reţele izolate de exterior 1° = 0 și teorem: r- 
icul 
a ia forma pai 


25 UE 0 (1.105) 


sau: 


1 1 Ld 
УХЕ = D RB +j [s өй М 21272X.1,, cos (y, — x) (1.106) 
Tabelul 1.1. cuprinde impedantele, admitantele și curenţii, precum și 
defazajul, puterile și diagrama polară pentru cîteva circuite i aa fară 
cuplaje magnetice. d 
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1.2. MĂRIMI PERIODICE ȘI MĂRIMI ALTERNATIVE SINUSOIDALE 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema пг. 1.1, Un curent sinusoidal are amplitudinea / 
frecvența f = 50 Hz. Să se determine: 

a. Valoarea efectivă I, perioada Т, pulsatia « in rad/s și pulsatia în grade/s 
| ESE 
o= o 

т 

b. Să se scrie expresia valorii instantanee а curentului $ 

grafic, considerind ca origine punctele în care: 


= 10А si 


mar 


să se reprezinte 


0 (funcţia crește); 
Ж 


maz? 


0 (funcția descrește); 


теғ (funcția creşte). 


с. Să se exprime defazajele respective în radiani, grade si secunde si să se 
scrie expresiile corespunzătoare. 
i Solufie : 
a. Valoarea efectivă a curentului alternativ 
sinusoidal a cărei amplitudine este 7,,, este: 


т: ЖГ. onu 
ja je 


m 


30 


Perioada este: T = L— = 0,02 s 
ї 


А f d 
Pulsatia este: о = 27 f = 100 ZU. 
w == 1,8: 1047/s. 
b. Valoarea instantanee a curentului alter- 
nativ sinusoidal este în fiecare din cele cinci 
“cazuri următoarea; 


i = 10 5іп(оѓ + 0) 


ut 


li 


10 sin [ot 4- E 


l 


10 sin (cx + я) 


10 sin (wt + E 


i= 10 sin (ar + 
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Reprezentarea grafică este cea din figura 1.1, a, b, c, d, e. 
€. 
1 = 10sin of 


7 = 10 sin (o i 


== 10sin [100 =. z] = 10 sin (1,8.10* £ +90)° = 


= = 10 sin 1, 8-109 + 5- 10-3) E_ 
= 10 sin (1,8-10* 7 + 180 = 
= i -104 a. 

10 |1. 1090 41073) x] 


180 
i= pOsin (e£ + =) = 10 sin (100 zt 


Ls) 


i= 10 sin [ot 4 HE 10 sin (1004 + EJ = 10 sin (1,8-104£ + 270) = 
= 10si -10° 10-з) E 
! sin 10% (1 + 1,510 z3| 
io 10 sin fe: + 3i 10 sia [most d - pir ies ЖУ = 


= 10 1,8:10* [7 5 1 zx 
sin (oO Ts 
Problema nr. 1.2. Fiind date două tensiuni clectromotoare dosi 
27 
Р 30 sin (2 5121— =] 


ta = ү: 10 cos Qn + 5) 
se cer: 
a. Perioada, frecvenţa, valoarea maximă, valoarea efectivă $i valoarea 
4 ^ A SRC 1 
instantanee pentru fiecare din cele două tensiuni pentru £ = ax 


iniţială a ficcă 
se determine si 


i tensiuni, defazajul dintre cle si reprezentarea grafică. 
à se reprezinte grafic funcțiunile considerind o 


Š i А ANE боа: А 1 
noua origine 0' a timpului, situată înaintea celei precedente cu UT 
4 


expresia valorilor instantanee ale celor două tensiuni, pentru 
cazul cînd originea de timp coincide cu momentul în care e, = E,, fancțiunile 
menținindu și defazajul între cle. 

Solutie 

а. Cunoscînd pulsatia, frecvența este: 


рага 
т! 

г . 
Ei mar 


Eg ma © 010. 141 Vz E, 


e, = 30- sin 


в = 2-10 cos (800 а 2)= J2-10 cos = 7,05 V 


b. 
=f poc = 
910 20 5 rad suzi s 


e, = 80 sin (200-2) = 30 sin 800 #[ =] 
3 1200 


5x 1 
E rad sau s 


P20 150° 


960 
e, = VZ- 10 cos (s00 zt +2)= 2: 10 sin 800 =, +) 


Pia = Ф — Ф = 120° — (— 150°) = 270° sau 


b z 3 
912 90 5 rad sau 169 * 
Tensiunea electromotoare e, este în urmă cu 270° față de tensiunea electro- 
motoare ез, sau înainte cu 90°, adică e, și e; sint în cuadratură (fig. 1.2, a). 
c. Considerind o nouă origine O' a timpului situată înaintea celei prece- 


dente cu za sec sau x rad, tensiunile electromotoare devin: 


& = 30 sin 800 [г — 24] = 30 sin (800л4 — т) 
120 2400 


e, = 2. 10 sin 800 # + =ү2. 10 sin (800 +? 2). 


960 ^ 2400. 400 


Cele două tensiuni electromotoare se menţin, bineînțeles, in cuadratură. 
Renrezentarea grafică este cea din figura 1.2, 5. 


d. 
e, = 30 sin (800 z£ — Фу) 


Trebuie determinat unghiul o, astfel încît la ? = 0, e; = E,. 
Deci: 


а= E = 92. sin (— Ф) 


E р т 
SUL жор Ж, “т 


Rezultă: 
а = 30 sin (800 D: e, = VI: 10 sin (00кг — 2). 


Problema nr. 1.3. O bobină dreptunghiulară, avînd un număr de spire 
N = 200, cu secțiunea S = 50 cm?, se rotește cu o viteză unghiulară constantă 
n = 3 600 rot/min într-un cîmp magnetic omogen de inducție B = 2 000 Gs, 
în jurul unei axe perpendiculare pe direcția cimpului. 

Să se calculeze valoarea maximă şi frecvența tensiunii electromotoare 
induse în bobină și să se scrie expresia. valorii instantanee a acestei tensiuni, 

Indicajie : sensul pozitiv al t.e.m. induse în bobină se consideră cum se arată în figură, 
iar sensul pozitiv al fluxului prin suprafața spirei se asociază după regula 
burghiului drept. Se consideră ca origine a timpului momentul cind normala la 


suprafața spirei face cu axa verticală unghiul a = m. 
Soluţie : 


Tensiunea electromotoare indusă în bobină 
este: 


pm [ Вак 
dt Sr 


=- м [8-4 cos (6+ =)) 


Fig. 13 


= Ba A XI a. - si Ro LS 
e= —NBA 7 [eos (oc + =)] = NBA o: sin (ot + =)= 
= Enas Sin (её + B 
Enar = NBA о = 200-02- 50-1071 = 1205 = 75,5 V 


ро e 
60 s 


1= == 60 Hz 


2r 
Deci valoarea instantanee a t.e.m. induse este: 


e=75,5 sin (1205-1 2) 
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Problema nr. 1.4. Un generator аге р = 20 perechi de poli, lungimea conduc 
torului statorului Z — 40 cm, iar diametrul circumferinței pe care este aşezat 
à 2000 
inductorul este D = 2—— cm. 
* 

Componenta radială a inducției magnetice din stator este B, = B, sin a, 
unde g este unghiul considerat de la linia neutră a polilor Ox, B, = 7 000 Gs. 

Conductoarele 7 si 2 sînt plasate unul față de celălalt la o distanță egala 


cu 12, din circumferința statorului. Prin rotirea rotorului se induce în con 


ductoarele statorului o t.e.m. de frecvența / = 50 Hz. 

Să se determine: 

a. Numărul de turatii n (rot/min) ale rotorului. 

b. Amplitudinea si valoarea efectivă a t.e.m. induse. 

c. Să se scrie expresia valorii instantanee a tensiunii electromotoare induse 
e, $i e, în conductoarele 7 si 2, considerind originea de timp momentul cind 
conductorul 7 coincide cu axa neutră a polilor. 


Solutie : 
Yu a. Viteza unghiulară de rotaţie a rotorului 
А este: 


Hy 


Dar: p unde л, este numărul de tu- 
60 
ratii ale rotorului. 
Fig. 14 Rezultă: 
= 09, 


= 150 rot/min. 


n, = 


b. Tensiunea electromotoare indusă are amplitudinea: 


Е = ИВ, unde: 
v= ОК = 51 290 0-2 — so" 
2 = 5 


Е = 50:40: 10-2 0,7 = 14 V. 
Valoarea efectivă a t.e.m. induse este: 


c. Tensiunile electromotoare induse în cele două conductoare sînt: 
£j = Е, maz sin az = 14 sin 3144 
в = Е, naz Sin (0t — pa) 


unde: 


2x 


E 
120 60 
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Deci: 


& = 14 sin [314 £ — 20 


-=)= DEED i i) 
60 3 
Problema nr. 1.5. Trei conductoare care concură într-un punct O sint strá- 
bătute de curenţii 4, 1, 7. 
Fiind cunoscuți: 


T î = (о), 


$i 6sin(o4 — BL 


^ determine: 
а. Expresia valorii instantamee a curentului т rezultant și valoarea lui 
efect 
5. 
пса. 


se rezolve problema folosind reprezentarea simbolică grafică şi analı- 


Solutie : 
a. Folosind regula de adunare a mărimilor sinusoidale (breviar $ 2.1.) 
valoarea muximă a curentului i rezultant este: 


i= titi = Isin (ot — Ф), unde: 


1 = ү E 27 la cos (Фу — a = 1345 A 
Faza iniţială o este: 
A arcte ($ singi + lesin ga) _ y 20 
1, cos фу + e cos Qe 


Deci valoarea instantance a curentului 7 este: 
i = 13,45 sin (ot + 3:207) 
Valoarea lui efectivă este: 


b. Reprezentarea simbolică grafică : 

by Reprezentarea cinematicà. 

Se asociază mărimilor scalare тү, f, cite un vector în sistemul de axe rectan- 
gulare OA si OA. 

ту — 12 'sin (ot + 30) == OM, = 12 

1, = 6 sin (ort — 60) = ОЛ 


ї = I sin (ot + 3) 
Trebuie determinate din diagramă mărimile / şi Ф. 
Vectorii OM, si OM, asociați mărimilor î, şi 4, se rotesc cu viteza unghiu- 
lară constantă « în sensul trigonometric pozitiv. 
Din A dreptunghic ОЛ, М rezultă: 


ом = VO + ОМ: = V12 F 6 — 13,45 


31 


Fig. L5, a, b 


Vectorul OM corespunde curentului rezultant 7, deci: 
І = 13,45 A 


є ф= y = 26°40' 


ої + ф = oft 4- 30° — ф = ot + 320' 
Rezultă valoarea instantanee a curentului i: 
i = 13,45 sin (о? + 3720") 


b,. Reprezentarea polară. 
Punind în evidență valorile efective, expresiile valorilor instantanee ale 
celor doi curenţi sînt: 


i, = VĒ- 8,5 sin (o? + 30) 
i = VŽ. 4,25- sin (o? — 60) 
i = [2- I: sin (wt + 9? 


Valoarea efectivă I și faza Ф se de- 
termină tot din diagramă. Deosebirea 
față de reprezentarea cinematică este 
că vectorii reprezentativi ai celor doi 
curenți au modulul egal cu valoarea 
efectivă a curentului; unghiul față 
de axa OA este egal cu faza iniţială, 
iar axele se rotesc cu viteza un- 
ghiulară constantă о în sens invers 
celui trigonometric, în timp ce vec- 
torii stau pe loc. 

Din A ОМ,М rezultă: 


OM = YOM; + МУ = 
= VES 42:9 —95—I 
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tgy— 4505; = 2640! 
ом, 8,5 
е = 30° — 26°40' = 3°20' 
i = VZ- 9,5 sin (0 + 3°20') 
c. Reprezentarea simbolică analitică: 


су. Reprezentarea în complex nesimplificat. 
Se asociază mărimilor alternative sinusoidale +, si î cîte un număr complex: 


3 3 МЕ (+5) Я 
i = 12 sin (o't 4-30? — Г, = 12 е = 12 [cos (o? + 30)° + 
+ j sin (e? + 30)*] 


% = 6 sin (ot + 60)° — I, se 3) 6 [соѕ (0/2 — 60) + 
+ jsin (ot — 60)*] 


i= gn] 
1 = gn) 

€, Reprezentarea în complex sim- 
plificat (folosită mai des): 

i, = [2-8,5 sin (o't + 30°) > I, = 
= 8,5 e0n:180 — 8,5(cos 30° + j sin 30°) 
1 =V2 -4,25 sin (w't — 60°) > 1, = 
= 4,15е- 60° 180° — 4,25 (cos 60° — 

— j sin 60°) Fig. 1.5, d 
I = 1, + I, = 8,5 cos 30° + 4,25 cos 60° + j(8,5 sin 30° — 
— 4,25 sin 60°) = 9,47 + j 0,575 = 9,5 ei 3°28 seo 


i= Әл ([2е=Г) = a(J2 ei 9,5 eias 280) — V2. 9,5 sin (a't -- 3°28') 


De obicei se foloseşte calculul în com- 

lex, concomitent cu reprezentarea grafică 
равона diagramei polare în planul lui 
Gauss), care are avantajul că ilustrează su- 
gestiv relațiile de fază. 


Problema nr. 1.6. Tensiunea alternativă 
sinusoidală aplicată la bornele unui circuit 
are expresia: 


u= 0 sin(ot +5), 


iar curentul care-l străbate: 
i sin (ot — ©) 
6 


4. Să se scrie si să se reprezinte în complex nesimplificat si in complex 
simplificat tensiunea и ўі curentul 1. 

Să se calculeze impedanța complexă Z, admitanta complexă Y, puterea 
aparentă complexă S. 


b. Cum se modifică rezultatele dacă axele din planul complex 
se rotesc cu + тайса dacă se schimbă originea timpului ? 


Soluție : 
; x 
a. u = 60 sin [ar +2) 


ü= ве!(“*%) 


iv. 60 Li 
e = [cos +з) = 15. Үү? (1 +1 УЗ) 


i= зп [ог =) 
6 


EH 


qe 


= 90е % 


b. Presupunind că axele se rotesc cu 
К PESE (А devis 
unghiul 9;— x^ expresiile cerute devin: 


В 
) 1.5 о 
p 


=3-.е- 1°, 


Impedanta, admitanja si puterea aparentă nu sînt mărimi sinusoidale ca 
u şi i și rămîn nemodificate 


Problema nr. 1.7. Într-un circuit format din trei receptori conectaţi în serie, 
tensiunile la bornele lor au valorile efective: 


U, = 100 V; U, = 80 V; О, = 120 V, 


iar defazajele rezultă din diagrama figurată mai jos. 


a. Să se exprime tensiunile complexe U;, Uz, Us sub formă algebrică, tri- 
gonometrică şi exponențială. 


5. Să se calculeze valoarea instantanee a tensiunii la borne и și să se con- 
struiască grafic vectorul U. 


c. Care trebuie să fie valoarea U; a tensiunii U, pentru са U, = U, + U 
Solupie : 


a. U, = 100 elis*»:18* — 100 (cos 150° — j sin 150°) = — 86,5 + j 50 
U, = 80 e- 11490 — 80 [cos (— 140°) + j sin (— 140*)] = — 61,5— j 51, 
U, = 120 е!!89°п:г®* = — 120 


Fig. 1.7, b 


b. U = U, + Us + Us = — 268 — j 1,5 2 268 е-/= 
u= On [[/2 e * U] = y2-268 sin (at — т) 
u = 378 sin (ut — т) 

c. Us = Us — U, = — 33,5— j 50 
U; = 60,2 e7 11267180 


1.3. MĂRIMI PERIODICE ȘI MĂRIMI ALTERNATIVE SINUSOIDALE 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 1.8. Trei curenți alternativi au variațiile în timp reprezentate 
în figura 1.8, a, b si c. Să se calculeze valoarea medie pe o jumătate de pe- 
rioadă, valoarea efectivă și factorul de formă, știind cá în toate cele trei 
Cazuri Imes = 20 А: 


1) 400) = Iw pentru 0 < 4 «I 

ilt) = — Im pentru —- <i<T 

2) în) = 18, pentru Ó < £ < 

u 

40) = In 2-7 } pentru 7. < < 
а 

Ре pentru 37 <4 <T 
E 
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pentru 0<2 < 


à) = 21, (7 — 1): pentru 2 <i<T 


Răspuns: 
I, mea = 20А 
Iru = 10 А 
Ismea = 10 А 
1. = 20 А 
Iae = 11,55 A 
141155 A 
hy=l 
Rap = 1,155 
Бу = 1,155 
i 
Ined = Taxi? 
Ü 
e £ 


Fig. 18, a,b,c, d, c, f 


Factorul de formă pentru mărimile alternative sinusoidale fiind 1,11 se 
vede că forma de undă triunghiulară este mai “apropiată“ de forma sinusoidalá 
decit cea dreptunghiulară. 

Observaţie: Valorile medii ale curenților pot fi calculate mai ușor ca ináltimi ale unor 
dreptunghiuri de bază i si arie egală cu aria delimitată de abscisă și curba i(f). 

Ia mea = Ia теа deoarece ariile celor două triunghiuri sint egale, 

Problema nr. 1.9. Rotorul unui hidrogenerator trifazat sincron, avind 
numărul de perechi de poli № = 40, se roteşte cu n, = 75 rot/min. 

Să se calculeze t.e.m. indusă într-un conductor al înfășurării rotorului 
mașinii, știind că inducția magnetică sub poli este repartizată sinusoidal. 

Diametrul rotorului este D — 800 cm, lungimea activă a rotorului 
1= 75 cm; inducția maximă în punctul median dintre poli este By = 
MT ui 

mi 


Răspuns : 
e = 16,5 sin (100 x 7) 
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Indicaţii : 


Е ms =B; v= Q-R 
unde: 
f 
60 
Er" 
[—x 


Problema nr. 1.10. În circuitul din figura 1.10, a expresiile valorilor instan- 
tanee ale curenților 1, și i, sînt: 


i, = VZ- 3 sino. 
i = VI:5 sin (s- 2) 


а. Să se determine valoarea instantanee a curentului i. 

b. Să se verifice rezultatele de la punctul a) folosind reprezentarea polară 
și reprezentarea în complex simplificată. 

c. Cum se modifică expresiile celor trei curenți dacă se alege o nouă ori- 
gine a timpului, așa încît faza inițială a curentului rezultant să fie nulă? 


Jj , Răspuns: 
0 : 
Ve Y 
i a. i = VZ. 5,84 sin (o't — 57) 


b. În construirea diagramei polare 
se pot evita axele OA și OA”, alegín- 
du-se una din mărimi drept origine 

8 dé fari 
ò $ е fază (1). 
Din triunghiul dreptunghic O4 B 
Fig. 1.10, a, b rezultă valoarea efectivă și defa- 
zajul. 
c. Alegînd o nouă origine a timpului, pentru care faza curentului i devine 
zero, fazele celorlalți curenți se modifică în mod corespunzător: 


i = V2- 5,84 sin o't 
«Gt — 9 — ої; at — о H 9 — o't' 4- 57° 


Fig. 1.10, c, d 
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Rezultă: 
i, = |Z- 3sin (о + 57°) 
i, = VI: 5 sin (о — 33°) 


14. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE ÎN REGIM PERMANENT SINU- 
SOIDAL 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 1.11. Un circuit serie format dintr-un rezistor avînd rezistența 
R, = 10 Q şi o bobină fără rezistență, avind inductivitatea L, — 0,1 H, 
este alimentat sub o tensiune la 
borne alternativă sinusoidală, avînd 
valoarea efectivă U, si pulsafia о. 

Se cere sá se calculeze inductivi- 
tatea L, a bobinei și rezistența R, 
a rezistorului, care trebuie legate în 
paralel, pentru ca sub aceeași ten- 
siune la borne circuitul astfel for- 
mat să absoarbă același curent ca 
și primul circuit, sub același defa- 
zaj al tensiunii la borne. 


Soluţie : 
Impedanta montajului serie este: 
Z, =R, + joL,, 
iar admitanta 


Fig. 1.11 


Е, + joLe 
Impedanta montajului paralel este: 


1 1 1 
Ze = y unde Y,— uis 


Curentii Т, si І, în cele două cazuri au valorile» 
1=2 şi pb 


Punind condiția 7, = I, rezultă: 
Z =Z, sau: Y,— 
Conditia devine: 
1 ZH Wm. 
Ratia, Rp jeL, 
R- jols (1 ^ . 1 
Rar R, 515 
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Egalind părţile reale și imaginare se obține: 
R,= R,4 eH 10 + 3142.9 LE — 108,50 


102 
БАТИ ЫШКУ н 
Problema nr. 1.12. Pentru а se determina in- 
ductivitatea L și rezistența R a unei bobine 
se măsoară valoarea efectivă a tensiunii U 
la bornele bobinei si a curentului Г care o 
străbate, la două frecvenţe diferite f, și fa ale 
tensiunii sinusoidale aplicate и și anume: 
U,—60V; I1,—10A;f,— 50 Hz 
E U,— 60V; I,— 6 A; fa = 100 Hz. 
Fig. 1.12 Sà se calculeze inductivitatea L si rezis- 
tenta R a bobinei. 


Solufie : 
Modulul impedanfei complexe echivalente a bobinei este in cele două cazuri: 


D үет; o = 27 


д 
De VRT F oL 
n R? + о 
Se obţine sistemul: 


R? + 10* 221° = 36 
| R? + 4+ 10% 2/2 = 100 
Rezultă: 
І = 1441-1002 H 
Е = 3,840 
Problema nr. 1.13. Оп rezistor cu rezistența R = 100 О și un condensator 


de capacitate C = 2u F sînt conectate în serie. 
Tensiunea la bornele condensatorului are valoarea instantanee 


= 10 sin 5000 £. 
Să se calculeze tensiunea la bornele rezistorului U, şi la bornele întregului 
circuit 4, precum și puterea instantanee absorbită. 


A 
1 c I 


Fig. 1.13 


Solufie : 
и, = 10 sin 5 000 £ 


Reprezentarea in complex simplificat a tensiunii и, este: 


Ao 
Lg 


ei? 
Impedanta complexá: este 
1 í -if 
Le 10 j= 10e '2 


Curentul care străbate circuitul este în complex 


U, 10 eio 1 d 
= = 


NES 
Иб.10.е 2 


iar în valoare instantanee: 


t т 
ces E 
б sin (= Eu 3 ) 
Tensiunea la bornele rezistorului este în complex: 
U,— RI- 19.0 
iar in valoare instantanee: 
10 .. Li 
иһ = y2 ys sin (ot 2) 
Tensiunea la bornele întregului circuit este: 


U-U,EU Tig 00) 10е, 


д 
+ 


şi deci 
л 
и = Jy2 10sin [02+ 7) 
Puterea instantanee absorbită de circuit este: 
= ui —Va-10si SEE adi Ld 
Фф = и = ү 10 sin (ot + =) [is sn (o + 8) 
Cum sin a:sin b = i [cos (a — b) — cos (a + 5)], rezultă: 
ya [s 


$-— o 


i sin (2er + 2] = оз + олот sin (10% + 3) 


а 


Problema nr. 1.14. Cu ajutorula trei voltmetre se măsoară valorile efective 
ale tensiunilor U,, Uz, U, in cele două montaje din figura 1.14, a si b, frecvența 
tensiunii sinusoidale aplicate fiind f — 50 Hz. 

Cunoscînd valoarea rezistenței R;, să se calculeze parametrii bobinei R 
şi L în primul caz si parametrii condensatorului cu pierderi R si C în cel de 
al doilea caz, folosind diagrama vectorială și calculul analitic, 


R-50 RQ—20V 
U,—50V U,— 60 V 
U,— 121 V U, — 180 V 
U, = 149 V U, = 193 V 


Solufie: 
Impedanja bobinei este: 


Z=R+joL; z-JRmywp-, 
unde valoarea efectivă a curentului rezultă din relația: 


fig ee (A 
" 5 


Se obtine: 
R? + (100 z)?L? = 12,1? 
Din triunghiul oarecare OAB (fig. 1.14, c) rezultă: 
Ui = Ui + Ui — 20,0, соѕ ф 
de unde: 


502 + 1492 — 1212 


= 0,675 
2 - 50 - 149 


cos) = 


Din figura 1.14, c rezultă: 


Fig. 1.14, a, b 
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Fig. 1,14, c, d 


Uscos = RI + RI 
100,6 = 50 + 10R 
Rezolvínd sistemul 


R? + (100 m)? = 12,12 
10 R + 50 = 100,6 


se obține: 
Е = 5,06 Q 


І = 34,9 mH 
Impedanfa condensatorului este: 


Valoarea efectivá a curentului rezultá din relatia: 


Ген a sk 
R 00 


Se obține astfel relația: 
1 


A (100 = 

Din triunghiul scalen OAB rezultă (fig. 1.14, d): 
Ui = Ut + Ui —2U,U,cos ф 
60? + 193? — 1802 


= 3 600 


cos ф = 22100700, = 0,365 
Dar: ОС = ОА + AC. 
Rezultă: 
U, + RI = О, cos ф, 
de unde: 


g-95-9.550 
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Rezultă: 


^ Problema nr. 1.15. O bobină de parametri R = 100 şi L = 10 mH conectată 
în serie cu un condensator de capacitate C = 50 uF este parcursă de curentul 
sinusoidal 4 = 0,2 sin (1 000 £). 

a. Să se calculeze valorile instan- 
tanee ale tensiunilor и, ир, Uz, и, Si 
să se efectueze bilanțul puterilor. 

b. Să se calculeze grafic impe- 
danfa și tensiunea la bornele cir- 
cuitului. 


Solufie : 
a. Curentul care străbate circuitul 
Fig. 1.15, a ене: i 
i = Iy sin ot = Z. I sin ot, 
unde: 
0, P 
Iu =02 А; 1 =% = 0,1429; e = 1000 s 
Reprezentarea în complex simplificat a curentului este: 
I = 0,142 ею 


Reactanțele inductivă și capacitivă ale circuitului sînt: 
X,—eL-—100 


X,-ti-—»0n 
oC 


Impedanța complexă a circuitului este: 


E 
iF 


Z=R+iaL-2)= 10 —j 10 = 10 VZ- e7 
ac 
Tensiunile sînt: 


a 
U-ZI-2e '"*-[p-j) 


e FIE л, 
0, = I= 284 е j- 2,84 


j 
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Verificare: 
U-U,-U,-Us;-|f2-(0—j) 
Valorile instantanee ale tensiunilor sint: 
а= Vz-2 sin (ar a =) 
ug = VZ- 1,42 sin ot 


m= VZ- 1,42 sin(ot Ts =) 


ua = VZ: 2,84 sin (ег E =) 


Puterea aparentă complexă este: 


S—U-I*—0284 e 1% = (02 —- j 0,2) VA 
=P+jQ 
Р = RI? = 10- 0,142 202 W 
Q = X,I* + XI? = — 0,2 var 
Bilanţul puterilor este verificat. 


b. Se construiește diagrama polară, alegînd curentul I origine de fază. 

Din triunghiul OAC reprezentînd triunghiul impedantelor Zp, Ze, 2с și la 
altă scară triunghiul tensiunilor Uz, Uz, Uc rezultă: 

ос = Z = ЇОАз + AG = Jio: + 10:— 


UN E 
-10/20; ф= 1 
Deci: 
лз 
2=10:ү2е * 
Ín mod analog: 
оти 
АС = ВС — ВА = 


LT. Lel 142 V 
oC 


0C = U = [04% + ac: 


—|[14221-1,423— 2V; Ф m" 


& 


Deci: 


ъ= V2-2 sin (at — =) 


Problema nr. 1.16. În circuitul din figura 1.16 sînt cunoscute valorile efective 
a trei tensiuni. Se cere să se construiască calitativ diagrama în complex a 
tensiunilor și curenților, să se determine valoarea efectivă a tensiunii ne- 
cunoscute (a patra) și să se găsească defazajul curentului 7 față de U pentru 
următoarele cazuri: 


1) Uj—10V; U,—20 V; U,;—10V; U=? 
2)U,2 ?; — U,-—110 V; Ug 150 V; Uc 50V 


3 U,—10V; U,—10V; U=? U-sSySv 

4) U,—10V; О, = ?; Ue = 10:3; U = 20 V 

În cazurile 3 si 4 sînt două soluţii. Căror relații dintre X, şi X; corespund ele? 
Solufie : 


7. Din diagrama polară (fig. 1.16) construită pentru cazul 1 rezultă: 
U? = Uk + (U, — Uo) 
U = |10° + (20 — 10): = 10 V2 


tgo ТЕ Ре =; #= 1 ; deci: U= 10 zel 


2. Ur = JU? — (0, — 0,)° = V50 — 40° = 30 V 


tgo = 20 =}; = 2310 
Deci: 
Up == 30 е!53'10°=:10° 
3. ЯВ = AD = VOB: — Олз = V(sy5j: — 10: = 5 
a) Uc = СВ = AC — AB = 10— 5 = 5 V 
Ф = асі an 2 arctg } = = 26°35' 


Aceasta corespunde situației cînd X, > X, si curentul Z este defazat în 
urma tensiunii cu unghiul Ф. 


5) Uc = CD = AC -+ AD = 10 + 5 = 15V 
9 — arctg 2 arctg} = 2635 
04 2 


Aceasta corespunde cazului cînd X, < Хе, curentul fiind defazat înaintea 
tensiunii cu unghiul o. 


4. AD = АВ = VOB: — 043 = 203 10° = 10 V3 
a) U, = CB + ВА = 10: 3 + 10 /3 = 20 3 V 


Фф = arctg АВ = arctg — =з = 60° 
бА 


Aceasta corespunde cazului cînd X, > Xe. 


b) U, = CD — AD = 10/3 — 10 /3— 0 
19-22-35; ș=60 
ОА 


Aceasta corespunde cazului cînd X, < Xe 


Problema nr. 1.17. La variaţii ale parametrilor receptorului R,, X,, nu se 

ate determina semnul unghiului 9, numai cu aparatele din figura 1.17, a 
ampermetru, voltmetru si wattmetru). 

n acest scop se recurge la o măsurătoare suplimentară cu o bobină co- 
nectată în serie. 

Aparatele conectate în circuit indică: 

7. Întreruptorul & închis: U = 100 V; I = 10 А; P = 300 W. 

2. Întreruptorul k deschis: U = 100 V; I = 12,5 A; Р = 625 W. 


Să se calculeze R,, X, Z,, ale receptorului, R}, X,, Za, ale bobinei introduse 
şi să se construiască diagrama vectorială pentru cazul al doilea, determi- 
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піпа cu ajutorul ei tensiunile U, si 
U, la bornele receptorului si ale 
bobinei introduse. 
Solufie : 
7. Întreruptorul K închis: 
Impedanta complexă a circuitu- 
lui are modulul: 


Fig. 1.17, a 


și argumentul: 
9 = arccos 2 = агс соѕ (0,3) = 72°30' 
Deci: 
2, = 10 e*177302:10 — 3 + 9,55 
2. Întreruptorul K deschis: 


9 = arccos 2. = arc cos (0,5) = 60°20' 


Z= 8 eion: — 4 + ]'6,96 
Impedanta complexă echivalentă este: 
2=2+2, 
de unde: 
1— 32,59 


=Z- 2044686 (+ 195)—] asl 


Se stie cá receptorul Z, este inductiv, deci: 
Z,—1- j1651, 
ceea ce conduce la concluzia că receptorul Z, este capacitiv: 
2,253—9,5 = 10 e- isi 
Schema circuitului devine cea din figu- 
ra 1.17, b. 


Tensiunile U, si U, se pot determina 
din diagrama polará astfel: 


U,— X,I —2065V; Ug — RE = 12,5 V 
Uc = XQ —119,5V; Ug В = 37,5V 
U, = VU + 0 = 125 V 

Fig. 1.17, b U, = VU&. + ОЁ = 206,5 V 


48 


Verificare : 
U = Um Va)? + (0, — Ug)? = 100 V 
ү=90— p = 330; ф = 90 — e, = 17930 
ё=ү+ф= 21 
U = VU} + Uz — 2U,U, cos 8 
= |1252 + 206,5? — 2-125- 206,5 cos 21° 
U=100 V 


Problema nr. 1.18. Pentru determinarea tensiu- 
nii U,, dintre două noduri alc unui circuit cu pa- 
rametri concentrați, care e defazată cu un unghi. 
oarecare față de tensiunea U aplicată întregului cir- 
cuit, se foloseşte montajul din figura 1.18, a. 

Să se calculeze rezistența R, astfel ca tensiu- 
nea U,, să fie defazată cu un unghi ф, = 30° înain- 
tea тараа U. Sint cunoscute R, — 5 Q și X, = 
= 15 0, 


Soluţie : 
Presupunind că se cunoaște curentul Z, se poate 
construi diagrama din figura 1.18, b. 


93 = arctg Же, arctg 15 S 7145 
Ra 5 


Dar: Фф = 9 + ф, și rezultă: 
9 = pa — 9, = 71745! — 30° = 41°45' 
Din triunghiul OAB ix 


Ux, 
t = = 
er m POR REA 


— шө _ 15-5084 уур ү, 


= 1&41°45' = 0,894 


Problema nr. 1.19. În serie cu două lămpi cu arc, calculate la tensiunea U = 
29 V si P — 290 W fiecare, a fost introdusă pentru limitarea tensiunii o 
bobină. Ce parametri L, R trebuie să aibă bobina, dacă tensiunea de ali- 
mentare a circuitului este 110 V, f — 50 Hz, iar factorul de putere pentru 
întreaga instalație nu trebuie să fie mai mic de 0,8. 


Să se construiască diagrama polară a tensiunilor. 


Să se calculeze randamentul instalaţiei si să se compare cu randamentul 
în cazul în care bobina este înlocuită cu un reostat cu sîrmă. 


Soluţit : 


Lămpile se consideră pur rezistive, asa încît curentul care străbate circu- 
itul are valoarea efectivă: 


Impedanfa complexă a circuitului este: 
Z=2R, + R+ jol, de modul: Z= т = (UR, + R ctre 
Rezultă ecuația: 


68+ R + 10024213 = (5| = 121 


Se construieşte diagrama vectorială a tensiunilor. Din triunghiul oarecare 
ОАВ rezultă (v. fig. 1.19, d): 


U, = VU? + (Ui + Ura)? — 20(С + бш) cos e 


Pentru cazul limită cos ф = 0,8: 


U, = 110€ + (2-29? — 2- 110- 2:29:08 = 72,5 V 


Fig. 1.19, a, b 
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Din triunghiul dreptunghic ABC se deduce: 
ъ= Ui 4- Ut 
Uz = IR? + oL?) 
Rezultă ecuația: 


R? + 1002 72L? = Gj- 52,6 


Rezolvînd sistemul: 
| R? + 1002#1# = 52,6 
(5,8 + R)? + 100? z2L? = 121 
se obține: 
R—30; L—21 mH 
Randamentul instalatiei este: 


m Pe e — P — — 0,66; 
P, —2-2904-3-10? 880 
1 = 66% 
Înlocuind bobina cu un reostat cu sîrmă, Fig. 1.19, c 


acesta fiind pur rezistiv, schema devine: 
Uy = U — 2U, = 110 — 2:29= 52V 


P, = 2P, + R'I? = 580 + 520 = 1 100 W 
Randamentul instalaţiei în acest caz este: 


T EE. 15270) 
тр 60907: э'=527% 


Se preferă deci prima soluţie. 


Problema nr. 1.20. Circuitul din figura 1.20, a poate fi 
utilizat ca indicator de variaţii ale frecvenței. Cu- 
rentul de alimentare este stabilizat, valoarea lui 
efectivă mentinindu-se constantă 7 = 0,1 A. 

Frecvența nominală este fọ = 500 Hz. 

Parametrii schemei sint: С = 0,15 uF; R, =R, = 
= 2120 Q. 

La frecvenţa nominală relația dintre parametrii L, 
C, о este: WLC = 1. 

Sá se construiascá diagrama pentru fiecare din frec- 
ventele f= fo; f= 1,1%; f = 0,9 fo si graficul va- 
riatiei tensiunii U,, în funcție de variaţia frecvenţei în 
limitele + 10%. Fig. 1.20, 
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Solujie : 
a) f= fa = 500 Hz 
Reactanfa capacitivă: 


1 1 
Ux CT ГЕТЕ 


Din relația оС = 1 rezultă: 
X,-oL- 1.21200 
oc 


=2120 9 


Impedanța echivalentă a circuitului față de bornele c, d este: 


1 
—j— | (R, + јә) 
22, (8 ia dr „+ jeL) 


2+2 


21200 


£a 
R-jġtR+ jol 


Ua = Za * I = 2120+0,1 = 212V 
Valorile complexe ale curenților din cele două laturi ale circuitului sint: 


L=% = 0,05 + j 0,05 = 0,07 e * 
Z, 
0, -1% 
Ia = = 005 — 005 =0,07e 


(Verificare: I, + Za + I) 
Valorile complexe ale tensiunilor la bornele condensatorului și bobinei 
sînt: 


1 " LA К n 
Pagin = i 2120 +i)= 10655] 105 


Ш, = ја = 121205 (1 — j) = 106 + j 106 


Ua = — Uc + U = — 106 +j 106 + 106 + j 106 = j 212 V 
3) f= 1,1 fo = 550 Hz. c) f — 0,9 f, = 450 Hz. 


Urmărind un raționament analog celui de la punctul a) se obțin următoarele 
valori: 


Usa = 193,5 V 

I, = 0,0674 e i 42730 =:180' 
I, = 0,0674 e- i 4230 m:180 
0, = 88 —j96,5 

U, = 88 +j 96,5 

Uau = —U,--U,—j195 
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Л 500 800 F 19. 
Fig. 1.20, d,c,d,e 


0,4 = 236,5V 
I, = 0,0747 е i$ апы 

1, = 0,0747 e7148 si 

U, = 131 — j 117,6 

U, = 131 +j 117,6 

Ua = — U, + U, = 12352 


Diagramele vectoriale : 
Graficul variaţiei tensiunii U,, in funcție de frecvență rezultă din ta- 
belul 1.20: 


Tabelul 1.20 
f | Ja = 500 Hz | 11 fa = 550 Hz | 0,9% = 450 Hz 
Uo, | 212 | 193 | 2352 


x^ Problema nr. 1.21. În circuitul din figura 1.21, a sînt cunoscute valorile 
efective ale celor trei curenți. Se cere să se construiască calitativ diagrama în 
complex a curenților și tensiunilor, să se determine valoarea efectivă a curentu- 
lui necunoscut (al 4-lea) și să se găsească defazajul dintre U si Z în urmátoa- 
rele cazuri: 


)1,—3A 1,—5A L-1A 1-3 
2)15,—? 1,—-04A  1—12A  I—1A 


3) I, = 3A „=1А L=? 1=2А 


4) Is RA pa d aia I 5^ 


În cazurile 3 și 4 sînt posibile două soluții. Cáror relații dintre.X, si Хо cores- 
pund ele? 


Fig. 121, a, b 


Solufie : 
7. Din diagrama polară (fig. 1.21, b) construită pentru cazul 1) rezultă: 


P= Ii + (I — Io) 


1= үз + (5 – 1): = 5А; Ф = arctg a le — arctg + 53°10' 


Deci: 
I = 5 e7) 510 5:10 


2. Din diagrama polară (fig. 1.21, c) rezultă: 
In = ү — (I; — Ij? = Vi* — (12 0,4) = 0,6 A 


9 = arctg € — 2% — arctg 2 = 53910 
Ig 3 
In = 0,беї 
I= Ге! %10 по. 
3. Din diagrama polară (fig. 1.21, d) rezultă: 
AC = 4D = loci = 033 = ya 3-1 
а) BC = AB — AC = 1 —1 = 0; 1„=0 


Ф arcig 26 arctg Yi = 30°; [= 2 ei wmo 


Corespunde cazului cînd Ic < 7; = > eL — circuit inductiv 
E 
ВС < B, 
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Fig. 121, c, d, e 
Pn 1 Т8: "л 
Corespunde cazului cînd: Ic > 7,; 4 < oL — circuit capacitiv 
PT 


Be B, 
4) Din diagrama polará (fig. 1.21, e) rezultá: 


Р 
а) ВС АВ 4€ 22—1-1; 1-1 А; Late E 


Ф arctg 16 arctg [3 = 60°; ` I 2 6160" mio" 
04 ys 


4 
Corespunde cazului cînd: Io < Iz; E —eL;B, > B, — circuit capacitiv. 


5) BD =48+4D =24+1=3; I,23A; Il,-3e T 


aD e z 2 
tg 42 arctg [3 = 60°; I= 
9 = arctg arctg ү! Ys 


е- }60°т:180° 


Corespunde cazului cînd: Т< 1,; E oL; B, > Во — circuit inductiv, 
ec 


“Problema nr. 1.22. În circuitul din figura 1.22, a, după conectarea bateriei 
5 condensatoare, aparatele indică: Г = 115 A, U = 6,4 КУ, Р = 665 kW, 
iar după deconectare: I = 166 A, U = 62 kV, Р = 623 kW. 

Se cere să se calculeze: 

1. Rezistenţa si reactaa$a impedantei de sarcină presupusă a fi alcătuită 
prin înserierea lui R cu X. 

2. Rezistenţa si reactanta aceleiași impedanțe, dar formată din R în para- 
lel cu X. 
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Fig. 122, a, b 


3. Capacitatea bateriei de condensatoare (f = 50 Hz). 
4. Expresia valorilor instantanee ale curentului și tensiunii. 
Solufie: 
a. Întreruptorul K deschis, iar cele două elemente înseriate (fig. 1.22, b). 
Impedânța complexă este: 
д=®=Е+1Х = eb = 37,4 eti 55 sam 


Rezistenţa și геасіапќа sînt: 
Rs = Z cos ọ = 22,69 
X = Zsin 9p= 2989 
b. Întreruptorul K deschis, iar cele două elemente în paralel (fig. 1.22, c): 
R, =2 640 
P 
Admitanta circuitului este: 
ү = (1) ЫЕ i 
(x]* | 


(х) 
far) +) lea 


Rezultă: X, = 47,19 
Se verifică relația este: Z, = E 
c. Întreruptorul K închis (fig. 1.22, 4): 


- rm 240" 
9 = arccos гт + 25°40 


U = Ue? = 6 400 еі, considerînd U origine de fază; 
І = 115 eF 22540=:180" — 104 F j 49. 


Fig. 122, c, d, e, 


Curentul care străbate Ampedanfa Z, este: 


v 6400 IDA . 
L= De aaa = 171 eT stems 103,577 j 136 


Rezultá curentul prin condensator: 


I; -I-1,2052j87-8e*! 


1с este defazat înaintea tensiunii už, deci: 


Ы) т 


l]858* 
Rezultá: * 
? І, = 071 e= 1555s $i I = li5e-i25m:180 


(diagrama polará din figura 1.22, e). 
Valorile instantanee ale tensiunii și curentului sînt: 


u = |/2- 6 400-sin 3147 
i = VI - 115-sin (314 £ — 25°10'т:1зо°у 


Valoarea. capacității condensatorului C rezultă din relația: 


б: ра 


fazată E: Jungime t= 30 km. Secţiinea datei cele de cupru este 5 = 
=50 hmi, conductivitatea = 57: n distanța dintre conductori, D = 
= 150 cm. 
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Fig. k23 


Să se determine tensiunea U,, puterea P,si cos o la centrală, dacă puterea 
la stație este Р, = 4 200 kW, tensiunea U, = 35 КҮ si cos o, = 0,96 (9, > 0) 

Se va rezolva analitic și grafic cu ajutorul diagramei polare. 
Soluţie : 

Rezistența și reactanía liniei: 

Е,=2р1=210 
E 
Inductivitatea liniei bifilare: 


L2 P[H] = 71-107 [H] 


"2s = 0,399 cm 


X, = Lo = L,:2nf = 4,169 
Puterile activă și reactivă la centrală sînt: 
Pa = PAP, 
Qo = 0 + AQ, 
АР, = RR; AQ, = XR 
Curentul prin linie este: 


unde 


P, 
0, cosea 


= 125А 


și deci: 


AP, = R,I? = 325kW; AQ, = X,I? = 74,3 KVAR 
Qa = О, sin фу = 1300 KVAR 
Po = P, + AP, = 4525 KW; Qo = 0, + AQ; = 1 374,3 KVAR 


So = VPi F = 4 720 kVA 


Ta = ® = 37,8 kV 


Diagrama polară este prezentată în figura 1.23, b. 

Se alege ca origine de fază tensiunea U, = OA de la extremitatea utilizare 
și se trasează curentul Z în circuit defazat cu o, în urma tensiunii. Se constru- 
ieste apoi AB — R,I, căderea ohmică de tensiune în rezistența liniei (în 
fază cu I) și BC = Х,І, căderea de tensiune inductivă în reactanta liniei (defa- 
zată cu P înainte față de 7). 

Rezultă vectorul AC = AU, — căderea de tensiune totală în linie. 

Vectorul OC = ОА + AC sau U, = О, + AU, reprezintă tensiunea la 
extremitatea alimentare (producere) a liniei defazată cu 9, față de Z. 

Din diagramă rezultă: 


U, cos ф = ОА + AD = О, + RI cos ga + X;I sin ga = 
= 35000 + 21-125 + 0,96 + 4,76 - 125 - 0,296 = 37 696 V 
U, sin y = CD' — DD' = X,I cos ga — RI sing, = 
= 4,16: 125 -0,96 — 21.125 - 0,296 = — 207 V 
U, = V(U, cos 9 + (U, sin ф}# = 37,8 V 


207 
= — = — 0,0055; ф = 020 
8$ 37 696 ea, 
Фо = Ф + ф = 17915 — 0°20' = 16°55' 
соз Фо = 0,956 


Problema nr. 1.24. Energia electrică este transmisă de la un generator printr-o 
linie de transmisie către un consumator, sub tensiunea U, = 220 V si cos 9; = 
= 0,8. Curentul în circuit este Z = 25 A, rezistența liniei R, = 1 Q, iar 
reactanfa ei X, = 2,5 Q. 

Să se determine grafic si analitic tensiunea la bornele generatorului U;, 
соз o,, Po pentru cazurile cînd з > 0 şi Ф < 0. Să se calculeze randamentul 
liniei de transmisie. 


Soluţie : 
a) Ф > 0, circuit inductiv. 
Puterile P, Q la consumator: 
Р, = И, cos ф = 4 400 W 
0, = UsI sin q, = 3 300 VAR 


Pierderile de putere activă și reactivă în linie: 
X,I?— 1560 VAR 


АР, = RI? = 625W; 0, 
Rezultă puterile activă și reactivă la generator: 
Po = Р, + АР, = 5 025 №; 0, = 0, + AQ, = 4860 VAR 


So = |Р + Qi = 7 000 VA 


Rezultă tensiunea la bornele generatorului: 
U,= = = 280 V 


cos 99 = zx — 0/18 
A 


Randamentul liniei: 
n= 5 = 0,875 = 87,5% 
Р, 


U,si cos фе se pot calcula si cu ajutorul diagramei polare (fig. 1.24, b): 
U,cos 9 = О, + R,I cos pat X,I sin pa = 277,5 V 
U,sin ф = X,I cos pe — R,I sing, = 35 V 
U, = V(U, cos 9)? + (U, sin jj = 280 V; y= arcte 7. = 710! 


COS Фо = 0,719 


Фо = Pa +Y = 4410'; 
Pa = О, cos у = 280 · 250 - 0,719 = 5030 W 


b) ea < 0, circuit capacitiv. 
Р„= Р, + АР, = 5025 №; Qo = 0, + AQ, = —1740 VAR 


S, = VPE F Qi = 5 310 VA 


5 — 2125V; cos o, = Ze = 0,945 
. 


U- yi 
Din diagrama polará (fig. 1.24, c) rezultá: 
U,cos o = 0, + R,I cos o — X,I sin фз = 202,5 V 
U,sin ф = R,I sin 9, + X,Icos 9, = 65 V 


U, = V(U cosi? + (Uo sing —213V; ф arctg > 17950" 


Po = 9 — pa = — 1910" 
Po = О, cos фо = 5 030 W 


Problema пг. 1.25. Să se determine impedanta Z şi factorul de putere cos ф 
al circuitului din figura 1.25, dacă R, = R, = 25 О; X, = 33,30; X,— 


= —33,30. Să se calculeze curenții Г, 1,, I, Iņ, Ic, tensiunea aplicată la 
borne avînd valoarea U = 200 V. 


Să se efectueze bilanțul puterilor și să se construiască diagrama polară. 

Solufie : 

Impedanta echivalentă complexă a 
circuitului este: 


Fig. 125, a 


U E: Mus А 
І = =48 = [i 5gismu$t = 4 4 ј3 
AUR RAIG că 
Ri — 3,15 e7 mw — 2,25 — j3 
itj 
K Unc ÎXa a 5е-)з1*°т:1%0° = 4 j3 
k Ra T R + іХ, 


PARA AR p Nes 
CUPS ORT 


= 3,75ei5*n:19* — 2,25 + j3 
Bilanțul puterilor: 
] 
S—U-I'—200-625 = 1250 VA 
Р = RB +R, = 1250 W 


Q= x R+ ăn =0 


Diagrama polară este dată în figu- 
ra 1.25, b. 


Fig. 125, b 
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Problema nr. 1.26. Două receptoare mo- 
nofazate conectate în paralel sînt stră- 
bătute de curenții 1, si 1 de valori efec- 
tive I, şi I, — 21, și defazaje faţă de 
tensiunea la borne: 

cos 9, = 0,8 (e > 0); 
COS Ф, = 0,4 (o, > 0) 


Fig. 126, a 


Să se calculeze factorul de putere cos o al întregului circuit și semnul unghiu- 
lui Ф. 

Cum se schimbă „cos 9" si semnul lui Ф, dacă restul condițiilor, ráminind 
neschimbate, Ф; > 0, iar Ф, < 0? 


Soluţie : 
<4 
1 = 2 
а) > 0; $70 
La cos Ф; și cos Ф, date, corespund: 
Ф = 37° 
Ф = 66°30" 


Din diagrama vectorială (fig. 1.26, Б) rezultă: 
23 0,6 + 1,-0918 
2 


рф diee RIMIS Вор 
In COS 9, + a cos Фа la EA Буру E 
2 
9 = 5640'; cos ọ = 0,55 
5)9 20; Ф <0 
cos ф; = 0,8; COS 9, = 0,4 
sin Фу = 0,6; sin 9, = — 0,918 


Fig. 126, b, c 
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-— -0,6 — I; + 0,918 
tg e 4——————- — 0,772 
+ 108+ 1, 04 


9 = — 37°40'; cos e = 0,794 


< Problema nr. 1.27. Din două re- 
Xeptoare conectate în paralel primul o 
are rezistența R, = 8 О, reactanta 
X,—100 si valoarea efectivă a Fig. 127, a 
curentului 1, = 15 A, iar al doilea 
are cos 9, = 0, Jg (9, > 0) si puterea activă P, = 500 W (fig. 1.27, a). 

4. Sá se calculeze curentul 7, in portiunea neramificatá a circuitului, 
puterea activă P,, reactivă Q și соз Фе al întregului circuit. 
. b. Să se calculeze valoarea capacității condensatorului С(/ = 50 Hz) 
care conectat în paralel pe circuit permite îmbunătățirea factorului de putere 
la cos фо = 1 și valoarea efectivă a curentului I, care-l străbate. 

c. Sá se construiască diagrama polară. 


Solujie : 


a. Concomitent cu calculul analitic se construiește diagrama polară și 
problema se rezolvă grafo-analitic: 


Um = Rl, = 120 V 
Um = XVI, = 150 V 
= VU tUi = 1924 V 


= 51°20' 


Ф = arctg 


R, 


Ф» = arccos (0,7) = 45°30' 
Defazajul dintre Z, și 1, este: 
3 = 9, — 9, = 51°20' — 45°30' = 5°50' 
Curentul total va fi: 


Io = [Т + 42H, cos 3, 
unde: 


fas i 37ГА 
U cos Ф 


Fig. 127, b 
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Rezultă: 
Ia = V15 F 3,712 4 2-15- 3,71-cos 5%50' = 18,7А 
P, = К + Р, = 2 300% 


COS Фо = Tz = 0,64 
o 


Qo = U - Ia sin ф = 3600 VAR 


b. Problema îmbunătățirii factorului de putere sau a compensării puterii 
reactive presupune micșorarea puterii reactive absorbite de receptor de la 
rețea, în scopul micșorării pierderilor pe linia de transport și producerea aces- 
teja chiar la locul de utilizare cu ajutorul bateriilor de condensatoare sau al 
compensatoarelor sincrone. 


La cos фо = 0,64 corespunde Q, = P tg фо = 2770 VAR , 
La cos фо = 1 corespunde Q5 = Р tg 9 = 0 
Qo — Q = P (tg фо — tg po) = Co U? 


În acest caz, circuitul nu absoarbe deloc puterea reactivă pe la borne, întreaga 
putere reactivă necesară fiind debitată de condensatorul C. 


Q,— 1 = 0Сь= 0 +1, 
Xe 
C =L = 924. 10-3 F = 240 uF 


І. = 2 = 14,35 А 


Problema пг. 1.28. Un receptor monofazat de curent alternativ trebuie să 
fie alimentat sub o tensiune la borne avînd valoarea efectivă U,, si frecvenţa f. 
Receptorul absoarbe în aceste condiţii puterea P sub un factor de putere 
cos ọ, fiind alimentat printr-o linie de un generator de curent alternativ 
monofazat. 

- Se cere să se calculeze capacitatea C pe care trebuie să o aibă un conden- 
sator conectat în paralel cu receptorul, pentru ca pierderile Joule-Lenz din 
linia de alimentare să fie minime. 


A di c Оһ = 208 V; f= 50 Hz; 
cos e = 0,707; Р = 3000W. 


c Soluţia I : 
Ura [A 28 Pentru a avea pierderi minime 
T în linie, trebuie ca pentru o va- 
loare dată a tensiunii U,, deci a 
D tensiunii U ,5, curentul priri linie 
să fie minim, sau impedanța 
Fig. 1.28 liniei fiind constantă, trebuie ca 


impedanta echivalentă între bornele C si D, Zep, să fie maximă, sau admi- 
tanta Yop să fie minimă: 
1 
R+ijoL 
unde К este rezistența echivalentă a receptorului alimentat și L este induc- 


tivitatea echivalentă a lui. 
R și L se pot calcula în funcţie de datele problemei: 


Ұљ=іес+ 


Р = Usal, cos Ф 
yc 
Unn cos o 
U Uia cos Ufgcost e 
Z ME „тазу... Za cos 
a pi R=Zacose = 


; 
X = ul = Z sin e = sin q- coso 


— R-jeL ^ Н { oL 
Yo -jeC [vor mien (ес sl 
Yon este minimă cînd oC — 1 0, adică: 
Le 
CaAL 
R + МЛ 
Tinind cont de expresiile anterioare, condiția de mai sus devine: 
в 
— sin g cos 
ое Р „= 2g 


(zs ES Ф Ў ha (бе сов d Ula cos o 


adică puterea reactivă debitatá de condensator trebuie să fie egală cu puterea 
reactivă absorbită de receptor. 


Rezultă valoarea capacităţii condensatorului C: 
P 3000 0,707 
E aUis 169 — loo 0,707 

Soluția a doua: 


Fie g' defazajul dintre reprezentările în complex simplificat ale curentului 
de linie 7, si tensiunii la borne U,a: 


221-107 F = 221 pF 


І, cos 9! = In $i I; sing! = Ip 


sînt cele două componente ale curentului 7,. 
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Componenta activă este invariabilă în condițiile problemei, deoarece puterea 
activă a receptorului se poate pune și sub forma: 


P= U l соѕф' = сі 


Deci pentru ca I, să fie minim trebuie ca: 


I,;sing'—0 sau: Q= U,-I-:sing' = 0, 


în care 0 este puterea reactivă absorbită de consumatorul format prin legarea 
în paralel a receptorului dat si a condensatorului. 

onditia de mai sus revine la a spune că puterea reactivă cedată de con- 
densator trebuie să fie egală cu puterea reactivă absorbită de receptorul 


dat: 
Q= 
Din œC Urk = P tg e rezultă aceeași condiție. 


Problema nr, 1.29. Să se arate folosind o metodă analitică și una grafică 
legate de reprezentarea în complex simplificată a mărimilor care sînt funcțiuni 
armonice de timp, că puntea de curent alternativ 
din figură nu poate fi niciodată adusă la echi- 
libru. 

Soluția I: 

Fie {оне din figură, alimentată sub o ten- 

siune borne armonică, a cărei reprezentare 


în complex simplificată este U,. 
Notînd: 


1 " 
TD şi Za=R, 


condiția de echilibru a punţii se obține scriind: 


Vo= Vo sau Usc=Uuo Și Ове = Овь 


Zh Ll, = 21, 
зе dm UE LU rz 
Ze d^ Ze 4 77 
Condiţia de echilibru este: 
2-2 i 
sau, tinind cont de notații, 
Ai R, 
©су 
relaţie care nu poate fi satisfăcută. Р 
Soluția а doua: 


Se consideră puntea alimentată ca mai sus și curenții din laturile punţii 
indicaţi în figura 1.29, b, în ipoteza că puntea ar fi în echilibru. 


Fig. 129, b, e 


Se observă că curentul Г, trebuie să fie defazat înainte față de U, cu un 
unghi oarecare ф. În fază cu J, este tensiunea Uup, iar defazată cu E in 


urmă față de I, este tensiunea U,c 


Pentru ca puntea să fie în echilibru trebuie ca: 
U,5 = Usc 


ceea ce nu este posibil, deoarece cei doi fazori reprezentativi din diagrama 
polară sînt perpendiculari uriul pe altul (pot avea modulele egale, dar defa- 
zajele față de U, sînt diferite). 


Problema nr. 1.30. Circuitul din figura 1.30, a, constituit prin legarea în 
serie a unui receptor de impedantá complexă Z;, cu doi receptori de impe- 
dante Z, si 2; conectaţi în paralel, permite să se mențină constantă valoarea 
efectivă a curentului J, independent de impedanta Za. 

a. Să se determine natura impedantelor Z, si Z, si relația dintre ele, în 
aga fel încît curentul prin impedanta Z, să nu depindă de această impedanţă, 


Ра 


tensiunea aplicată circuitului fiind соп- 
stantă. 

b. Sá se determine din această relație 
capacitatea C a condensatorului si induc- 
tivitatea L a bobinei care formează impe- 
dantele Z, și Z, cunoscind: 


U=220 V; f=50 Hz; 1,—10A-ct. 


с. să se rezolve problema grafic, folosind 
diagrama polară si considerînd Z, = R. Fig. 1.30, a 
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Solufie : 


a. Se calculează 7, în funcție de U,, Z}, 2, si Z şi apoi se anulează coefi- 
cientul lui Z, din expresia lui 3: 


Condiţia ca 7, să nu depindă de Z, rezultă din anularea derivatei: 


"5-0; 2+2=0 


22, 
Аатійпа: 
Z=R +jX%}; 2= 8+}, 
Rı + Ra + EOG + X3) = 0, 

rezultă: 

Е, +R =0 

X, +X: =0 

Rezistența nu poate fi decît pozitivă, deci pentru ca: 

Е, + Ra =0, 
trebuie ca: 

R = R=0 
şi 


Х+Х,=0 9X, —Х; Los 


În concluzie: impedanfa Z, trebuie să fie pur 
inductivă, iar impedanfa Z,, pur capacitivă, sau 
invers. 


Sînt deci posibile două soluții reprezentate în 
figura 1.30, b, c. 


Fig. 1.30, b b. Tinind seama de condiţia enunțată rezultă: 
U 
„== 
зА 
Presupunind: 


в=-—=-}Х şi U-UeP 
joc 
U jo Ein. 
cud, pnis 
2, i Lo 
оге ? 


rezultă: 


= = 7401: 102H = 70mH 
el, 1007-10 


Din relația: c. == ‚ rezultă: 
oC 


C = — =—————_ = 0,0145: 102F = 1454 F 
eL (1007) -7,01 -102 


ud Se considerá una din cele douá scheme (fig. 1.30, c, in care s-a presupus 
R).diagrama-polará fiind cea din figura 1.30, с. Alegînd Up origine 
@ Чеш, КК i bornele. condensatorului este: 
Ki 


t iUe dele = — idea + D= 


LM y == in i cle 


dar: 
ў Uc = Ucr + Ось = 
unde? Fig. 1.30, c 
Ucr = Ре In este tensiunea la bornele condensatorului în ipoteza cá 


oC 
prin el/trece numai Ip (este defazată cu? în urmă față de In); 


Un = — i cl. este tensiunea la bornele condensatorului în ipoteza că 
prin el biet numai 7; (ste: 'defazată eur Z în urmă față de п). 


Aceste tensiuni au valorile efective: 


U 
Ucr = Xola = Хет 


Uc, Xo], = Xo - 


Fig. 130, d e, 


Dar: 


043 = АС? + 0c* 


2 Uh Ug? 


v: = VOB Y, Vei | xt + (v. x. 22) = 


Condiţia ca Ig fî(R) este: Xe = X,. 


Problema nr. 1.31. Pentru măsurarea inductivitátii L a unei bobine și a 
rezistenţei ei R se folosește schema din figura 1.31, a. Prin aplicarea unei 
tensiuni de valoare efectivă U = 125 V și f = 50 Hz, alegînd potrivit capaci- 
tatea C, se poate obține o aceeași indicație a ampermetrului /; = 1,8 A prin 
închiderea și deschiderea întreruptorului К. 

Apoi, prin închiderea întreruptorulu K și dublarea capacității C se mă- 
soară din nou curentul Г, = 1,3 A. 

Să se calculeze parametrii bobinei, L si 7. 


Soluţie : 
a. K deschis (fig. 1.31, c): 


1=1,= 18А = 1, 
dar curentul prin condensator are expresia 7, = — =jÙUwc. 
ЈАс 
Rezultă: 


C = 16 =E = 0,459104F 
oU 125 - 100 x 


K închis: 


Izd =18 Azi 
1=1.+1, 
I? == I+ I+ 21,:1,соѕ e 


unde: 


#=т+Ф 
Deci: 
Я oL 
dE rue ЫЙ Тоту. 


U 2 U aL 
LB ат) an PF 
Rezultă inductivitatea bobinei: 
жи MR 
3,6 · 100 x 
è. K închis (fig. 1.31, с): 
I—1,—134; C'—2C—0918:10*F 


=н 


Din relația: 


rezultă: 


Problema nr. 1.32. Pentru obținerea unui unghi de defazaj de © între cu- 
rentul J, în înfășurarea în paralel a unui contor de inducție si tensiunea re- 
felei U, se folosește schema din figura 1.32, a. 

Să se determine rezistența R, cu ajutorul căreia curentul J, rămîne în 
urmă cu? faţă de tensiunea U. 

Parametrii bobinelor sînt: Z = (100 + 
+1500); Z, = (400 + j 1000) 

Să se construiască diagrama polară a cu- 
rentilor si a tensiunilor. 


Soluţie : 
Considerînd origine de fază tensiunea U: 
U=U e? 
I,— Iei Fig. 1.32, a 
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Pentru ca 9, = 2x trebuie ca: tg Ф, = т. оо, 


Jaa 
adică: 
Isa = 0 
Dar curentul Г, este: 

R, R, U- R, " 
h-1———-— = = =I „+j 
pipa DURER ZW mE S 04 00 

Considerînd, 


Z= R + jX = 100 + j 500 
Za = Ra + j X, = 400 + j 1000, 


condiția: I} = 0, devine: АК + R2) = XX, — RR, 
de unde rezultă : 


Rum AR = 000 
х REA 


Diagrama polará (fig. 1.32, 2): 
Alegind I, drept origine de fază se trasează direcţia tensiunii U 45: 


9, = arctg м = 68°10', 
a 


apoi direcția lui U față de curentul I; e = arctg 2 = arctg 5 = 78°40'. 


Direcția lui Z este: 
L Sin ф, + I, sin 0 


8 = arctg 
1, cos a + І, cos 0 


Presupunind cunoscutá tensi- 
unea U (valoarea efectivă) și 


ştiind că este defazată cu S 
înainte față de I}, se descompu- 
пе în U, si U,, care la rîndul 
lor se descompun: 
U;(U& = RI şi Uz = XI) 
0.2087, și Xal) 
Us = Еу, 
Rezultă 1, I, I. 
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Problema nr. 1.33. Să se determine im- 
pedanta 2, a receptorului din figu- 
та 1.33, astfel încît ea să fie egală cu im- 
pedanta de intrare Z, a circuitului. 

Să se calculeze curenţii I, Ja, І, dacă 
valoarea efectivă a tensiunii aplicate cir- 
cuitului este U, = 1000 V, iar para- 
metrii rețelei sînt: 

ВЕ = 15509; X= 30009 


Solufie : 
Impedanta Z, a receptorului rezultă din condiția: 


j 2, 
2,=2,= Ry XE +2 
dci T7 


(R — ZR - ójX + Z) - XR -jXZ, —0 
=R |2 ХВ. 
Considerind Z, = 2,е!*: 
Zł ei: = 9,58 - 108 + ei 75307180”, 
rezultă: 
Ze = Za = 3 100 ej i m18 — 2 450 +j 1900; Ф, = 3745' 


Curenţii sint: 


Le A = 0,323 e - 3149190 — 0,256 — 10,198 
Ze 
= Med jV25 miS — 1 
ho рур" 003267 тне = 0,1525 +] 0,0038 


Problema nr. 1.34. Se dá circuitul din figura 1.34, a, alimentat de o tensiune 
alternativă sinusoidală: и = |/2- 100 sin(oż + 2) r 


Parametrii circuitului sînt: R = 109; L = 9 H; c — F, 
- т 

Să se calculeze: 

а. Impedanta echivalentă a rețelei, rezistența si 
reactanta echivalentă. dg R 

b. Admitanfa, susceptanfa si conductanfa echi- ET B 
valentá. c^ 

с. Valorile instantanee ale curenților i, în, і, și a U TL 
tensiunii 1,5. ^5 

d. Sá se efectueze bilantul puterilor. 

e. Să se rezolve utilizînd diagrama polară a cir- 
cuitului. Fig. 134, a 
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Soluţie : 
Reprezentarea în complex simplificat a tensiunii sinusoidale: 


u= VZ: 100 sin (o7 4-77) 


15m 


U = 100e'î = — 50-J2- (1 4 j) 


а. Impedanța complexă echivalentă: 


ко ВОХ) x. 5 рУ TET a 
L- ca uod 5. 2-е R +}Х 


Deci: 
R,—50 


X, — — 5 0; circuitul are caracter capacitiv. 
b. Admitanfa complexă echivalentă: 


1 1 1 14 : 
Ү,= 7 ео о jB, 


Deci: 
A A 4 
б,= 1.5; В,= – 1.5 
U E 
e Ie = = 10:ү2-:е 3 = —– ј.10 2. 
2, 


Folosind regula divizorului de curent, rezultă: 


R ges - 
4 . e | 
Lsi 10e 5-J2ü +j) 


—10e7)*— 5. ]20 —j) 


Valorile instantanee ale curenților și tensiunii w,, sînt: 
ie = VZ- 10 VZ sin (o: zi =) 
i= VZ 10sin (at + =) 
în = VZ- 10 sin СЕ =) 
4 
sua = Rig = J2:100 sin (a = 2) 
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d. Bilanțul puterilor. 
Puterea aparentă complexă absorbită de 
circuit pe la borne este: 


— = 
S—U-I1;—1000.[2.e * = 
— 1000 — j 1000 
P—R-:I$—1000W 


0=oL 1—2. 2 = — 100 VAR Fig. 1.34, b 
o 


e. Diagrama polară este cea din figura 1.34, b. 


Problema nr. 1.35. Receptorul din figura 1.35, a este caracterizat prin urmá- 
torii parametri: №, = 10; = 20; X, = Q; X, = V39. 

Valoarea efectivă a tensiunii aplicate la borne este U = 173 V, iar frecvența 
J= 50 Hz. 

Sá se calculeze valorile efective si instantanee ale curenților i, 7,, ї, și ale 
tensiunilor «' și и”, utilizînd diagrama polară. 

Să se efectueze bilanțul puterilor. 
Solufie : 

În construcția diagramei polare din figura 1.35, b se consideră origine de 
fază curentul /,. 

În fază cu J, se trasează Um = R,:1,— 1:1, şi defazat în urmă 
cu zi Uo —|Xc| 1, = 3: 1. 


Însumînd, se obține: U' = Um + О, 


Se trasează apoi 7, în urmă cu n față de U'. 
Suma vectorială a curenților 7, si I, este: 


I=L+h 


Fig. 1.35 
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Dar: 


Ut. Ut 2. d LUV 
Кш Ус к> ушаг Pa 
Rezultă : 
1= VERZI coste + 9®) = 7 
ue ш" = Xe _ 60° 
1 n4 , unde: pirate, себу 
Rezultă: 
U'—U" 
Curentul Z este în fază cu U”, iar tensiunea totală: 
U=u'+u' 
Tensiunile U’ si U” fiind egale, patrulaterul ODEF este un romb si rezultă: 
U = 20' соз, unde: 
- DA e дэке e 1) = 60° 
ф= arccos 02 == arccos "i77 arccos () = 60 
Deci: 


U = 2U' cos 30° = U' V3 
zona ta 
U'=U ys 100 V 
Valorile efective ale curenților sînt: 


Rezultă valorile instantanee ale celor trei curenți: 
i-yz ELI 
i, = 2 - 50 sin (+ z) 
i = 12:50: V3sin (ar — 2) 
Circuitul are un caracter inductiv. 
Bilanţul puterilor. 
Puterea aparentă complexă, absorbită de circuit pe la bornele sale, este: 


к z 
S =U- I = 173 e10- 50- e5 = 8 650 - e5 = 7 500 + j 4325 
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Puterile consumate în elementele circuitului : 
P = R} + RI? = 1:50 + 2: 502 = 7 500 W 


— A p. (50: V3? — V3- 502 = 4325 VAR 
0= 012-28 уз 60 3 үз: 50 


Problema nr. 1.36. Receptorul din в |8 
figura 1.36, a este caracterizat de 
următorii parametri: 


1 1 2 
R =R=19; = 20 | 


елд: | 
eL, = eL, = |30; U = 100 V 


a. Să se calculeze valorile instanta- s 
EERENS Fig. 1.36, a 
nee ale curenților î,, fa, їз. 


b. Să se calculeze valorile instantanee ale tensiunilor tes иь, $i ale ten- 
siunilor la bornele fiecărui element. 


с. Să se verifice bilanțul puterilor. 
d. Să se construiască diagrama polară. 


Solutie: t 
Impedanfa complexă echivalentă a circuitului este: 


în care: 


Curenţii (reprezentările în complex simplificat) considerînd U origine de 
fază sînt: 


U E LA = 
L=7=25 3e € = 37,5 — j - 12,5 < V3 
Z 
2, -i$ i 
ГА ат 25V3e '*——j25y3 
1 = 1, 8 = 25:ү5:е!% = 37,5 + }102,5 3 
2,+ 2, 
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Tensiunile (reprezentările în complex simplificat) sînt: 


Us = ZI, 50 V3- e15 = 75+ j:25y3 


x 


Use = Zal, = 50:63 = 25 —j -25/3 
Se verifică uşor relația: U = 0, + Upe 


cm > 


Um — RJ, —1:25-]/3e € = 37,5—j- 12,5: V3 


Оа = jeL,I, 5153 = 37,5 + -31,5-/3 


E 
5376 


Una = Rl = 1(— j 25:3) = 25: V3-e ‘2 = — j:25: V3 
Шы = јәї.,1, = 75 
Ug, = Ada = — 50 = 50е" 
Je! 


Se verifică ușor relația: Up. = Una + Ura + Uc 
Valorile instantanee ale curenților și tensiunilor: 


в = 225-3 sin (ot — т); u = [2-100 sin ot 


a J2-25-J5 sin (ot =); tia = VI: 50. |3. зп [ог +2) 
i = VĒ 25:V3sin [ot +); иы =: 50 sin (ur — 7) 
y 


ug; == |2: 25: V3- sin (в'— =) 
бы = JE 15: sin: (a£ 2) 


tpe = V2: 25: V3 sin (o: — =) 


Моз = 12: 50 sin (o£ + т) 


[52 EA шз = |Z: 75 sin ot 
3 Bilanţul puterilor : 
Fig. 1.36, d 


jt 


S=U: I} = 100е%.25.}[3-е i% = 3750 + j 1 250+V3 
P = К + КЫ = 1 (25+ V3)? + 1(25- V3)? = 3750 W 
Q= alai + ова а= 1 250-V3VAR 
Diagrama polară este dată în figura 1.36, b. 
78 


Problema nr. 137. І в, Х, B 

În circuitul din figura 1.37 sînt cu- 
noscute: А 
Ку= 100; X,—10Q; R,—200; |у 
X,—200; X,— – 10 0; Х, = 150. 
Valorile efective ale tensiunii aplicate la » 
bornele circuitului si ale curentului sînt: 

U = 200 V, I=10A. 

Să se determine parametrii R, ṣi X, astfel încît factorul de putere al circu- 

itului să fie cos ọ = 1. 


Fig. 1.37 


Solufie : 
Impedanta echivalentă complexă a circuitului este: 
ala +) 
m — Ra EA, р а 


Z, 


2.+2,+ 
Zr 


(= 310) G 15) 


CESEN [5 sim rns 


" J1 | 10+j10 
Ra +i Xa + 20 + 120 + H9 019 
—j104 j15 
Z-R-TiX, 


Tintnd cont de condiţia cos ф = 1 — o = 0, trebuie ca: 


Se obfine sistemul: 


l0QRj- 2X} + S0R) | (o. 20 
(В, + 20 + (X, — 10 


10(—R— Xi + 50 Xy) 
(В, + 209 + (X, — 107 
RI + Xi--10 R, + 20 X,— 500 = 0 
30 X, + 40 Р, + 500 = 0 

Rezolvînd, se obține: 


+10=0 


R,—100 
3,——30ü 
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Problema nr. 1.38. La grila unui tub elec- 
tronic este necesar să se aplice o tensiu- 


ne U, defazată cu 7 faţă de tensiunea U 
aplicată circuitului, 

a. Să se determine în această situaţie 
capacitatea C, a condensatorului, restul 
parametrilor circuitului fiind cunoscuți: 

Ro = Е, = 3200 Q; 
Fig. 138, a C,— 1 uF; f = 50 Hz. 

b. Să se construiască diagrama polară a circuitului. 

с. Să se determine cu ce unghi se schimbă defazajul dintre U si Up, dacă 
frecvența se mărește cu 1 Hz. 


Soluţie : 
Tensiunea U, necesară tubului electronic poate fi scrisă sub forma: 


Uo = Uos t j Uor = бен 


Pentru ca 9, să fie 7 trebuie ca U,, — 0. 


Dar, 
Uo = Rol, Ry. , 
о 0-0 021 2, 2, 
în care: 
1 
а=) 1 
Za = Ra 
Z= Ro + i Xo 


înlocuind mai sus, se obține: 


NEGET) 


a авара REPOS NM 
un (n, - 5 
Еру 
Rezultă: 


X = EP. 32000 
o x 


1 
Co m = It ЕБВР 


Diagrama polară este dată în figu- 
ra 1.38, b. 

Se alege ca origine de fazá curen- 
tul Io. 

În diagramă s-a considerat U, = 
= Role 

În cazul cînd s-ar considera numai 
o parte din Rola, decalajul între О, 


şi U rămîne tot 5. 


[3 f= 51 Hz Fig. 1.38, b 
1 1 10-6 
PO жү” жы. сые 
1 WC, 2-51-10 102-7 


Capacitatea C, a condensatorului în noua situaţie se determină din relația: 


Bm. 1 C,=—Ž = 996uF 
Xo хр аса аА 

Problema пг. 1.39. Două bobine de inductivitáti L, și La și rezistențe R, 
și Ra sînt conectate în serie, tensiunea aplicată circuitului avind valoarea 
efectivă U = 220 V; f = 50 Hz. În situaţia cînd bobinele au înfășurările 
în același sens, valoarea efectivă a intensității curentului este Г, = 2,7 A, 
iar puterea activă este P, = 219 W. Cînd sînt înfășurate în sens contrar, 
І,=7 А. 

а. Să se calculeze inductivitatea | М | dintre bobine, inductivitatea Le 
а bobinei 2 și rezistența R, a ei, dacă L, = 0,1 Н; R, = 100. 

De asemenea să se calculeze inductivitatea echivalentă ZL, а cir- 
cuitului. 

b. Sá se construiascá diagrama polará pentru ambele cazuri de co- 
nexiune. 

с. Să se determine unghiurile de defaza] dintre U,, Us, 1. 


Solujie : 
а. Impedanţa echivalentă a circuitului in cele două situaţii este: 


Za = + = (R, + В) + j (oL, + oL, + 20M) 
1, 


Z,— E. — (R,-- Ву) + Ы, + oL, — 20M), 


artt 


| 


avînd modulele: 
Za =- = 81,5 = VR, + RJ! F (oL, + oL, + ZoM): 
Я 


а 


Za = E = 314 = (ЕЁ, + R) F (oL, + oL, — 2 oM) 


Rezistența echivalentă este: 


R = 2.300 
n 


R,—R—R-200 


P, 
Fig. 139, a cos 9, = "UE = 0,3665; Ф; = 69° 


cos 9, = FE = 0,956; ф = 17°30' 
Ul, 
Trebuie rezolvat sistemul: 


| (81,5)2 = 302 + (31,4 + 100 zL, + 200 zM)? 
(31,4)? = 302 + (31,4 + 100 zL, — 200 = M) 
| 31,4 + 100 zL + 200 z М = 75,7 
31,4 + 100 aL, — 200 z М = 9,17 
Rezolvind sistemul, se obtine: 
І, = 35mH; eL,— 11 О 
М = 53mH; oM = 16,65 Q 


Inductivitatea echivalentá este: 
0,188 H 
L-Lc-LiiM-T 
0,082 H 
b. Diagramele polare pentru cele douá cazuri sint prezentate in fi- 
gura 1.39, b, c. 
c. Unghiurile de defazaj sint: 


Yı = arctg shton = arctg (4,8) = 78°15'; 
Д 


ү» = arctg жесе = arctg (1,382) = 54°; 


Fig. 1.39, b, c 
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ү = arctg sa ai arctg (1,775) = 60%30'; 
7 


oM 


= arctg (— 0,282) 1545 


, eL, — 
үг = arctg E 

Problema nr. 1.40. Un variometru este 
constituit din două bobine de rezistență ne- 
glijabilă și inductivitàti L, = 5 mH, „= 
— 10 mH, iar valoarea maximá a inducti- 
vitátii mutuale, atunci cînd axele de sime- 
trie ale bobinelor coincid, este M = 5 mH. 

Să se determine între ce limite poate 
varia inductivitatea echivalentă а vario- 
metrului, știind că variația inductivitá(ii echivalente se obține prin roti- 
rea unei bobine în raport cu cealaltă și prin schimbarea conexiunii bobinelor 
din serie în paralel. 
Solufie : 

Inductivitatea mutuală are o variație cosinusoidalá : 


М = M maz COS o 
M = Mma = 5, cînd ọ = 0 
M = Mmana = — 5, cînd ф = п 


Presupunînd că bobinele sînt conectate în serie: 


a) L, = 25 mH 

L =0; 1, = 1. Le + 2M = 2:2] Ve 

а) = 0; L,— Lj L2 2M 5 54-10 + DL ea 
j)L,-— 5mH 


b, 
=r; L=L 2M = 10 2:52 
уфт; LoL-Li2M-5410T D od ai nie 


Bobinele sint conectate in paralel: 
Ll- Mè? _ 5:10-9* |а) І, = 5mH 
L, +L, 2M 5+10+2.5 | a)L,=1mH 
LL,— M 5:10- 9 ат 


Li+ L, F2M_ 5410-725 |5) 1, = 5 ан 


П. а)ф=0; L= 


b) ф= п; Le 


Rezultă: 
Le = Г, = 25 mH, în cazurile I) а; și bz 
Le = Lmin = 1 mH, în cazurile П) а, și b, 
Problema nr. 1.41. O antenă receptoare este cuplată inductiv cu un circuit 
de intrare rezonant de rezistență А = 80; C = 300 pF, inductivitatea 


mutuală fiind |M | = 30 uH. ; » А 
Să se determine tensiunea U, (valoarea efectivă) din reţeaua lămpii, dacă 


curentul în antenă are valoarea efectivă Г, = 0,16 uA, iar circuitul de in- 
trare este acordat la rezonanță. 
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Solujie : 
Se scrie teorema П a lui Kirch- 


L hoff în circuitul rezonant: 
x y RIL, + јә +joM: I, + 
wr fen 
1137 tuoi 
Rezultă: 
—joM - L 
L B = јәМ · I4 
Fig. 1.41 ЕРУ G PA zc] 


Tinind cont de condiția de rezonanță a circuitului, respectiv Law = 


1 ^ 
=— , se obține: 
ec 


LaqjhnedeU 2d 
Va = tac рск cale 
de valoare efectivă: 
U, = М.Т, = 80100. 0,16+ 107% —2-10? V 
CR 300 . 10-1 . 8 


Problema nr. 1.42. În apropierea circuitului oscilant 7 există circuitul in 
scurtcircuit 2. Rezistenfele bobinelor se consideră neglijabile, inductivitáfile 
L,—3mH, L,—2 mH; М -1mH, iar capacitatea  condensatoru- 
lui C = 0,1 yF. 

Să se calculeze pulsatia de rezonanţă wọ a circuitului. 


Solutie : 
Aplicind teorema II a lui Kirchhoff circuitului in scurtcircuit si circuitului 
AL,BA se obține: 


A I I L joLlı +joM l =U 
1} * * jeL,, + joMI, = 0 
Wc L ГА Rezolvînd sistemul prin substituție, 
& se obține: 
M 1 u şi I U 
8 D TERT. SAT CUBE 
Fig. 142 M EE a ECC 


Curentul total Т este: 
1=1+ Ia SiaCU +2 = jU 


Pentru ca Z să fie în fază cu U trebuie ca I, (componenta reactivă) să fie 
zero, dar deoarece: 


1 -—jl, condiția 7, = 0, devine 7 = 0 sau 
- 1 1 
aC= -————; 
e(a- VLCca- Hm) 


unde 


Numeric: 


ERE m Lam 


y = 6,33+ 104 5 


Н 10-* 
0,1-10- 3-10 " - —L—-—— 
4 3-10-3.2 .10-3 


x Problema nr. 1.43. Să se arate că două bobine cuplate mutual (fig 1.43, а) 
au o schemă echivalentă în T conform cu figura 1.43, b. 
Solufie : 

Cele două circuite sînt echivalente dacă la aceleași tensiuni 44 și 4 aplicate 
între bornele 7—7' si 2—2', curenții i, si 1, sînt identici, 

Pentru a verifica echivalența este suficient să arătăm că pentru cele două 
circuite se pot scrie aceleași sisteme de ecuații. 

Teorema Kirchhoff II aplicată ochiurilor 7 și 2 din circuitul din figura 1.43, a 
conduce la ecuațiile scrise în complex: 


(ri oL), +joM I, = 0; 
joMI,- (ra + jeL)l— 


U: 
tj-, "fe 5 i „4 -M 


х 
uj „ C2 o 42 i 
7 92! f'o— °2' 
26 - % é 
Fig. 1.43 
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Prin adăugarea si scăderea termenului j o M Т, la prima ecuaţie si a ter- 
menului j MI, la a doua ecuaţie, se obține: 


(„+ i e(2, — M)) Z, - jeM (L+ D) = U, 
jeM(I, + L) + (2 +jo (La — M) 5, —U; 
S-au obținut astfel ecuaţiile circuitului din figura 1.43, b scrise prin apli- 
carea teoremei Kirchhoff II ochiurilor 7 și 2. 
Cele două circuite, satisfăcînd aceleași sisteme de ecuații, sînt echivalente. 


Expresiile curenților Т, și Z,, deduse cu regula lui Cramer din primul sistem 
de ecuaţii, sînt: 


I U,(r, + joL,) — Us - joM. 
по a? (M — Lila) + j olL + Lyr) 
у 
U, joM — буг, + joL) 
пт + ФМ — LL) + jets + аг) 


Problema пг. 1.44. Circuitele și ecuaţiile corespunzătoare transformatorului 
perfect și transformatorului ideal sînt reprezentate în figurile 1.44, a și res- 
pectiv, 1. 44, b, ambele cu înfășurări perfect онор iar primul și cu 
coeficientul de cuplaj echiunitar. 

Să se deducă condiţia în care transformatorul perfect ар ideal. 


Solufie : 
Transformatorul perfect, avînd coeficientul de cuplaj unitar Ё = 


are raportul de transformare: 
ES Lh- Ll, -[2 
Uu LL-YLLA (|n 


Tinind cont de proportionalitatea dintre valoarea inductanfei unei bobine 
cu pătratul numărului ei de spire, raportul de transformare se scrie: 


Ш = 50, ju MIS 
А 
L, la-M2=0 


Prima ecuaţie a transformatorului ideal este deci satisfăcută și de cel per- 
lect. 
Ecuațiile transformatorului perfect se pot pune sub forma: 


5 1 1 
1, [225425 tho LU 


Г: 1 1 1 
1 t I. U,—-I U, 
= T^ jeL ESI "a jeL, ы 


Aceste două ecuații obținute sînt identice. Într-adevăr din a doua ecuaţie, 
se poate deduce prima: — 


1, = 11 


U, 
= пІ, + тА 


Pentru са ecuaţiile ЕЕЕ Т perfect deduse să fie identice cu a 
doua ecuație а transformatorului ideal, este necesar ca inductivitățile Г 
și La să aibă valori infinite: L, = L, = оо. 

Dacă într-un transformator, perfect L, și La tind deci către infinit în 
așa fel încît raportul lor să rămînă constant, atunci acesta devine ideal. 

Circuitul echivalent al transformatorului perfect (fig. 1.44, c) este derivat 
din ultima formă a ecuaţiilor sale. Verificarea se obține imediat prin apli- 
carea primei tqpreme a lui Kirchhoff nodului P. 

Un ei a e perfect de inductanfe L, si L, este echivalent cu un trans- 
formator ideal cu raport de transformare n = ES = 2 a „cu inductanfa L, 
în paralel cu înfășurarea primară (sau cu induetanla L, în paralel cu 
înfășurarea secundară). 


Problema nr. 1.45. Să se verifice echivalenfa circuitelor din figura 1.45, a 
și 1.45, b. Transformatorul este ideal și are raportul de transformare n. Să se 
expliciteze cazurile în care impegdanfa Z este pur inductivá sau pur capaci- 
буа. 

Soluie: - Ы 
Pentru circuitul din figura 1. 45, a se pot scrie ecuațiile: 


UA 


Pentru circuitul din figura 1.45, b, se scrie: 
U,— nU, 


L-ZU--»L sau D= nalt EU, 


DIES 


Deoarece, în cele două cazuri, ecuațiile scrise sînt aceleași, circuitele sînt 
echivalente. 

Concluzia este cá, o impedantá aflată în paralel în secundarul unui trans- 
formator ideal se reflectă în primar, în paralel, divizată cu pătratul rapor- 
tului de transformare м. 

O inductantá L din secundar se reflectă în primar divizată cu »?. О capaci- 
tate C din secundar se reflectă în primar înmulțită cu э. 

tin 

Problema nr. 1.46. Un generator 
de tensiune sinusoidală de rezis- 
tenfá internă 7 = 500 Q, de- 
bitează puterea într-o sarcină 
rezistivă R = 5 О prin interme- 
diul unui transformator ideal 
(fig. 1.46). Care trebuie să fie 
raportul de transformare pentru ca puterea în sarcină să fie maximă? 
Soluţie : 

Puterea în sarcină este maximă atunci cînd rezistența echivalentă față 
de bornele 7—7' ale porțiunii de circuit din dreapta bornelor este egală cu 
rezistența internă a generatorului (teorema transferului maxim de putere). 

Deoarece rezistența R din secundar se reflectă în primar са R/n?, pentru 
transfer maxim de putere este necesar ca: 


ГА 


Fig. 1.46 


EJ 


r 

n 

de unde: "=== 500 — 10 
т 5 


[i 


În cazul realizării transferului maxim de putere se mai spune cá există 
adaptare între generator și sarcină. Problema are utilitate practică în adap- 
tarea unui difuzor (sarcina R) la un amplificator audio de putere (generatorul 
de tensiune sinusoidală de rezistență internă 7). 


1.5. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE ÎN REGIM 
PERMANENT SINUSOIDAL 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 1.47. Un circuit format din patru receptoare conectate în serie 
cu impedantele: i 
Z=2+j5; Z-(-14i4 
Z-6—j5 Z= (4-12) 
are tensiunea aplicată la borne de valoare efectivă U = 100 V. 
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Să se calculeze: 

a. Curentul care străbate cir- 
cuitul și tensiunea la bornele fie- 
cărui receptor, folosind metoda 
reprezentării în complex simpli- 
ficat. 

b. Aceleași receptoare fiind co- 
nectate în paralel, să se calculeze 
curentul total si curentul-in fie- 
care receptor. 


Ráspuns : 
L= 12 — j 16=— 20 e-i5%r180 


Valorile instantanee ale tensi- 
unii și curentului sînt: 


u = 2 + 100 sin ox 

^ i = [2-20 sin (at — 53° x :180°) 
f Valorile instantanee ale tensiunilor la bornele fiecărui receptor sînt: 

ш = ү2,: 107,5 sin (o£ + 15° 7 : 1800) 

ug = 2 - 134 sin (ot — 79%40' x: 180) 

из = VZ- 82,6 sin (ut + 51° x :180°) 

и, = [7589,6 sin (at + 153°30' я : 180%) 

Curenţii prin fiecare admitânță sint: 
I; = UY, = 18,5 e7168 m18 6,95 — j 17,2 

UY, = 14,93 ei263019" — 13,4 + j 6,68 
UY, = 24,2 e~ ifti — — 5,86 — j 23,5 
—UY, = 22,3 ensi sat — —20 + j 9,95 
= UY = — 5,51 — j 24,07 = 24,7 e- 10180 


1, 
I 
L 
1 
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Problema nr. 1.48. Impedanța complexă a unui circuit este: 
5 а 
Z= 2 
т [s ) 
tensiunea aplicatá circuitului avind valoarea efectivá U — 100 V. 


I 


Fig. 1.48 


4. Sá se stabileascá schema echivalentá a circuitului pentru frecvenfa 
f= 100 Hz. 


b. Sá se calculeze curentul care strábate circuitul si sá se stabileascá ce 
impedan(á Z, ar trebui să aibă un receptor conectat în serie în circuitul dat 
pentru ca curentul să fie în fază cu tensiunea. 


Răspuns : 
a. R= Qe (Z) — 08 0 
X-—gmíZ)-14Q0 
= 223mH 


= 31 —j 53,6 = 62 e 15 


i- 62 VZ sin (200 ~: 3) 


Z-R-il4 
unde R, este o rezistență oarecare. 


Problema nr. 1.49. Într-un circuit format prin conectarea în serie a două 
bobine identice și a unui condensator au fost măsurate cu ajutorul unui amper- 
metru, voltmetru și wattmetru: 

128A;U-110V; P=530W. 

I R L R L " Sá se calculeze in complex im- 
nnnm рейапја uneia din bobine, impe- 
дапа condensatorului și puterea 
aparentă complexă,  conside- 
rînd reactanta capacitivă egală 
cu reactanfa inductivá a unei 

Fig. 1.49 bobine. 


Răspuns : 
Zu = 4125 +} 
1 
= 
S = 880 ei5%m180* 


£e 


Problema nr. 1.50. Trei re- 
ceptoare conectate în paralel 
(fig. 1.50, a) se caracterizează 
prin: 


G 20418; G, 502 S; 


G,— 0,15 
B,—0285; В,= 01 $; 
p= —02S Fig. 1.50, а 


Tensiunea aplicată circuitului are valoarea efectivă U = 100 У. 
Să se calculeze: curenţii Г, Т», Ia, L; 

impedanta echivalentă 2,(А,, Х,); 

admitanfa echivalentă У,(С,, В,); 

factorul de putere al circuitului; 

bilanțul puterilor. 


Să se construiască diagrama polară a curenților și a tensiunilor. 
Răspuns : 
Considerînd tensiunea U drept origine de fază, rezultă: 


I, = 224-e- 1930190" — 10 — j 20 
І, = 22,4:e- 12630180 — 20 — 110 
І, = 22,4: e- isa э. 10 + j 20 
Curentul total este: 
L = 40 — j 10 = 41,2 e- eni 
Admitanța echivalentă este: 
Y,— 0,4—0,1 = 0,412 e- itenim = 
—-G,—jB, 


Impedanta echivalentá a circuitului 
este: 


Roues ei 14° п:180° — 
т Y. 0,412 


= 2,43 ei W тів — 2 36 + j 0,59 
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Bilanţul puterilor : 
S= 0:1 = 4 120 ei!" — 4000 + j 1000= P+jQ 
Р = 6,0% = 4 000 W 
Q = B,-U*—1000 VAR 
Factorul de putere al circuitului este: 
DEDE = n = 0,07 


Problema nr. 1.51. Factorul de putere al unui receptor compus dintr-un 
rezistor și un condensator în serie este cos ф = 0,85. 
Care va fi factorul de putere la conectarea acelorași elemente în paralel? 


R 
mn 
г 
y ‹ 
8 
Fig. 1.51 
Răspuns : 
cos ф' = 0,53 
Problema nr. 1.52. O instalaţie de curent alternativ funcționează la ten 


siunea U = We cu un factor de putere cos 9 = 0,65, avînd o putere 
activă P = 750 kW. 

Să se calculeze capacitatea condensatoru- 

| lui C (la frecvența f= 50 Hz) necesar a fi 


I 


U conectat in paralel cu instalatia pentru a im- 
bunátáti factorul de putere la cos ọ = 0,9. 
Răspuns: 


Fig. 1.52 
* C = 122,8 uF 


Problema nr. 1.53. Se di circuitul din figura 1.53, a, in care se cunosc: 
R,280; R,—30; X,——60; X,—40; U=200V. 


Să se calculeze curenţii J}, I», 7, impedanta echivalentă a circuitului Z,, 
factorul de putere cos ọ si să se efectueze bilanțul puterilor. 
Să se rezolve problema analitic și grafic. . 


Răspuns: E 
Alegind tensiunea U drept origine de fază: 


U = U e? = 200 ei? 
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Fig. 153 


Rezultă: usu 
P L= 20 ei ri = 16. i12 


І, = 40e-is s = 24 — j 32 


Curentul total este: r 
I= 14-1, = 44,8 е 1263010 
Impedanţa echivalentă a circuitului este: 
U j'30'n.180* А А 
Ё De 448 еш а 44] m ЕХ, 
в, 
=| = 0,89 
cos 9 z 0,895 
Puterea aparentă absorbită pe la borne este: 
S= U: I' = 8000 +j4000 — PF jQ 


Puterile consumate în elementele tircuitului sînt: 
P = RI} 4-'Е,1 = 8000 W 
{| 0 = Ху > ХП = 4000 VAR 
Din diagrama construită (fig. 1.53, 2) rezultă de asemenea: 
J I- 4,48 е — j2630'n.180* 
Problema nr. 1.54. Două condensatoare și o bobină sînt conectate conform 


schemei, dig figura 1.54, a. Parametrii circuitului sînt: 
9; C, = 145 uF; €, = 133 pF. 


NR 
LL 1020; R 
Tangentele unghiurilor de pierderi; în condensator sînt: 
tg 3, = 227 - 1072; tg 3, = 6-107? 
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Tensiunea aplicată circuitului are va- 
loarea efectivă: 


U = 10Ү; f= 50 Hz. 


Să se calculeze curenţii Z, 1,, I», puteri- 
le active P,'si P, consumate În rezisten- 
tele condensatoarelor și puterea activă Р 
consumată în întreg circuitul. 

Să se construiască diagrama polară. 


Fig. 1.54 Răspuns: 
Alegînd U origine de fază, rezultă : 
1, = 4,85 eisrsU mio — 2,58 + j 4,1 
L= 47 + j 3,27 = 5,72 e1350 sas 
Ia = I, — I = — 2,12 + j0,83 = 2,28 e) 158407180 
Puterea totală absorbită de circuit este: 
Р = UI cos ф = 282 W, 


iar, 
P, = 11,62 W 
P, =7,15W 
Р» = 261 W 


Problema nr. 1.55. Douá generatoare care functioneazá in paralel alimen- 
tează un receptor de parametri: Ry = 3 Q; X, = 4 О (fig. 1.55, a). 
Valorile efective ale curenților sînt: 7, = 60A; 7, = 50 A; І, = 100 A. 
Curentul Г, este defazat în urmă față de To. 
Rezistenţa și reactanfa interioară ale generatoarelor sînt în mod corespun- 
zător egale cu: 
n=n=iQ 


х= 5—=2 0 


Să se determine tensiunile electro- 
motoare U si О, ale generatoarelor, 
defazajul © dintre ele, randamentul 
fiecărui generator 7; si 2 și al întregii 
instalaţii. 


Răspuns : 


Alegînd curentul J, ca origine de 
fază, rezultă din diagrama polară 
(fig, 1.55, b): 


Ua =U, + Uas = 491 + j 376 = 


Fig. 155,a = 618 eiom — U, eih 


Fig. 1.35, b 


U.a = Us + U,, = 540 + j 282,39 = 608 eJ? тю? — a е, 


Pu Rolê 


Б св п 0,88 


= 
2 E, cos B, 

ma = Ehe n — 0,63 
Es, cos B, 


Problema nr. 1.56. Receptorul din figura 1.56 este caracterizat prin urmá- 
torii parametri: 


U = 100 V; В, = 50 0; R, =25 0; X, 250; X; = 10 Q; 
Е,= 2,5 0; X, 50; Kj, 210; X, —20; В, = 10; Х,=2 0. 
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Să se calculeze curenţii în toate 
laturile circuitului și să se efectueze 
bilanțul puterilor. 


Răspuns : 
I = (3 + j) = [10 еј!820=100° 
1, = 1,415 €— 18107180 — 14.302 
1» = 2615 519 — 1,6 + j 1,2 


1, = 0 етно 1 —j3 
Za = 4,49 еі 230 wi — 2. 34 
I = Selis = 34 
1,= 5 
Bilanțul puterilor : 
S=U І = 100 (3 — j) 2300—j100 = P 4-jQ 
P = R, I} + RI + К + КЫ + Reli = 300W 
Q = X + Х + Xi + X + XT = — 100 VAR 


Problema nr. 1.57. Două bobine de rezistență neglijabilă, avînd inductivi- 
tátile L, = 0,2 H, L, = 0,5 H, M = 0,1 H, sînt conectate în paralel, tensiunea 
aplicată la borne avînd valoarea efectivă U = 220 V; f = 50 Hz. 

а. Să se calculeze inductivitatea echivalentă L, a circuitului, în cazurile cînd 
înfășurările bobinelor sînt în același sens și în sens contrar. 

b. Să se calculeze curenţii Г, I}, Г, pentru primul caz. 

c. Să se efectueze bilanțul puterilor. 


Răspuns : 


а) „= з= 02-05—01 _ [018Н 
* LcL,T2M 0240572001 |01Н 


d Observaţii: Deoarece M < VIL; din relația de mai sus 
rezultă că inductivitatea echivalentă L, este în ambele cazuri 
Fig. 1.57 pozitivă, altfel circuitul s-ar putea comporta ca un condensator. 


139; L-z--—j30M; Д f } 0,777 


Za 
Se verifică en ї=1,+1, 
c) Bilanţul puterilor: 


6 = 0 Г =220eh-:3,9e17= 857e17—j857=P+jQ 


1.6. PUNȚI DE CURENT ALTERNATIV 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 1.58. O punte electrică de măsură: de curent alternativ 
(fig. 1.58) are schema unui patrulater complet la care, în una din diagonale se 
găsește un instrument electric de măsură pentru observarea echilibrului, 
iar în cealaltă o sursă de tensiune sinusoidală. Va- 
lorile impedantelor punţii sînt cunoscute. 

Puntea este echilibrată atunci cînd curentul sau 
tensiunea în diagonala cd de măsură este zero. Se 
cer relaţiile de echilibrare ale punţii. 


Solujie : 

La echilibru, curentul prin diagonala de măsură 
fiind zero, brațele ac și cb, ad si db vor fi parcurse 
de aceiași curenți; бе ei notati cu 7, si respectiv Is. 

Prin aplicarea teoremei Kirchhoff II celor două 
ochiuri, cu sensul pozitiv de parcurgere precizat în 
figura 1.58, se scrie: 

Zli — Zala = 0 
Zl — Z4, 0 


Fig. 1.58 


După eliminarea curenților 7, si Г, se obţine condiţia de echilibru: 


di 2 
2» Zn poa 
= sau dmn 


Înlocuind impedanfele braţelor prin rezistenfele si reactantele respective, 
se obţine: 


(Re +j Xp) (Rs + j Xs) = (Ra + j X9) (Rr + j Xa) 


După separarea părților reale și imaginare se obțin două relații de echilibrare 
$i anume: 


RpRs — XX, = RoRa — XcăR 
ЕХ. + XpRs = RoXr + XoRa 


Prin exprimarea impedanfelor braţelor prin modul și argument se poate 
scrie: 


2р0 * Zo ele S = Za еі + 2р een, 
din care se deduc alte relatii de echilibru echivalente cu cele 4 precedente: 
2,25 = Zola 
Pp + 9s = Po + Fr 
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Pentru orice punte de curent alternativ echilibrarea se face prin îndeplinirea 
simultană a celor două relaţii de echilibrare, ceea ce corespunde cazului real 
al necesităţii a două reglaje. Determinarea. relațiilor de echilibru pentru punți 
cu valori concrete de impedanţe se obține prin explicitarea uneia din cele trei 
forme deduse în această problemă sau prin utilizarea diagramei de fazori, 
așa cum se va proceda în problemele care urmează. 


Problema nr. 1.59. O punte electrică are două braţe constituite numai din 
rezistoare ideale. Să se arate că echilibrarea punţii este posibilă în următoa- 
rele situații: 

a. Dacă cele două braţe sint adiacente (fig. 1.59, a), celelalte două brațe 
trebuie să fie constituite din elemente reactive de aceeași natură; 

b. Dacă cele două braţe sînt opozite (fig. 1.59, b), celelalte două brațe tre- 
buie să fie constituite din elemente reactive de natură diferită. 

Soluție : 

a. Înlocuind X, = X, = 0 în 
relațiile de echilibru din pro- 
blema precedentă, se obține: 

КК = RoRa 

Rpăs = ЕХ 
; Pentru îndeplinirea celei de a 
doua relații, trebuie ca reactan- 

Te e Xs şi Xp să fie de aceeași 
9 ele X, și Xa să fie d i 
a natură, fie inductive, și atunci 

Fig. 1.59 RpLs = Rola, fie capacitive, si 
atunci Rpr = КС. 

La aceeași concluzie se ajunge și prin utilizarea relațiilor de echilibru referi- 
toare la modulele impedanțelor și la defazaje: 


Rp VRI + Xi = Ro V Ri F X& 


arctg ка = arctg ка 
s s 


Pentru ca cele două argumente să fie egale, ele trebuie să fie cuprinse fie 
între O și + 5 (reactanţe inductive), fie între 0 si — 2 (reactanțe capacitive) 


şi să satisfacă relația РХ; = Хь. 
b. În același mod se scrie: 


ReRs = RoRa — ХоХь 
RoRa = — ХХ 


RpRs = VR} + Х.Е + ХЕ 


X X, 
29 — _ та 
arctg Re arctg Ra 
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Pentru echilibrare, reactantele X, și Хо trebuie să aibă naturi diferite, 
" : " R 
de exemplu X, = oL, si X, = s atunci оАо = sau Xo — 


i -i u * йе 3 

ого Si Xr SO; $i atunci m Кк. 
Problema пг. 1.60. Puntea de rezonanţă (fig. 1.60, а) și varianta ei, puntea 
Pirani (fig. 1.60, b) sînt destinate măsurării de inductivitáti proprii prin com- 


Fig. 1.60 

pese cu o capacitate etalon. Se cer relatiile de calcul pentru parametrii 

x Și Lx ai bobinei cu date necunoscute. 
Solujie : 

Puntea de rezonanţă este la echilibru cînd: 

n з 
(Rx jo Lr — iL] Rs = Вов, 

de unde: 


В, = Bale şi |. 1 
Rs 


MW dag sem 
о 
Puntea Рігапі este la echilibru atunci cînd: 
7 Rs 

R DR e Ro SR 

(Ry + joLx) s AC IR, Q' Ка 
de unde: 
LL RENE _. CR; 
Ве dG(GREOR! © 14 (Сар 


Ry 


Pentru cele două punți îndeplinirea celor două relații se realizează indepen- 
dent una de cealaltă prin varierea capacității condensatorului C si a uneia 
din rezistenţe. Deoarece relaţiile de echilibrare depind de frecvența sursei 
de alimentare, aceasta trebuie să fie pur sinusoidală, iar instrumentul de măsură 
un galvanometru de vibrații, de exemplu, acordat la rezonanță pe frecvența 
tensiunii. Puntea Pirani măsoară mai precis, deoarece elimină influența rezis- 
tenfei de scăpări a condensatorului. 
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Problema nr. 1.61. Sá se determine relațiile de echilibrare ale punţii Maxwell 
pentru măsurarea de inductivitáti proprii prin comparare cu o inductivitate 
proprie cunoscută (fig. 1.61, a) pentru cele două posibilități de conectare ale 


A жы, f~ fh 
a 
"Л Ё 
feli Ж " 
ico le 1, 28 (27317 
6 Јо ES 12 
Ln y 


d 


b 


Fig. 161 


rezistenței 7. Să se indice posibilitățile de reglaj pentru obținerea echilibrului. 


Solufie : 

Relaţiile de echilibrare, în ipoteza conectării rezistenței 7 în serie cu bobina 
etalon de inductivitate L, se deduc prin utilizarea, de exemplu, a relațiilor 
din problema nr. 1.60: 

(Rx + joLa) Rs = Ra(r + Ra + joLa) 


de unde, 


r+Rg Lr Rs 


Pentru determinarea relațiilor de echilibrare din diagrama de fazori se 
observă că: 


АЛ EEN 
ae ed Ф 
şi deci: 
Ryl, Lalu _ 891, 


(Еа +1, La, а 
Un calcul analog făcut în ipoteza conectării rezistenței 7 în serie cu induc- 
апа necunoscută Ly, Ry duce la relaţiile: 


хг Lr, Hg 
Ra La Rs 


Echilibrarea punţii se face independent in curent continuu și în curent 
alternativ, dacă Rp si Re sînt rezistenţe fixe, iar 7 și Lp au valori reglabile. 
Dacă inductanfa L, nu este reglabilă, echilibrarea se face neindependent prin 
reglarea simultană a lui 7 şi Ro. 

Rezistenţa t se conectează în Serie cu inductanta etalon atunci cînd factorul 


de calitate 47 
RR 


2 este mai mare decît cel al inductantei necunoscute. 


Problema nr. 1.62. Să se determine relațiile de echilibrare ale punţii Ander- 
son pentru măsurarea de inductivitáti proprii prin comparare cu o capacitate 
cunoscută (fig. 1.62, a). Ce devin relaţiile de echilibrare dacă se ia Rp = Ко? 
Cum se determină elementele necunoscute Ry, L,, dacă în serie cu bobina 
necunoscută se introduce o rezistență Rg? 


Soluție : 
Se transfigurează triunghiul impedantelor r, E , Rẹ (fig. 1.62, a) în steaua 
de impedante Z,, Zə, Za (fig. 1.62, b), conform relațiilor: 
Ерс. iZ rRp ;&% “Үэ 
r+ Rp + 1)}әС r + Rp + 1/}®%С 


r+ Rp + 1ljoC 
Pentru noua punte (fig. 1.62, b) relaţiile de echilibru se deduc din: 
А (Ry + jeLy) = (Ra + Z) Re 
care, după înlocuire, devin: 


Вх + jolx . (ё p Ra) _iuCrRe | Ro + ји + Rp) Ro _ 
Rn 2 4 Ер Rp 


Z 


_ Ro + jeC(rRp + rRo + Rp Ro) 
Rp 


Ra = Rage și = CR, |в, +r(1 E 


Fig. 1.62 
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Dacă se ia Ко = Rp, relaţiile de echilibrare sint: 
Ra = Каў La = CRA(27 + Rp) 


Echilibrarea punţii se realizează independent prin reglarea lui №; si r. 
Atunci cînd se înseriază cu bobina necunoscută o rezistență R;, relațiile 
de echilibrare pentru Rọ = Rp sînt: 


Ry = Rg — Rs $i La = CRa(2r + Rp) 


Dacă R și r sînt reglabile, aceste relaţii sînt îndeplinite independent in 
curent continuu (prima relație) si în curent alternativ (a doua relație), Rs pu- 
tînd fi etalonat pentru rezistențe și 7 pentru inductanfe. Evident, puntea se va 
putea echilibra numai dacă Ry < Ra si Ly CRaRe. În această ultimă 
formă puntea Anderson este des utilizată pentru măsurări de inductivitáti 
proprii. 

Probiema nr. 1.63. Cu puntea Campbell (fig. 1.63, a) sau cu puntea Heaviside- 
Campbell (fig. 1.63, b) inductivitátile proprii se măsoară prin comparare cu o 
inductivitate mutuală cunoscută. Echilibrarea punților se realizează odată 
pentru întreruptorul & închis și a doua oară pentru k deschis. Să se deducá 
relaţiile de calcul ale parametrilor Ry, Ly ai bobinei necunoscute. 


Solufie : 

Dacă puntea Campbell este în echilibru, atunci teorema Kirchhoff II 
aplicată ochiurilor cu sens pozitiv de parcurgere specificat în figura 1.63, a 
conduce la relaţiile: 

— pentru à închis: 

(Re + j oL,) L + j ӘМ + a) — Reola = 0 
Rol, — Rl, = 0 


— pentru Ё deschis: 
[Rp + Rx +jo(Le + Ly) + j)oMi, + L) — Rmla=0 
Rol — Rsla = 0 


Ordonind după 7, și Z+, trecînd termenii ce au comun pe 7, în partea dreaptă 
și împărțind cele două relații una prin alta, separat pentru fiecare poziție 
a lui А, se obţine în final: 


— pentru д închis: 
Ав iile + M) Евә joM, 
Rg Rs 
RoR; R 
В, = Кет, L =-(! PLI 
P Rs , Р + Rs 9 


— pentru Ё deschis: 
Rp + Ry + jo(Lp + Ly + М) _ Rm — joM, 
Re Rs 


Rp + Ry = are; Let Le= (138 M, 


Prin scădere se obţin relațiile: 


R 
Ra = E (Rm — Rao) 
= — Re) (y, — 
Le = — (1 +F) 04- м) 


Dacă se alege Rọ = Rg, relaţiile se simplifică și capătă forma: 
Ra = Rm — Rao Și La = 2(Mo—M,) 


Pentru puntea Heaviside-Campbell, în care s-a înseriat în plus în brațul ad 
o bobină identică cu cea а variometrului din brațul ac, calculul se conduce 
în mod analog: 

— pentru A închis, aplicind teorema Kirchhoff II: 


(Rp + joL,) Li +}әМ + 15) — Кы — (Rp +joLp) Is = 0 
Roli — Rl; = 0 
— relaţiile de echilibrare sînt: 


Re + jolLp + Mo) _ Rro + Re + jolLp — Mo) 
E» Rs 


Re= S (Rs + В); 1, = 201, — М1 + 22 
— pentru Ё deschis, aplicind teorema lui Kirchhoff II: 
(Rp + Ry  joL, +ioLla) Di + j oM (H + 12) — Ras — 
— (Rp +j oLp) I= 0 
Roli — R = 0 
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— relaţiile de echilibrare sînt: 
Rp + Rx + io(Lp+ Lx — Mi) kr: + Rp+jo(Lp — M) 
Re Rs 


R, В, 
Rp = Re = (Ёш + Re); LL. @1»—Му[1 +32) 


După scădere, în ipoteza Rọ = Rs, relaţiile de calcul sînt: 
Ra = Rm — Rg; Le = 2(М,— М) 


Inductivitátile proprii se măsoară prin reglarea inductivitátii mutuale М 
cunoscute si a rezistenței etalon Rp. Prezenţa unei inductivitáti și în brațul ad 
face ca puntea Heaviside-Campbell să aibă sensibilitate bună în măsurarea 
de inductivitáti mici, pentru care este destinată. 


Problema nr. 1.64. Să se determine relațiile de echilibrare ale punţii Sauty 
pentru măsurarea capacității prin comparare cu o capacitate etalon (fig. 1.64, a) 
șia variantelor sale (fig. 1.64, b si c) utilizate cînd rezistenfele de pierderi 
ale condensatoarelor sint diferite. 

Solufie : 
Puntea din figura 1.64, a este la echilibru dacá: 


1 1 


Tog, Fa 7 Fe juca 
de unde: 
R 
С, = ewm 


Puntea din figura 1.64, b este la echilibru pentru: 


(a+ Rat az) Ro = Re (ra + Ra + 53 


joc, 


de unde: 


G Ps Rtn 


б Ro Bptn 


Puntea din figura 1.64, c este la echilibru pentru: 


[rta term (oc tag tie) a, 


de unde: 


& (1 а Е 1 

ui аи r 

с, Rg Re тц Ер fm 

Rezistenţele de pierderi ale condensatoarelor sînt notate cu r mic, si cele două 


variante de punți corespund reprezentării lor ca rezistențe serie și paralel, 
La echilibru se poate măsura direct tangenta unghiului de pierderi și anume: 


a) tg 8, — tg 8, = оС — С, = ec [7 n n) = 


=, oc, [a [ж (ra + Ra) — к] = "=, EI 


1 


i, te d. — tg ă = DS Суг 


Echilibrarea se face prin reglarea simultană a rezistenfelor etalon R și Rs. 
Pentru condensatoare cu pierderi identice sau asemănătoare este suficient doar 
reglajul lui R,. Echilibrul este independent de frecvență, dar este influen- 
abil de inductanfele rezistenfelor Ко si Rs. 


Problema nr. 1.65. Sá se determine relaţiile de echilibrare ale punţii Wien 
pentru măsurări de capacități prin compararea cu o capacitate etalon cunoscută. 


Soluție : 
La echilibru: 
Rs =R, Ea + sac) 
zSU [5 
sau 
Rs 1 
AERE E + [оС – сен) 
de unde: 


Sistemul de ecuaţii obținut se rezolvă, de pildă, prin eliminarea lui Ry: 


= Rh о?СС, «+ CE = ©® (1 + СК) 
o с € 


Gru uH 
X Ra 1- eC 
1 __ Вә 1+ асн 


Е; = 


GICCyRg Rs ӘСЕ 


Relaţiile de echilibrare si evident cele de calcul depind de frecvența ten- 
siunii de alimentare, care va trebui menţinută pur sinusoidală. Pentru echili- 
brare se reglează de obicei cele trei rezistențe etalon Ro, Ra si Rs. 


1.7. METODE PENTRU REZOLVAREA CIRCUITELOR 
ŞI REȚELELOR DE CURENT ALTERNATIV 


PROBLEME REZOLVATE 


< Problema nr. 1.66. Se consideră rețeaua din figura 1.66, a alimentată de 

două generatoare identice, avînd tensiunea electromotoare armonică a cărei 

reprezentare în complex simplificat este U, și impedanta interioară nulă. 

Cunoscînd rezistența R, inductivitatea L, capacitatea C și pulsaţia о а 

tensiunilor electromotoare și ştiind că aceste mărimi satisfac condiția ac = oL 
о 


se cere să se calculeze curenţii în laturile rețelei. 


Solujie : 

Se rezolvă rețeaua aplicînd cele două teoreme ale lui Kirchhoff, privind 
funcţionarea rețelelor electrice în regim permanent. Pentru aceasta se adoptă 
pentru curenţi sensuri arbitrare, ca în figura 1.66, a. 
l=5;n=3; “deci prima teoremă se aplică de n — 1 = 2 ori, iar a doua 
teoremă se aplică de о=1-п 4+1=3 оі. 


R 1 Ecuațiile sint: 
U--n 
U, = јә, 
0 = RI la P oLls 
©1,+1—1, 
Fig. 1.66, a 0 = 15 — In — 1, 
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Tinind seamă de condiția din enunț: wL = rezultă: 
о 


Este evident faptul că rețeaua funcționează са și cînd latura cu rezistența № 
ar fi întreruptă sau scurtcircuitată, după una din cele două scheme din 
figura 1.66, b. 

Din punctul de vedere al celor două receptoare, rețeaua funcționează ca și 
cînd acestea ar fi alimentate în paralel de un singur generator, avînd tensiunea 
electromotoare, care debitează însă în regim permanent un curent nul. 

Condensatorul și bobina, schimbă mereu între ele energia lor, deoarece la un 
moment dat valorile instantanee ale curenților 1, si їз sînt egale și de semn con- 
trar, iar tensiunea la bornele condensatorului și bobinei este aceeași, astfel 
încît puterea instantanee absorbită de condensator pe la bornele sale este: 


Pe Su în 
iar puterea instantanee absorbită de bobină pe la bornele sale este: 
Po = и" = — Pe 


A Problema nr. 1.67. O punte de curent alternativ care are ca în figura 1.67 
impedante egale în cîte două din braţele sale, este legată în serie cu o impe- 
дапа Z și alimentată sub o tensiune la borne armonică, de pulsatie dată. 

Impedanfa Z, și rezistența R, fiind cunoscute, se cere rezistența R din 
diagonala interioară a punţii, pentru care curenții din brațele punţii care au 
impedanța Z, să fie defazati cu un sfert de perioadă față de tensiunea la bor- 
nele de alimentare ale punţii. 


Solufie : 
Fie impedantele: 


Z-R-tiX 
Z=r+iă 
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Curentii din laturile punţii avînd sensurile с 
din figura 1.67, rezultă din aplicarea primei А 
p, 


teoreme a lui Kirchhoff nodurilor A si B: 


Deci: 
LtZ-Lhcdi 


Aplicind teorema II a lui Kirchhoff 
ochiurilor ACDA si BCDB rezultă: 


Zl + Rls— RI =0 
20+ RI, RJ, =0 
Rezultă: 


Fig. 1.67 


= şi L=, 
relații care erau de la început evidente, din cauza simetriei montajului. Deci 
necunoscutele s-au redus la patru: /,, I», Is, Z din care interesează numai 
expresia lui Z. 


Aplicind teoremele lui Kirchhoff ochiurilor ACDBA și ADCBA și nodurilor 
C si A, rezultă: : 

U = 221, + R:D+ZI 
U = 281, + ZI — 8-2 
9d 1. — 1H 
0O—I1;-1,—I 

Rezolvînd sistemul se obține: 
I2 = 
kx (R + £) (Ry 
RR 


І, este defazat cu F față de U în cazul în care relația de mai sus se poate 


ZZ 


pune sub forma: 
= 
zi jx d 
în care X este un număr real pozitiv sau negativ, după cum 7, este defazat 


în urma sau înaintea lui U. 
Rezultă că numitorul expresiei de mai sus nu trebuie să aibă parte reală, 


adică: 
(R + Z) (R, + 2) 
2+ 2, p Etat] (0 
RZ+ 2 F RR ] 


Tinind seama de expresiile lui Z si Z;, condiția devine: 
RR, + Rr + ВВ, + Rr — ХХ 
р; M aAa n p o zi 

7+R+t ARR -0 
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Rezistenţa R din diagonala interioară a punţii rezultă: 
к XX №0 В) Rir d R) 
By Rer 
Problema nr. 1.68. Să se calculeze valorile instantanee ale curenților in 
laturile circuitului din figura 1.68, alimentat sub o tensiune la borne alter- 


nativă sinusoidală de pulsatie œ si valoare efectivă U. 
Se dau: О = 200 V; /= 50 Hz; R,—20; R= 40; 


[i ii 0 2 06 
100 л 27 


Să se efectueze bilanțul puterilor. 
Soluția I: 


Problema se poate rezolva aplicînd cele două teoreme ale lui Kirchhoff 
pentru rețelele de curent alternativ (în complex simplificat): 


I-Lh4hiL 
U= RI 


= с 
Alegind tensiunea U origine de fază, U = U^? rezultă curenţii: 


1, = ® = 100 
в, 


= 25. ү? е-›* —25— }25 
TR IL, 


jE 
ж 


= jUoC = j 0,5 = 0,5 е 


Valorile instantanee sînt: 


и = [2 - 200 sin оѓ 
i = V2. 127,3 sin (et — 11° т:180°) 
i, = VZ - 100 sin at 


4 -y2.25- V2 -sin(a — 2) 


а=? 05sin (ut +2) 


Curentul total i este defazat în urma tensiunii, așa încît impedanta echi- 


valentá între bornele A si B are un caracter inductiv, 


Solujia a II-a: 


Curentul I se mai poate calcula aplicind teorema conse: vării puterilor 
(egalind suma puterilor active absorbite de cele trei ramuri in paralel cu 
puterea activă absorbită de circuit pe la bornele A si B exprimate în funcție 


de tensiune și curent și la fel pentru puterea reactivă): 


і 
= Дет Q,—0 
1 


wm v 
Tama D Qi r e TIR 
1 1 
в-0 А аеры Uac? 
P = P, + Р, + Р, = Ul coso’ Q = Q + Qa +Q, = Ul sin 9 
Simplificind cu U rezultă: }. 


1 R, 
Pow (+) 


I sin ә = (9С) 


Ridicînd la pătrat si adunind se obţine: 


I=U| AL Ra \з (ашы | „сү 
$a Hara ec) 
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sau înlocuind numeric: 


I = 200 ( - y 4 25:10)? = 1274 
16 + 16 + 16 d 
WOLLE 
tg 9= = ;9 = 11°05' 


R, В} + cit 
= [2 - 127,4 sin (et — 11*05' т:180°) 
Ceilalţi curenți se pot afla pe aceeaşi cale sau aplicînd regula divizorului de 
curent. 
Bilanțul puterilor : 


5 = U + 1* = 200 ei0. 127,3 еї” :19— 25 000 + j 4 900 


Р = RP + В, = 2-100: + 4 (7) =250% w 


Q-—eLn— 1— 


ec? 


Soy 25-1074 ж 
*(5) 25- 10-4(0,5) = 4 900 var. 


de curent alternativ, fără rezistență interioară si avînd tensiunile electro- 
motoare: 


te, = 60 sin (4+5): ма = 35 ү2. cos wt 


are următorii parametri: №, = 20 Q; R = 2,5 0; К = 5 О 


> Problema nr. 1.69. Circuitul din figura 1,69, a alimentat de două generatoare 
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1. Să se calculeze valorile instantanee ale curenților їз, ú}, ї, folosind urmă- 
toarele metode: 


a) metoda teoremelor lui Kirchhoff sub formă directă si matricială ; 

b) metoda curenților ciclici sub formă directă si matricială ; 

c) metoda tensiunilor la noduri sub formă directă și matricială. 

2. Să ^^ verifice intensitatea Г.а curentului din latura A В folosind teorema 
lui Thevenin. 


3. Să se efectueze bilanțul puterilor. 


1 


Soluţie : 
1. Reprezentările în complex simplificat 
ale tensiunilor sînt: 


j£ 
Um = 35е 2 —j35 
l= 3;n = 2; deci prima teoremă а lui 


Kirchhoff se aplică de и — | — 1 ori, iar 
Fig. 1.69, a a doua teoremă de o=}|- n{4-1= 
=2 ori. 


a. Pentru sensurile adoptate în figura 1.69, a a curenților din laturi, ecua- 
{Ше rezultînd din aplicarea teoremelor lui Kirchhoff nodului А si ochiurilor 
AU,, B şi AU,, B sint: 


I-Lhad 
RI + (R+ jeL)I - U, 


(Ra E) + (R + jol) I= Ua 
joc 


Inlecuind, se obține numeric: 


z 
12304 j = 22е 
1,=2 = ?2е? 
‚ iz 
І, =j2=2e 2? 


Forma matricială a teoremelor lui Kirchhoff: 
L [ЁШ =0 
II. [C [Z] LI] = [C] [Ше] 


Matricea coeficienţilor de apartenență a laturilor la noduri este: 


$ 
[N] = | |, iar transpusa ei este [N] = [1 1—1]. 
—1 


Matricea coeficienţilor de apartenență a laturilor la ochiuri este: 


Уб 10^ 
[C]- |0 1], iar transpusa ei este [С] -| | 
173 011 
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R, 0 0 
Matricea impedantelor este [2) = | 0 R, + 0 
jo 


0 0 R+ijoL 


Teoremele I si II devin: 
I 
U 1 —5|5|-0—[,T-24—1]—0 
I 


гың жы A dela 
Ds ul а FA [E ATU end De 
0 0 R4 jeLl ^ 
Rl + (R + jol) I = Un 
(Ret at (R + i nro us 
jul 
Egalind termenii matricelor unei coloane de mai sus se obține sistemul: 
І+1-1=0 
RI + (R + jol) I = Uau 
(® +] + (Cien I= Un 
јәс 


același ca mai înainte. 
Valorile instantanee ale curenților sînt: 


= 2.2. V2 sin (at + =) 
i = ү2.25іп ot 
э А т 
А = 12:29 (a + 3) 
b. Metoda curenților ciclici; numărul de curenţi ciclici (ochiuri indepen- 
dente) еѕіео= 1—9 + 1 = 2. 
Presupunind că s-au ales curenții ciclici 7; si 7; cu sensurile din figura 1.69, a, 


ecuaţiile sînt: 


{ 211 + Ziels + Un 


Zali + Zils = Un 
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sau: 
(Rı +R + jeL), L + (R + joL) I5 = 
(R + iu) Ii + (Ri + R + jol +) = Ua 
inc 
Înlocuind numeric, se obţine: 


| (25 +j 10) Z + (5 + j 10) 1 = 30 + j 30 
LG i19 44 (55) 5 — i35 


Rezolvind sistemul se obtine: 
h-22;nh-j2 
Curentii din laturile circuitului sint: 
==? 
һ=һ=]2 
1= (1+0) =2+)}2 
Forma matricială: 
[Z] L7] = [W], unde: [Z] = [C] [Z] [C] 
К, 0 0 1 0 
] о R+ mc 0 0 1|= 
0 1 R+joLJ U 1 


iU Ж! 


z= 11 


RBRGjeL В+} 
" А 1 
R + jol Rat Rr jet с 


tu = teria = [E] 
Ecuația devine: 


R+R+ijoL R+joL " 

з 

Rio  R+R+yaL -+—— | | 
јәс 


sau numeric: 


25 +}10 LE s] 
pesos 154j5 0+ j35 


Prin înmulțirea matricelor rezultă același sistem obținut anterior, utili- 
zind inversa matricei Z', se obține: 


Ir] - ZI" [U] 
Tii ESI 
1+j2 15+j 
i-is L5-cj = ЕП) 
a |-0-i2 5+ј2 
unde: 
5+j2 1+j2 ^ 
A = 25 = 25(8,5 4 
| 14j2 15+;j EE 
Matricea curenților ciclici necunoscuţi este: 
= [ij zmei zm. 
2585-j9|—1—j2 5-+]2 j7. j2 
Matricea curenților Z este: 


men-o Е Te E 


Rezultă aceleași valori ale curenților din laturi: 
n-2 
1-j2 

I=2+j2 


c. Metoda tensiunilor la noduri: 

Se alege ca potențial de referință potențialul nodului B, iar tensiunea 
Жеб: este tensiunea nodului A faţă de nodul pus la pămînt, U; 
(fig. 1.69, d) 
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Rezultă: 


ET TESLT 
= СЕ ШИН) 
Zu 0,17 + j 0,08 (ОА узе 


Pentru a determina curenţii din laturi, cunoscînd tensiunea U;, se scrie 
teorema a doua a lui Kirchhoff peritru fiecare ochi format de latura care 
interesează și tensiunea U; (adoptind un sens arbitrar pentru curenții din 
laturi): 


, U, 
Rl, + Ui = Ua o h= 


(Re + ac) + ui = uo nin 
(R + joL) I = U; > I = (2 + j2) A 
Forma matricială a teoremei tensiunilor la noduri este: 
(Y')(U'] = Us], unde: 
0 0 


E: 
20 1 
(j-mWfIYuNI-U—-0|o —. 0 | |- 
S 


0 
5+ j10 
1 1 1 
"lite 
Us) = [NY (FIU) = 
dos эй. aa 
20 
1 30 + j30 е 
== [1 1 —1] |0 0 =[— 4,1 4,3 
[ 1 2,5 — j5 Р | [ TI 
0 1 
54 j 10] 


[tasta] > 1 1 


Se obține aceeași ecuație ca prin scrierea directă. 
2. Verificarea curentului 7 cu teorema lui Thévenin: 


NT) 
4857 „5-/ 


[6 
5/10 


Fig. 169, с, d 


Pentru a calcula tensiunea de mers în gol Ugo este necesar a calcula 
curentul 7, care parcurge circuitul din figura 1.69, c: 


45 + j125 
Um = Un — Rila = 82018 


1 


Rezultă Jup =2+j2 
În conformitate cu teorema de mai sus rețeaua se poate înlocui în raport 
cu bornele A și B printr-un generator echivalent de tensiune (fig. 1.69, d). 


3, Bilanțul puterilor: 
S = Unli + Ul; = (130 + j60) 


Р= КП + 8,14 RI2= 130 W 
Q= oL I? — Li = 60 VAR 
ос 


Problema пг. 1.70. În circuitul din figura 1.70, а sînt cunoscute: 
Zi = 2; Za = 2; Z=(2—j 2); 2,=(1—]2); Z, =j2 
Un = 80; Um = 40 — j40. 

a. Si se calculeze valorile instantanee ale curenților în laturile circuitului, 
folosind metoda curenților ciclici. 
b. Să se verifice rezultatele obținute cu teorema superpozifiei. 
с. Să se efectueze bilanțul puterilor. 
Solujfie : 
о=1—п+1=3 
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Pentru sensurile arbitrare adoptate 
pentru curenții ciclici Zi, 14, Is, ecua- 
{Ше sînt: 


(Z + 2) 1i — ZI — Za = Ua 
— Zi + (Z + Za + 
TZ) In — 245 = Um 
— Zl — Zoli + (Ze + 
+ Za + Z) D= — Un 


Înlocuind numeric și rezolvind siste- 
Fig. 170, a mul se obtine: 


Ij = 48 — j4 = 48,2 e ires 
[i = 36 + j 12 = 37,85 ей#'этави 
I; = 30 — j 10 = 31,6 e- itam 


Curenţii din laturi sînt: 
= — Це 12 — j 16 = 20 e7 iem 
L= L — I = 6 4 j22 = 22,8 t 
L= I; — = 18 + j6 = 19 е!8"30187 
L= — I; = — 36 — j 12 = 37,85 ei 1980307180: 
Is = 1 = 30 — j 10 = 31,6 e~} 18°30'm180° 
Is = 1; = 48 —j4 = 48,2 e i6 
Valorile instantanee ale curenților sînt : 
i, = V2- 20 sin (ot — 53° т:180°) 
= VZ - 22,8 sin (ot + 20°10' 1:180?) 
= V2- 19 sin (ot + 18°30' 5:180?) 
i = V2- 37,85 sin (ot + 198°30' m: 180%) 
is = Vă: 31,6sin (ot — 18°30' 7: 180°) 
ię = [2 48,2 sin (at — 4°46' x: 180%) 


Bilanţul puterilor : 
S = U, JI; + UI; = 3 200 — j 800 
P= RB + RI + Ri = 3194 W 
Q= X, + X8 + Х + X4 = 790 VAR 
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Fig. 1.70, 


b. Teorema superpozifiei: 


Se su tensiunea electromotoare U,,. Circuitul se poate desena ca 


in figurile 1.70, b, c. 
Impedanfa complexă echivalentă este: 
Z 2, 2, 
Z- AA aAA pig 
Sa rr AE XT UE. 


Ü ("ap E ? 
п=ш=?а-1%; HenQcLoe-£410-j3 
2; 2+2 
TES. (p Za 
Bb-h]ign c3 === 43+) 
д=1 zh = – 10140: дед = — D= — 16 — 12 
2, EI 


Suprimind tensiunea electromotoare U,, reţeaua se mai poate desena 


ca în figura 1.70, d. 


Pentru a calcula impedanja echivalentă trebuie transfigurat triunghiul 


7, 2, 4, în stea: 

= 2A = pu =? E: 

Zio Xu pus HOST 25 = EZ з 12); 
‚ы id 2 
Ze этү лке Жай Г], Zi = Za = 201+) 
Zi = Za + = 2—32); 
AA 2+} 

fu r з 
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Impedanta echivalentă a cir- 
cuitului în acest caz este 
(fig. 1.70, d): 


Z =Zn+Zo=2+ij 


Fig. 170,4 
r= oli tuli — 24 4- j8 
2, 


H-k- =6— }24 
а= — Da = – 4—]28 
Determinarea curenților din laturile reţelei inițiale: 
h=- +1 =12—j16 
h-h—h-64j2 
L=R+E=184+ j6 
IL--—lLhc-h--—$36-—j12 
Iv = — Is + 15 = 30 — ј10 
Ie = B+ 1 =48—j4 
CA Problema nr. 1.71. Două generatoare de curent alternativ (fig. 1.71, а), 


avind impedanfele interne Z, = 2, = (1 + j 2) si tensiunile electromotoare 
жщ ȘI Ma avînd reprezentările in complex simplificat: 


Uan = 100; 
U.a = (100 + j 200), 


alimentează un receptor format 
din trei impedanfe conectate în 
triunghi: 


Z-jeL-jt Z-R-2 


Fig. 171, a 
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1. Să se calculeze curenţii în toate laturile circuitului, folosind: 1 a) metoda 
curenților ciclici (direct si matricial); 1 5) metoda tensiunilor la noduri direct 
şi matricial. 

2. Să se efectueze bilanțul puterilor. 

3. Să se verifice curentul Г, folosind teorema lui Thévenin. 

4. Să se verifice tensiunea U „ folosind teorema lui Norton. 

Solufie : 
1..a). Adoptînd sensuri'arbitrare pentru cei o — ] — n -- 1 = 3 curenți 
ciclici, ecuațiile se scriu: 
(Z +HZ) n — 28 = Un 
(A Zo) BR Zi = Un 
= Za + Za + (Za + Za + Z)B=0 
Înlocuind numeric și rezolvând sistemul se obține: 
Ii = — 19,05 — j 26,48 
І = 73,2 + j 24,65 
f I; = — 35,34 — } 10 

Curenţii din laturile circuitului sînt: / 

In = Di = — 19,05 — j 25,48 = 32,5 е-}!ФУ%0°л:180° 
la = 1 = 73,2+ j24,65 = 77,3 ei 1835 =:180° 

Ia = In — Is = 16,29 — j 16,48 = 23,2 e-WS20 n: 180* 

Ia = I; + 1 = 37,86 + j 14,65 = 40,6 eit v: 180* 

Is = — Ig = 35,34 + j 10 = 36,8 ei 1550 5:180" 
Forma matricialá a teoremei curenților ciclici este: 

Uu = 102 
IZ] = [CF (ZICI = 


T+j2 0 о o [Го s 
10 10 0]| о 1+j20 о o|j1 o 
-р: 0: o j4 o 010-1 
„Lo 0—1 1 —1]| o 07507 * 6L d 
0 о о oc-ij|[po-: 

100 

7 [U] = [CF [U,]) — meia) 
0 


Ecuația matricială (1) devine: 


14-j6 0 M 
0 34j2 ]l]- Та 
—j4 2 PN 
Matricea inversá a matricei Z': 
Q--i3) 8 +14) —4 -js î4(3+2) 
[Zn -l —j8 (1 +16) (24-13) +16 —2(1 + 6) F 
j4 (3 + j2) —2( + j6) (14-36) (3 + j2) 
[жазса | 
ja 315—2 — ј12 
= 845) 12—22 — ) 12 — 9 +- ј20 


(—3 + 121) 

— 19,1 — j 26,54 

H]=[ZT U] = | 7344 +j ма) 
— 3528 — j 9,92 


Matricea curenților necunoscuţi din laturile reţelei: 


10 0 = 19,1 —j26,54] [15] 
01 0 | f— 19,1 —j26,54 73,44 + j 24,62| |1, 
ІД =[С][Г)=|1 0 —1 | 73,44 p 1618 — j16,62| —| Is 
01 1 |[—3528—]9,92 38,16 + 14,64] |I, 
0 0 —1| 35284-j 992| |1, 


Se obţin aceleași valori ale curenților. 
1 b) Metoda tensiunilor la noduri 
Se consideră potenţialul nodului 3 ca potential de referință (fig. 1.71, b): 


YnUi + Yu: = Da 
Ya + YU; = Da 


[dp 43 ad 


d$. pop 1 1 171 .4r17 
Yn = = 
Yu ztztz iz aT P 
y. diu 4 ВИ. à Q1 _7+i6 
Za ztztz git 2 23 1 

„=Ўд=— у = — |] 

2, 
‚ „беа 


Sistemul de mai sus devine: 


4 e. ape į 
zu — ju; = 201 — 2) 
-jui iP uy; = 100 
Rezolvîndu-l, se obține: 
Ui = 66,1 + j 64,3 


U: = 76 + j 29,3 
Calculul curenților: 


1 = Vali = —19 —j26,45 
2 

L = Ша 0 732 + 124,6 
E 


Forma matricialá a teoremei tensiunilor la noduri: 
1707 = 1] 
123 


DE) = (N XN] = 


ке 
AT в | 100 
“з 9 4 9 1 ]||1004-j200 
Us) = [N] Y] [U] = А 0 - 
0 1* 0—0,5 —j 0 
0 ч 
i-i 
zd | 
1 
Ecuația matricială devine: 
ERIT £4 ijà 
2 i БАШ 5 
La LEAR PA 1 
10 
7+i6 . 4437. 4 
Si Se ic ады ae: As] ^ s 0,93 + 0,385 
Eh]. aane а e Li S +10, 
1 20 1 16 
(ЛП 1—j2 
——— } ===] [66,5 + 162,5 
0"), = (0,93 + j0,385) | 1 100| 5 |= 
01-10: (093+ 10,385)| у, 76 +277 
T 1 
20 
[1 0 66,5 + j 62,5 
0 A 76 + j27,7 
А 6,6,5 + j 62,5 
0) = —[N]-[U'] - —|— el 665—1 
tuj = —[/]-[07] 1 [ е ed 66,5 — j 62,5 
о°—1 —76 —]27,7 
1—1 —9,5 4- 34,8 
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Ш = UU + (7) = 


0 
100 —66,5 + j 62,5 
0 | 100 +- ј200] |—76 —j27,7 | 
= 0 +| 66,5 + ј 62,5 
9 | 0 76 zm 
"| 0 9,5 4-j348| 
Rezultá matricea: 
= 18,5 — j 26 Fan 
738 +} 24,9| |1, 
[1]=| 15,8 — j1662|7| І, 
38 4 j139| |I, 
|.3494j 95| |2, 


2. Bilanțul puterilor: 
S = 0.0 + UI = 10- 340 + j 14-820 
Р = RB + 8,8 + Е, = 10300 W 
Q = XR + Xa? + ХУ + X,I$ = 14800 VAR 
3. Verificarea curentului 1; cu teorema Thévenin: 


[= Vata 
Tas = Za Zim 
б PE | 
чый Же ЛД T Зайна Ашы 


Tensiunea de mers în gol „ao rezultă din relația: 
Um + Zil — Zli = 0, 
unde curenții Z; și 7; se calculează din relațiile (fig. 1.71, c): 


[lia 1001-6) 
ME 37 
I= Pa = 53,8 + j 30,8 
E АЯ , 150, 
Um = Zoli — 21; = —42,6 — j 50,2 
Curentul: 

U ape " 
= = 35—jl0 

© Za+ Zana ! 


este de sens contrar celui calculat la punctul 1 а) si 1 b). 
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În conformitate cu teorema Thévenin, rețeaua se poate înlocui printr-un 
generator echivalent de tensiune, în raport cu bornele А, B (fig. 1.71, c, й). 
4. Verificarea tensiunii U,c cu teorema lui Norton. 


Fig. 171,6. d, ef 


Tensiunea в cunoscînd pe 7; este: 
Ос = Zal; = 66,54- j 64,8 


Curentul care străbate latura AC în scurtcircuit (fig. 1.71, e) este: 
Lacs = Ie + Ie 


L 2 = 20(1 — j2) 
2, U, Z, 
Meroe itoa da... Жу ETA 
emm E Za 2-2, 2,+2, + 
T 2+4 


Lic = 90,6 + j 42,4 
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F 
Олс = p = 66,1 +j 64,2 


Үз+ Yaco 

Tensiunea U,c coincide cu Čao calculat anterior. 

Rețeaua se poate înlocui printr-un generator echivalent de curent în ra- 
port cu bornele A, C (fig. 1.71, f). 

Problema nr. 1.72. Se dă circuitul din figura 1.72, a în care tensiunile electro- 
motoare ale generatoarelor sint egale si în fază: U, = Un = U,,— 100 V, 
iar impedanfele sînt toate egale1 2 = (10 + j 6). 

4. Să se calculeze curenţii în toate laturile folosind una din teoreme; 

b. Să se verifice rezultatele de la punctul a) folosind teorema lui Vaohy; 


с. Să se efectueze bilanțul puterilor. 
Soluţie : 
Alegînd arbitrar sensurile celor: 0 —/— n + 1 = 4 curenţi ciclici, 
aplicarea teoremei curentilor ciclici conduce la urmátorul sistem: 
2ZI + Zl = Un Ua 
ZI +3 
ZI, + 320, + ZI; = Us 
Zl; +Z — U, — U,, 


Înlocuind numeric și rezolvind se obține: 


I = — 1,05 + j 0,63 
Z= 21 — j 126 
D= 2,1 — 1,26 

= — 1,054 10,63 


Curentii din laturi (fig. 1.72, b) 
t: 


-2H-211—j126—L- 1 
I, = 1,05 — j 0,63 


Bb b 
| 1 
iso 
+++ 
кт 
1 
ei 
S 
| 
z 
М 


1 
ex 


Ia = 1+1 = —21+j 1,26 Fig. 172, a 
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Fig. 172, b, c 


b. Teorema lui Vachy: introducînd în fiecare latură cite o tensiune elec- 


tromotoare egală cu U, de impedantá nulă si în sens contrar cu sursele ini- 
tiale, schema circuitului devine cea din figura 1.72, b. Impedanfa echivalentă 


corespunzátoare circuitului din figura 1.72, e iW este: 


7 
сз m. 
1 (04 B5 


ү М == 2-21 —}126 
Fig. 1.72, d, e L=L= -2=- 1,05 + j 0,63 
L--i „05 — j 0,63 — I; 
In = Di + Ia = 2,1 — j 1,26 


а= 


S-au obținut aceleași rezultate. 
c. Bilanțul puterilor: 


S-—U,--4 UI + UJ; = 420 + j 252 
Pas в (ў n = 10- 41,93 = 419,3 W 
ori 


о=х{ 2 He 6- 41.93 =251,5VAR 
=i 


Problema nr. 1.73. Circuitul din figura 1.89, a alimentat de o tensiune elec- 
tromotoare sinusoidală de valoare efectivă U, = 150 V, este caracterizat 


prin următoarele impedanfe: 
Zi = (50 +j 50); 2,=—]25 
=(5+j15); 2,= 50 
Z= —150; 2=1 
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a. Să se calculeze curenții în toate laturile circuitului folosind teoremele 
transfigurării ; 

b. Sá se determine schema generatorului echivalent de tensiune și curent 
între punctele A și B; 

с. Să se verifice 7, folosind teorema reciprocitátii. 
Solujie : 

4. Se poate transfigura în stea fie triunghiul ABC, fie triunghiul CBD 
Impedantele stelei ABCO sînt (fig. 1.73, b): 

2.2, == 30,98 


22 L3 2 ZZ 
Zi = тат, 0900]  £—1r Tz 


ULL ATE d 
Sar praga C S 


Zon = Zoa + Za = 5,98 + j 15,98 
Zip = Zos + Za = — 125,98 


Zop- Zo А 
Zoo = PA = 29,8 + j 23,7 
Impedanfa echivalentă a circuitului este: 

Ze = Za + Zoo + Гор = 128,8 — j 25,3 
Alegind tensiunea U, drept origine de fază: 
U, = U,” = 150ei0 


U, k 
І, = im = 1,125 + j 0,22 
2, 
Za + Zao : 
= = 2,4 — 10,888 = I 
Leb zy Zat 2t Zo ) > 
Zar Ze 1... 1275--j1,101 


l= 1 P 
P4775 Z, 4 Zao  Z,- Zao 


Fig 1,73. a, b 


128 


Curentii în laturile triunghiului se determină din condiția ca tensiunile 
dintre nodurile stelei și triunghiului să rămînă neschimbate prin transfigurare : 
= Buz ®% — 218 +03 


Тыге ончен, = 0262 — j 1,114 


S 


д = = 0,857 + j 1 333 


EA 
Reprezentările în complex simplificat ale curenților sînt! 
1,— 0262 — j 1114 — 1,314 e- iile. 
1,— 24 — j 0,888 = 2,56 e- ttv sae 
1 = 0,857 + j 1,333 = 2,505 ei 20 s 
I,— — 1,275 + j 1,101 = 1,685 ei tare 
Is = 1,125 + j 0,22 = 1,14 elite 
І, = 2,18 + 10,3 = 2,2 a T50 miso 


Tensiunea de mers în gol este: 


Uss = 2414 — 21, 
unde; 


A ZZ M + Za 
Berr 17.7 e ИРЕ ОРЬШ 
UT e EEE ATP Tar гле ЕТА 


unde: 


„ _ (21+ Z) (Z:+ Za 
а= zar zi, 2 156 


n c HS. 150 

Ze 148,8 —j569 

Ii = 0,655 — j 1,082; Д; = 0,227 + j 1,417 
Саво = 2414 — I-l; = 15,9 — j 10,08 


Uam 


Іа Za => 2,14-Fj0,258 q 


= 0,881 + j 0,337 


Generatorul echivalent de tensiune între punctele A si B este cel din fi- 
gura 1.73. с 
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Fig. 173,e,d, e 


b. Pentru determinarea schemei generatorului echivalent de curent intre 
bornele A si B se aplică teorema lui Norton: (fig. 1.73, e) 

Linse 
X + Yam 

Curentul de scurtcircuit care trece prin bara care scurtcircuitează bornele A 
și B este: 


Vas = 


unde: 


iar: 


2,2, Z Zi 
2; = 25 A^ + Z,=25(5—j 
2, ZZ + Z4 Z, +2 (5— ]) 
LEES 
Z; 13 


I= 
„Элл; 2$ 5 Herd 
nL-iqu-i9; n-iuü-is 


Las = In — L = 0,461(5 + j) 
1 


Yam = z = 0,0904 + j 0,0865 


аво 


zo llame.) З 
Ша= уу. = 21310253 


Verificare: 
U,s = Z- I = 1 (2,14 + j 0,258) 
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Generatorul echivalent de curent al rețelei 
în raport cu bornele A si B este cel din 
figura (1.73, d). 

€. Verificarea curentului I, folosind teo- 
rema reciprocitátii: curentul 7; din rețeaua 
inițială este egal cu curentul 7, cînd tensiunea 
electromotoare U, este în latura care conține 
eR EIE Z. 

n această situaţie rețeaua devine cea din 
figura 1.73, f. 

Impedanía echivalentă a circuitului: 


Fig. 1.73, f 2,=2 Za + famam. = 6,78 — j 5,33 
24 


Alegind tensiunea U, drept origine de fază: 
U, = U, = 150* 
Curenfii sînt: 


1 = De = 13,3 +j 10,82 


oo, T 
PLOPET 1: SOO T TT 10,86 8,93 
ОТТ AA ix 
baleng Atop 2,481 + j 1,932 


“Zon + Za + Zoc + 24 


ы Borlea s Lacon = 2415 +j0,254 


Se obţine aceeași valoare a curentului Г, = 7; calculată anterior. 
Problema nr. 1.74. În circuitul din figura 1.74 sînt cunoscute următoarele: 
X,— oL, = 300; U-22V 
X, = aL, = 50 Q; R-—500 
X, — oM —100 


a. Sá se calculeze valorile instantanee ale curenților în laturile circuitului, 
pentru cele două moduri posibile de conectare ale bobinelor cuplate; 

b. Să se verifice bilanțul puterilor. 
Solufie : 

a. Cu sensurile arbitrare adoptate pentru curenții I, Z» I, (fig. 1.74), 
scriind teoremele lui Kirchhoff pentru nodul B si ochiurile OR,B si ABCA, 
se obtin ecuaţiile: 


JXL + ula + Xa+ Xul = U 
GL, +} I Ris = 0 
L=L+ĠL 
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Alegînd tensiunea U drept origine de fază: үл B 
U, = 220 ei si înlocuind numeric se obțin ecu- 4? 
atiile: 

(j 30 + j10) Z, + (j 50 + j 10) Z, = 220 
j50 1,4 j101, — 507, —0 
L=L+h 

Rezolvînd sistemul în ipoteza că fluxul mutual 
se adună la fluxul propriu, se obțin următoarele 
valori: 


Ф 


Д, = 1,47 — j2,615 = 3 ei 60°40'm180° 
„Ia = — 0,979 — j 1,924 = 2,16 e-i 11° m18% 
I, = 2,449 — j 0,691 = 2,54 e-i 15°45 m18% 


Valorile instantanee: 


u = y2- 220 sin (оё) 
i, = VZ 3 sin (ot + 60°40'т: 180°) 
ij = VZ- 2,16 sin (ot — 117°%: 180°) 
i = VZ- 2,54 sin (ot — 15545/z:180*) 


În ipoteza că fluxul mutual se scade din fluxul propriu al bobinelor sistemul 
capătă forma: 


= 10(5 +) Д + 50(1+ }) 2=0 
j20 1, + j 40 I, = 220 (ţinîndu-se cont de relația: J, = І, + I) 
Rezolvind se obţine: 
I, = 1,608— j 4,42 = 4,7 e- Vti 
I, = — 0,804 — j 3,29 = 3,4 e-i 1080401800 
І, = 2,412 — j 1,13 = 2,66 eitrie 
Bilanţul puterilor pentru cele două cazuri: 
a) S = Ul; = 220(1,47 + j 2,615) = 323 + j 575 
Р = RB = 32W 
0 = X} + Х, + 2Х,1,1,соѕ (o, + Ф) = 575 VAR 
a) S= U: 1; = 220(1,608 + j 4,42) = 354 + j 974 
Р = RB = 353W 
Q = X} + XA — 2 Xulia cos (o4 + pa) = 974,5 VAR 
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У^ Problema nr. 1.75. In circuitul din figu- 
ra 1.75 se cunosc: 


Z-Z-R4jik-24j5 
X;24LQ,-10;  Xa-eb-1nD 
XQ—9L,-20;  Xa-eL4-050 


22 


Fig. 175 X,— 61, =3 0; Xa = оЇз= 19 


Tensiunea electromotoare are valoarea efectivă U, = 220 V. 
Să se calculeze valorile instantanee ale curenților i}, îe, їз şi să se verifice 
bilanțul puterilor. 


Soluţie : 
Adoptînd sensuri arbitrare pentru curenți (fig. 1.75), teoremele lui Kirchhoff 
scrise pentru nodul A si ochiurile I si II conduc la următorul sistem: 


ZI, +j oL — јә — j oLiala + j oLa — job, + 
+ јә = О, 
29/1213 +j oLgly — j oLiI, + Zala — (j Lals + j ®1 £5 — j oLI) = 0 
һ=һ+1Ь 


Înlocuind, restringind termenii si rezolvind sistemul, se obțin următoarele 
“valori numerice, ale curenților: 


Ia = 22,13 — j 41,15 = 46,6 e—161"40'm:180* 

1, —11,8 — j 11,5 = 16 eiiftirscitos 

I, = 10,95 — j 29,65 = 31,6 e~ 16940180" 
Valorile instantanee sînt: 

u = [2.220 - sin ot 

i = y2 - 46,6 · sin (wt — 61%40'7: 180°) 

i, = VĒ +16 -sin (wt — 45°45'm: 180°) 

i = [27 + 31,6 sin (ot — 69%40'7: 180°) 
Bilanțul puterilor: 

S = ШЦ = 220 (22,13 + j 41,15) = 4 860 + j 9 050 
P = Rl} + Е, = 4855W 
Q= АШ + Lol + ЫҢ + ХЙ + XB — 2 oLylla cos (Ф ә) — 
— 20131,1, COS (ei — Фа) + 200Lasla1s COS (o; — Ф) = 9 044 VAR. 
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* Problema nr. 1.76. Reţeaua de curent alternativ 
din figura 1.76, a este caracterizată prin urmă- Ар 
torii parametri: 


к= 19; eL,—oL,—oL4—20; A 


зо 4 


eC 
u,= VZ- 100 cost; 4, = VZ- 50 sin «x 


4. Să se calculeze valorile instantanee ale curen- 
{Шог folosind metoda teoremelor lui Kirchhoff 
direct și matricial. 

b. Să se verifice rezultatele obținute folosind teorema curenților ciclici 
direct si matricial. 

c. Să se efectueze bilanțul puterilor. 

Soluție : 

Adoptind sensurile arbitrare pentru curenţi ca în figura 1.76, a, teoremele lui 

Kirchhoff aplicate pentru nodul B si ochiurile I și II se scriu: 


L-Ldl 
RI +j oL, — јә. — U, = U, 
п ү 1 i А 
Lala — joLali eg Da —1Ә obal 0 
unde: О, = 50ei? 


г} 


Fig. 176, a 


U, = 100e' = j 100 
Rezolvind sistemul se obțin următoarele valori: 
І, = — 5/6 + j 13,1 = 14,35 el 130180 
I, = — 23,04 + j 52,4 = 57,4 ei 1340180" 
I, = — 28,8 + j 65,5 = 71,75 eittri naso 
Rezolvare matricialà: 


h 
[NU] = 0> [-1 АЕ 


(СУ [Z] U] = ICI LU] 
jol, j oL 0 


d 0 
—1 1 0 јәс T —1 10 
јә; =j oly R Е 6+9 
— alui ba јә је 3-2 ү Сы 0 
joc I 
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Se obțin aceleași ecuaţii ca prin scriere directă. 

b. Metoda curenților ciclici, 

Reţeaua dată se poate descompune în două ochiuri 
fundamentale parcurse de curenții ciclici Z; și I; 
cu sensurile din figura 1.76, b. 

Se obține sistemul: 


(Е + јд) Д — (j oL, + јә) а = 0, +U, 


Fig. 176, b 


= (oL,  joL Z4 (j oLa + 2j oLa t + vas D 
Înlocuind numeric si rezolvind, se obține: 
Ij = —28,8 +} 65,5 
Щщ = — 23,04 + 52,4 


Rezultă pentru curenţii în laturile circuitului aceleași valori obținute prin 
aplicarea teoremelor lui Kirchhoff. 


Rezolvare matricialá : 


= 02: шл = era = | + 2] 


isernia] i] iem зо e 


-Ecuatia de mai sus devine: 


Е + jol, —1%( + Lu) IH Бра 
A м 1 = 
-jo (Œ+ Lu) je(Ln£Ia-Lu lo 
1+j2 —j4 Ет" 1 p `15 
—j4 SIL 0 6+i5[j41+j2 


II] = ZIUA] = ala A a 


= самы [5 | 
—23 + j 52,4 


Pci ; — 5,7 + į 13,1 ^ 
a-cun-b [уне] e Es] 
root 91399 — 28,7 + 165,5. 
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Valorile instantanee ale curenților sînt: 
i, = |2. 14,35 sin (o£ + 113%40"7: 180%) 
i, = [2. 57,4 sin (e£ + 113°40°т::180°) 
i = y2 -71,75 sin (e + 113°40'::180°) 


S = U,I5 + U,I5 = (50 + j 100) (— 28,8 —j 65,5) = —5 110 — j 6 160 
P= RI —5110W 


Q = oL aL, Ii — d I$ — 21,1, oLyscos (0) = 6 180 VAR 
a 


S Problema nr. 1.77. În rețeaua din figura 1.77, alimentată sub o tensiune la 
borne armonic&; de pulsatie variabilă о, sînt cunoscute rezistența R,, induc- 
tivitățile L}, La si Li» și capacitatea C. Să se calculeze pulsatia о pentru care 
curentul absorbit-de reţea pe la bornele de alimentare А, B este în fază cu 
tensiunea la aceste borne, 

Solufie : t ^ 

Dacă 1, este în fază cu U,, impedanfa complexă echivalentă а consuma- 
torului cuprins între bornele A si B trebuie să fie reală, ceea ce revine la a scrie 
că impedanta complexă echivalentă a consumatorului legat în serie си R, 
este nulă, (De fapt, condiţia este ca impedanfa complexă cuprinsă între 
D si B să fie pur ohmicá, dar cum consumul de putere activă al receptorului 
cuprins între bornele D şi B este nul, cuprinzind numai elemente reactive, 
înseamnă că rezistența lui echivalentă este nulă, deci condiţiile 2,6 = 0 
și Хв = 0 sînt: echivalente.) 

Pentru a calcula impedanfa complexă echivalentă a consumatorului legat 
între bornele D și'B, Zpp, se consideră pentru moment cunoscută tensiunea 
Ups și se calculează curenţii din rețea în funcție de această tensiune. 

Din cele două teoreme ale lui Kirchhoff privind funcţi- 
onarea rețelelor electrice în regim armonic permanent 
rezultă: A? 


Uns = јә, + јә, + j ә + j oL; 
0 = јә, + jolie, — —— I; 
К јәс 
0= 1—1 — І, 
Între cele trei ecuaţii ale acestui sistem se elimină I, 


2 


8 


și Ic $ se obține: Fig. 1.77 
Zau 
Ups =j o Lili + јә + (joLa + jol) In i 
4 ч oL, -— 
< ec 
1 
ol, — 
1, = Upg ac m 


jo [t + o (o - 5) -a+ tw (ota + =) EZ 
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Din condiția Zpp = 0, rezultă: 
(s + La) (oa — Z) (a + 3 (o£ + 2] 7 0 


(Lı + La) (LC — 1) (La + 1) (ө „С + 1) = 0 
(14 + Laz) 1С — (La + Lio) LC] o? = L, + Li + La + Le 


(o - f; L, + L, +21 
DETA + Ж жк Das Lb 
Observație: 

Cina tensiunea Uy este dată și finită, curentul 7, are, în cazul în care este satisfăcută relaţia (1), 
valoarea I, = z şi tensiunea 1а bornele DB este nulă, Ups = 1,203 = 


І. + l, + 2M 
CUAL, — M?) 


Rezultă de aici că pentru valoarea (1) a pulsaţiei, tensiunile la bornele bobinelor L, si La 
sint egale si opuse, putind atinge valori teoretic infinite. Circuitul funcţionează In mod asemáná- 
tor ca un circuit serie cu rezonanță de tensiune, 


Problema nr. 1.78. Pentru ce valoare К» a rezistenței din rețeaua reprezen- 
tată în figura 1.78 puterea consumată în circuitul secundar al sistemului este 
maximă, circuitul fiind alimentat sub tensiunea la borne, armonică, de 
pulsafie о, a cărei reprezentare în complex simplificat este U,. 

Soluţie : 

Din aplicarea celei de a II-a teoreme a lui Kirchhoff celor două circuite ale 

rețelei și cu sensurile pozitive ale curenților din figură, rezultă: 
U, = RJ, + io, +j oMIs 
0 = В, + јә, + joMI, 

Eliminind curentul Г, între cele două ecuaţii se obține: 

joM 
В, + jol, 


"E 
Ra + joel ———— 
„е R, + joL, 


Ia = —U, 


Comparínd cu expresia teoremei lui Thévenin: 


„з-ды. 
„Ак? жуг 
Se observă cá I, ar putea fi curentul debitat de un generator avînd tensiunea 
electromotoare: р, y, je 
^ 1, 1, E К? Ry ja, 
Lm și impedanfa interni: 


wM? А 
тб а 
în саге R, si X, stat rezistența și reac- 
tanfa internă a generatorului si care ali- 
mentează un consumator avînd impe- 
Fig. 1.78 дапја Z = Re 


Z=Z дад 


138 


Puterea disipată în rezistența R, este: 


va ба 
р = К,8 = В, R 
f ZAZIE +в х} 


Se notează: 
Z —(R + R) +}Х, 
Zi = (R+ R} + Хх 


Condiția ca puterea P să fie maximă se obține prin anularea numărătorului 


Р „ ӘР .. x 
derivatei AR din care rezultă: 
a 


ӘР va 2(R, + В) U? 


= R,—0 
OR, (Qu RO + Хр 18, в Хр * 
Rezultă: 
R=R+ă=Z 
Dar, 
m 
Rio] e = zz 
E aM? WMR |. 72 A 
Zi = joL, + паја врач j oLa Ti oL R+iă 
Jm "7 [е + atzi ( 1- zzJl 
TIR = И - 
Z-yRTX Abreu Ra 


sau punind: $ = Ж, rezultă: 
Lia 


Y OMIR + o! LIRE + ӘЛІ — PE 


Raus [gu 


Problema nr. 1.79. Să se deducá condiţia de echilibru a punţii de curent 
alternativ din figura 1.79, a şi să se arate că aceasta nu depinde de variaţia 
în timp a tensiunii de la bornele de alimentare ale punţii, cu condiţia ca 
această tensiune să fie o funcțiune alternativă de timp. 


Solufie : 

Se presupune că puntea este alimentată sub o tensiune care variază armonic 
în timp si a cărei reprezentare în complex simplificat este U,, în sensul pozi- 
tiv din figură. 

Fie curenţii complecși în laturile rețelei ca în figură, curentul în diagonala DC 
fiind nul, deoarece puntea s-a presupus a fi în echilibru. 


Deoarece din schema montajului nu rezultă sensul de cuplaj al celor două 
bobine, se va tine seama în rezolvare de cele două sensuri de cuplaj posibile. 
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Din aplicarea celor două teoreme ale lui Kir- 
chhoff ochiurilor ADCA si CDBC si nodurilor D 
și C rezultă: 

Numărul de ecuaţii este dat de teorema lui 
Euler: 


I n—1=2 
II î—n4+1=5—3+ 
Rola +j oala + jeL 


Rl +L- Rl =0 
јәс, 


2+1=0 

L= +21, 
Observaţie: Ecuația a 5-а nu s-a mai scris, deoarece s-a 
presupus Ipc = 0. 


Se folosesc ultimele două relații pentru a înlocui pe Т, si 7, în funcţie de 
І, $i Із: 


Fig. 1.79, а 


Ia dai 1=1+1, 
(Ra + јә) 1, јә, + Ia) = 0 


1 
—- 
(А, +j oL, + j oL) I = F jo Lil; 
1 
(£ +g) rh 


Prin împărțirea celor două relații se obține: 


Ra + jol, + јә — F jols 
1 R 


Rere 
јәс, 


Prin aducerea expresiei la forma liniară și separarea părții reale de сеа 
imaginară se obţin cele două condiţii de echilibru ale punţii: 


RR, + В, (La + Lu) = =] АЁ, F zs 


RAR = F a ; 1.1.) = ФІ, 


RRC = F Lia; РЫ, E К Luk, = 0 


Li = + RRC: b. = CR + Р) 
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Deoarece din cele două alternative ale primei 
condiţii nu este posibilă decît aceea după care: 


Lia = В,С, (deoarece R şi C nu pot fi decît +) 


și care corespunde unui cuplaj (—) al celor două bo- 
bine față de sensurile pozitive atribuite curenților în ẹ 
rezolvarea problemei, echilibrul punţii nu poate fi 
realizat decît cu un cuplaj al bobinelor ca în fi- 
gura 1.79, b. 

Din condiţiile găsite se vede că echilibrul punţii 
nu depinde de frecvenţa ei de alimentare. 

Din descompunerea їх serie Fourier a tensiunii 
alternative la bornele de alimentare ale punţii, re- 
zultă că cele două condiţii de echilibru ale punţii 
sînt valabile în orice regim periodic permanent. 


Fig. 1.79, b 


2 Problema nr. 1.80. Să se calculeze impedanfa complexă echivalentă între 
bornele de alimentare ale unui sistem compus din legarea în paralel a două 
bobine, identice, avînd rezistența neglijabilă si inductivitatea L}, fiecare din 
aceste bobine fiind cuplată cu cite o bobină de rezistență neglijabilă și induc- 
tivitate La. 

Inductivitátile mutuale respective sînt egale si au în modul valoarea Lys. 

Cele două bobine de inductivitate L sînt conectate amîndouă în paralel 
cu un consumator a cărui impedantá complexă este Z. Tensiunea de ali- 
mentare а bobinelor este o tensiune armonică de pulsafie w. 

Solufie : 

Problema nu specifică sensul de cuplaj al celor două perechi de bobine. 

Presupunind un sens de cuplaj dat pentru două din bobine, există pentru 
cuplajul celorlalte două alternative. Astfel, față de sensurile de referință alese 
pentru curenți ca în figură, perechea I de bobine are un cuplaj pozitiv (fluxul 
mutual este în același sens cu fluxul propriu), iar perechea II de bobine are un 
cuplaj pozitiv sau negativ. 

Aplicînd teorema a Il-a a lui Kirchhoff unor contururi ușor de regăsit, 
se obțin relaţiile: 


јә = j oua Is =U, NE Аа 


јо + jelly = U, 
ГА ox 


dt de 


Zla+iolali + jolali =0 % 
ZL-jeLIbjeL4If—0 S 


și teorema I alui Kirchhoff noduri- 
lor A si C, se obtine: 


D= B+ н Кага 
L= +i Fig. 1.80 
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Se caută să se obțină curentul Г, în funcție de U, eliminînd toți ceilalți 
curenți și anume: 


L= alt Zi —(Z +1201] 
14@2 + j oL) 
I = EH E gen) + Щй 
1422 + јә) 
Substituind aceste expresii în relațiile anterioare se obține: 


ате Зоос ELA EALEN 
јә + јә LZ jul) U, 


i TAE а HZ + j cola) + 17] 
oL, I + jor, Z5 Si за y 
ЈА E JoL 1427 + jol) Us 


Rezolvind sistemul si substituind: 
Li = Lila, în care: 0<Ё&1 


se obține: 
Us 
== a 
jol, [een] 
sau tinind seama că: Z, = Ji + I1, rezultă: 
1-24-2 э 
OA ON ti 
jo ;[ fas +2] 
Impedanta echivalentă care se cere se calculează din relaţia ei de definiție: 
ma Dei А 
Za = іо 000] 
Scriind explicit cele două soluții: 
à $a 2AZ joL, 
== = N ame ON TEN 
Ze aa zie esee] 3 d ala Шету, 


Zina = јо (1—4) 


Din aceste relaţii rezultă următoarele concluzii: 
a. Impedanfa cerută depinde de Z în cazul în care cele două perechi de 
bobine sînt cuplate cu aceeași polaritate și nu depinde de Z în caz contrari; 


b. În cazul unui cuplaj foarte slab А > 0 (L5 — 0), lim. Za = ii oL, 
dupá cum era de asteptat ; 

c. În cazul unui cuplaj foarte strîns А — 1: 

22 Бу ME 
22 + jol: 22 + jol, 


lim Zi, = = 


Ac 2 


jeL, 
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(cazul a două transformatoare ideale conectate în paralel), lim Zis = 0 
А-4. 


— în acest caz montajul este echivalent cu un scurtcircuit între bornele 
А și B. 
d. lim 24в = i jol, — corespunde cazului 5) cînd există un cuplaj 
2-9 
foarte slab. 


e. Z=0; ZZ 
N Problema nr. 1.81. Să se calculeze inductivitatea echivalentă a montajului 
din figura 1.81, a, raportată la bornele A si B, inductivitátile L si M fiind date. 
Soluţie : 

Deoarece inductivitatea echivalentă a montajului nu depinde de regimul 
în care funcţionează rețeaua, se poate calcula în ipoteza că sistemul este pus 
la bornele AB sub o tensiune armonică de pulsafie о, a cărei reprezentare în 
complex simplificată este U,. 

Se va rezolva reţeaua folosind metoda curenților ciclici. N = 4; L = 6, 
rezultă deci din teorema lui Euler că numărul de ochiuri fundamentale (de 
curenți ciclici independenţi) este: 

o=L-—N+1=6—4+1=3 
Se aleg ca ochiuri fundamentale ochiurile ACDA, CBDC și ADBA parcurse 
de curenții ciclici Zi, 1, 1%. 
3jeL Ii — jeLI; + joMIs — joLI; = 0 
— joLI -- jaMI; + Gj eL — 2j oM) I5 — joLIj = 0 
—jeLn = јер + 2111, =U, 
Din prima ecuafie rezultá: 


pi —ieHirHGeL-jeMw) цам) HH 1-4] 
"1 3jeL 3L 3 3 L 


Înlocuind în a doua si a treia ecuaţie se obține: 
je(M — 1)[% 4. 2 (1 — MA 
jim- DE (i-e 
+ (8jeL —2joM) I2 — joLI; — 0 
—jeL[5 4A (4. — м] 
babes [t Т) 
—joLI + 2j eLIj =U, 
Restringind termenii se obține: 
I5 [ E com: 


3L 
sp grate de 5 
, [jo (M — 4L) PES 
qi, PEM o4 Рр 5Е „р 
E [ 3 Bio = Us Fig. 181, a 


E'iminind ре Is se obține Z5: 
H 3U, | — 4ML + 8L? — 2M? M? 
23 = = 
3jeL ] 


— 4МІ. - 813 —2M*  —AML + 8L! — 2M* 


Ufi м? 


= 5 E 3LdI — Mi — zu 


Impedanfa echivalentă a receptorului între bornele A si B se calculează 
din relația ei de definiţie: 


S 1 i 
Za = т ©з Ms Ro jx, 
L '2L(43 — M! — 2LM) 


Cum circuitul nu consumá putere activá (nu are decit elemente reactive), 
rezistența echivalentă a circuitului este nulă, deci: 


Zu = joL, 
în care L, este inductivitatea echivalentă cerută. Deci: 


1 
ЕТИУ oom 
2L (12 — M? — 2LM) 


„= 


sau notind М? = &L,L, = kL?, în care coeficientul de cuplaj keste 0< k <1: 


1 


„= 
ол ЖЕК. Bu 
L 2L4—k— 2y&) 


Observaţie: 


Relaţia obținută mai sus trebuie să verifice cînd M — 0 condiţia: 


lim L, = L, 
2 Z м0 
deoarece în acest caz montajul reprezintă о punte 
de curent alternativ în echilibru, în diagonala căreia 
curentul este nul. 

Impedanfa echivalentă a acestei punti, între două 
puncte oarecare, se poate calcula în consecință, con- 
siderînd puntea lipsită de diagonala ei interioară, ca în 

A B figura 1.81, b. 
Fig. 1.81, b Se observă uşor că în aceste condiții L, = L. 
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^ Problema nr. 1.82. Circuitul din figura 1.82, alimentat de două surse 

de curent alternativ de tensiuni electromotoare U,, = 200, U,, = 200 — j 50 

şi de impedante interioare neglijabile, este format din impedantele: 
Z-2(-ci2: aL,=4; oL,——2 
Za=(1+i2); | e—4;  eL,4—2 
Z£-Q—ij2;  el—5;  eL4—3 

Sá se calculeze valorile instan- 
tanee ale curenților în laturile 
circuitului și să se verifice bi- 
lanţul puterilor. 

Solufie : 

Se rezolvă problema utilizînd 
metoda curenților ciclici. Fie Jį 
și I cei doi curenți ciclici care 
parcurg ochiurile fundamentale 
AUAB și AUaB. Ecuațiile Fig. 1.82 
sînt: e 


Ii (Zi t jeL, + јә + Za — 2jolLs) + Is (joLs + Za — jol — 
— јо + јә) = Un 
(је + Za — joLi — јә + joLa) + IZ; + joL, + joLs + 
+2 + 2jeLa)— Un 
Înlocuind numeric si restringind termenii se obține sistemul: 
113 + j5) + 2 241 + j 3) = 200 
27 (14-3) + 313 + j 5) = 50 (40 — j) 
Rezolvind sistemul se obţine: 
1i = 29,3 — j 24,9 
Li = — 11,42 — j 1,74 
Curenții în laturile circuitului зїпї:` 
In = I| = 29,3 — j 24,9 = 38,5:е-0030=107 
= l; = — 11,42 — j 1,74 = 11,б.е-— 11120 1607 
= I1 + I; = 17,88 — j 26,64 = 32,1 e- 18° xi 
Valorile instantanee sînt: 
i, = [2 38,5 sin (ot — 40°30' n :180°) 
ij = [2 - 11,6 sin (at — 171°20' x:180%) 
is = [2 -32,1 sin (at — 56° x: 180%) 
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Bilanţul puterilor: 
S—U,IH + U,Ii— 3 660 + j 5 900 
Р = R} + Ra B+ R = 3674W 
Q= Xt + Хы + Xi + oL oL + oL — 
= 201313 cos (pi — Ф) — 2Lyl;l; cos (pa — Ф) +2 ӘД Ig, cos (pa — 
— Ф) = 5890 VAR 


x Problema nr. 1.83. Schema echivalentă. a  autotransformatorului din 
figura 1.83 se caracterizează prin parametrii: ' 


oL, = 200; n-30 
oL, = 30 О; 7,—40 
oM = 15 ©; 


Tensiunea Іа bornele autotransformatorului are valoarea efectivă U = 200 V. 
Să se determine curenții 7,, I», I, si tensiunile U, și Uz, pe o rezistență 
ӊ=500 


Solufie : 
Problema se rezolvá prin aplicarea metodei curentilor ciclici: 
Dă — numărul laturilor circuitului ; 
n=2 — numărul nodurilor ; 


o =} — n + 1 = 2 — numărul ochiurilor independente. 
Fie I; I$ curenții ciclici care parcurg cele două ochiuri fundamentale 
din figura 1.83. Ecuațiile sînt: 
(ri + joL, + ra + јә, + 2j9M) I1 — (ra + joL, + joM) I, = U 
— (ra + јә, + joM) Li + (ra + rs јә) Is =0 
Înlocuind numeric și restringind termenii se obține: 
(7:80) I — (4 + j 45) Z4 = 200 
— (44 j45) L + (54 + j 30) = 0 
Rezolvînd sistemul se obțin soluțiile: 
20 —(41+45) 
А, _ | 0 54 + j 30 
A ^) 74i 80 — (4 -j45) 
—(4+]45) 54-4-j30 
74+j80 20 | 
| — 4 4 j45) 0 
7+]80 — (4 + j 45) 
ада, 54 + j30 
= 2,16 — j 0,2015 


1,444 — 2,59 


== 
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Curentii din laturile reţelei sînt: 
I, = I} = 1,444 — j 2,59 = 2,97.e-i- 60505180 
l=h=h 0,713 — j 2,388 = 2,5-e—i106"40 m180° 
13 = 1; = 2,16 — j 0,2015 = 2,17:e-) 2 aso 
Bilanţul puterilor: 
S = U I; = 200 (1,444 + j 2,59) = 288 + j 518 
P = ndi + rA + 308 = 286 W 
Q = ©. + oLali + 20MI;; cos (9, — Ф) = 516 VAR 
Tensiunea la bornele bobinelor: 
U, = jol + jeMI, + 7I, = (3 + j- 20) (1,444 — j 2,59) + 
+7 +15 (— 0,73 — j 2,388) = 91,93 + j + 10,04 = 92,5 еї: 6°30 xis 
О, = joL,l, + 7I; + joMI, = fala = 50 (2,16 — j 0,2015) = 
= 108 — j 10,06 = 108,4.e—i: 920 =180° 


Se verifică relația: 
U =U, + Us = 91,93 + j 10,04 + 108 — j 10,06 = 200 V. 


Problema nr. 1.84. Să se determine intensitátile curenților prin laturile 
rețelei din figura 1.84, a. Se cunosc valorile instantanee U,, = 8,6 /2sin (ot + 
+ 35^30' =:180°), О, = 29,4 ү2 sin (ot — 35°20' x: 180°), i = 8,95 VZ sin (ot — 
— 26°34' x: 180°) ale generatoarelor de tensiune si curent din rețea. Elementele 
de circuit au valorile: R, = 30; R= 8 Q; R—50;L,— 1,27 mH; L, = 
—2,54 mH; С, = 106 uF. Frecvența 


identică pentru toate generatoarele Д б 
este de 500 Hz. 4 NE: re 
Soluţie : *(D в, © d @% 


Reprezentările în complex ale sur- 2 
selor sint (fig. 1.84, b): 


Ce 2—7 
а) Un = 8,6 • йөзне — Фф " 4] Q^ dx 
= 8,6 (0,814 + j 0,580) — 7 + 5j B 
b) Uny == 29,4 - 0020 eio = ? ? 
— 29,4 (0,816 4- 
+ 10,578) 224 — 17 j 
1 = 8,95 + еј? m80 — 


= 8,95 (0,895 — j 0,447) = 8— 4j Fig. 1.84 
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Reactantele din circuit sînt: 
Xe = — 1eC, = — 12 т -500 · 106 +1079 = — 3 Q; 
Ха = oL, = 2 + п 500 + 1,27 -103=40; 
Xa = oL; = 2 п 500 - 2,54 - 102= 8 О 


Determinarea intensităților curenților se poate face prin aplicarea metodei 
curenților ciclici. Deoarece rețeaua contine un generator de curent, ochiurile 
independente (în număr de о=1—я + 1 = 3) trebuie alese їп așa fel 
încît latura ce conţine generatorul de curent să fie parcursă de un singur 
curent ciclic. Pentru urmărirea comodă a scrierii ecuațiilor, rețeaua a fost 
rearanjatá sub forma din figura 1.84, c. 

Fie Ij, Is, I; curenţii ciclici in ochiurile precizate în figura 1.84, c, Ecua- 
fille curenților ciclici pentru aceste ochiuri se scriu: 


АП + Za (i — L) = Uau + Шы 
Za (L — 1) + 215 + 1) = — Us 
240+) -0=0 


Tinind seamă că între curentul ciclic 75 și curentul Z debitat de generatorul 
de c irent există egalitate și că prin urmare este cunoscut prin datele problemei, 
ecuațiile se scriu sub forma: 


D(A + Za) — 1:2; = Ua ie 
— HZ + Ц, + Z ar Us 
4 + I) = 
Înlocuirile numerice în primele două ecuații conduc la sistemul: 
(8 +j) Д — (5+ 4j) l= 31 — 12j 
=(5+4) 4+ (9+8) = — 72+}, 
prin a cărui rezolvare cu regula lui Cramer se obțin curenții: 


31-12 —(5-4j) 
—n2-4i 9+ 8j | 11—14j 1—13j - 


L = -= ч 
А 55 33) 5+3j 


— (1+ 2i) 


84j Ка] 
1, I ean —72-i — 3724  1—34 
ne ^ 55--33j 5+3j 


=—(5—3]), 
în carc A este determinantul sistemului: | 
i 
A = (8 + j) (9 +8 j) — (5 + 4 j)? = 55 + 33j = 11 (5 + 3 j) 
Din cea de-a treia ecuație se găseşte: 


U=4(1 +j) (—5 + 3j + 8-— 4j) = 8 (2 + j) = 17,89 eise 
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Intensitátile curenților prin laturile rețelei din figura 1.84, a, vor fi deci: 
1, = Ij = 1 +2 j= 2,236 ейб2°6 sso. 
i, = 2,236 V2sin (wt + 63°2х:6' : 180°) 


U A 
I .IÀ 99b is 


l= 2--j— 2,236 eitis nas 


E 8 
dy = 2,236 2 ѕіп (0/-- 26°34' х:180°) 
Il-Ii-—li 1—2j + 5 — 3j = 4 — 5j = 6,403 e- 5v m18% , 


dg = 6,403 VZ sin (at — 51720" х:180°) 


1—2j —2,236e- 10326 sso, 


i, = 2,236 |/2 sin (t — 63°26' т::180°) 

Problema nr. 1.85. Să se calculeze puterile în elementele reţelei din 
figura 1.85, a și să se efectueze bilanțul puterilor, Inductanfele L, și La sînt 
perfect cuplate (coeficient de cuplaj unitar). Se cunosc: U, = ү2соѕ ot; 

= Vzsin et; А —20; К„= 50; C = 1000uF; L, = 0,1 H; L; = 04H; 
w = 100 rad/s. 

Soluţie : 

Inductanfele L, si L, avînd coeficientul de cuplaj unitar, rezultă că M = 
= |1,1, = 0,2 H, că circuitele cuplate au un raport de transformare 
n= J= = 2 și că transformatorul perfect format din înfășurările L, și La 
poate fi reprezentat printr-un transformator ideal ca în figura 1.85, b. 

Pentru rețeaua echivalentă din figura 1.85, b se scrie: 


һ=@= 0,5; i = 0,5 VZ cos ot 
Я 


n2 loj i, = — 0,1 V2sin ot 
joL, 
U, = nU, — nU, — 2 
1 = = 04; = 0,4 VZ cos at 
Io = In + I4 n1,—1—05—01j-08—j—13—11j 
1 
-——I1--—j:10.j—10 
U= t 1-10.] 
U, 
k M 


Puterile în elementele rețelei sînt: 
Pai = RD = 2 (0,5)? = 0,5 W 
Pra = RE = 5 (0,4)? = 08 W 
Qi = eL, = 10 (0,1)? = 0,1 VAR 
Qc = — L1 = 10-1: = —10VAR 
eC 
Transformatorul fiind ideal, P,, = 0, = 0 
Puterea aparentá debitatá de generatoare este: 
S-U--U--—1j41(3411j)-13—99j 
P—13W; Q——99VAR 


Bilanțul puterilor este prin urmare verificat. 
De remarcat că puterea reactivă în circuitele cuplate din figura 1.85, a, este: 


oLa(13) + eL,I3 — 20MI41 cos (15 13) = 10 - 0,65 + 40 :0,16 — 
— 40.0,4.0,8 = 0,1 VAR, 

în care = I, + nl = —0,1 j +0,8 si I; = V0,65 = 0,806 
Valoarea obținută coincide cu valoarea Ọ,, calculată pentru rețeaua din 
figura 1.85, b, cum era si normal deoarece schemele sînt echivalente. 

Problema nr. 1.86. Pentru circuitul din figura 1.86, să se calculeze căderea 
de tensiune 4, la bornele condensatorului C. Se cunosc valorile elementelor 
de circuit, coeficienţii de dependență « si g și t.e.m. aplicată. 
Soluție : 

Teorema Kirchhoff I aplicată nodului A si apoi nodului B conduce la: 

L= UR +8U. 
I,— gU, — «1 = g(1 — «) U, — ашк 

Căderea de tensiune е la bornele condensatorului C va fi prin urmare: 


91-91 €. 
T јәс ^ — јәЕС 


E [xe-»-* 
R јәс 
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Problema nr. 1.87. În rețeaua 
din figura 1.87, în care transfor- 
matorul este ideal, se cere sà se cal- 
culeze curentul 7; si căderile de ten- 
siune din primarul si secundarul 
transformatorului U}, respectiv Uz. 
Solufie : 

Se va aplica metoda curenților Fig. 1.87 
ciclici. Numărul ochiurilor indepen- 
dente este: o =} — n + 1 = 5— 3+ 1 = 3. Alegînd curenții ciclici în, 7, 
13 cu sensurile figurate, ecuațiile curenților ciclici, în complex simplificat, 
se scriu: 


U,— ZI +U, 
0 =U, — Z,I5 — 21; + Ц) = Us — (Za + 2) 1, — 21% 
U, = Z5 (L+ L) Z — ZI + (2% +), 
la care se adaugă ecuațiile transformatorului ideal: 
UU, = mfn = n 


LI — m/m = 1 sau ЩЩ = Mn 


Din ecuaţiile de mai sus se obţine: 


„2, +920, _ UZ + Z9 ZU, 


2 (+Z +9- Z+ Z+ Z 


1 
J=- eZ) — ZU, 
nli = л 
d; 
Z+ AA LA 


expresie din care se deduce: 


zi | Ф Z4 - 2) ] =u, 


n LLLA LA 


(Za + 20) — nZa 


L= U, 
AUT BE EA +Z) ZZ) —* 


Expresia lui U, se deduce din prima ecuaţie: 

ZZ, Z4) — nZZ, | 
n (22, + 2,2, + ZZ) ZU + Zo. 
nZ, + ZZ) ZZ, Ui 
n 


U-U-ZAL-uUl[: 


|с: 


5 ‚ ат U= 
nO + ZA LE) + Z+ 20 
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1.8. METODE DE REZOLVARE A CIRCUITELOR ȘI REȚELELOR 
DE CURENT ALTERNATIV 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 1.88. Se dă circuitul din figura 1.88, a, în care impedantele 
sint egale: 2 = (3 + j 4), iar tensiunile electromotoare ale generatoarelor 
sînt egale ca mărime si în fază: О. = О, = U, —200 V. 

а. Să se calculeze curenții Z, 7,, Z, în situaţia în care întreruptorul (K,) este 
închis, iar (К,) deschis și să se efectueze bilanțul puterilor. 

În această situație să se verifice curentul Z folosind teorema generatorului 
echivalent de tensiune. 

b. Să se calculeze curenții I', Ii- I; în situaţia în care întreruptorul (K,) 
este deschis, iar (К,) închis și să se efectueze bilanțul puterilor. 

Să se verifice în această situație curentul 7, cu ajutorul teoremei genera- 
torului echivalent de tensiune. 

c. Presupunind închise ambele întreruptoare, să se calculeze curenții în 
laturile reţelei, folosind oricare din teoreme. 


Indicații şi răspunsuri : 
a. În situaţia în care (K,) este închis, iar (K,) este deschis, rețeaua este 


cea din figura 1.88, b. 
Aplicind teorema curenfilor ciclici se obfine: 


L = 1, = 192 — }25,6 = 32 e- I9 cie 
1, = Із = 33,6 — j 44,8 = 56 e- 152° т:180° 
1= Is — L; = 14,4 — j 19,2 = 24 e- 153° 180 


Fig. 188, а, b, c, d 
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Bilantul puterilor: 
S = Шы + Шы}; = 17280 + j 23040 
Din teorema generatorului echivalent de tensiune (Thévenin): 
U, 
12 = 14,4 — j 19,2 
= Z+ Zane 


Schema generatorului echivalent de tensiune este dată în figura 1.88, f. 
b. (Ку) deschis, (K;) închis (fig. 1.88, c). 
Aplicînd teorema curenților ciclici în cele două ochiuri se obține: 


l=} = 24 — j32 = 40 e7153 mis — p! 


5-0 


i 
y 


Bilanţul puterilor: 
S-—3U,I7 + j 32) = 14400 + j 19200 
Р = 381; = 3:3-40? = 14400 W 
0 = 3X} = 3:4-40? = 19200 УАК 


Din teorema generatorului echivalent де tensiune: 


н йын з 


O Z+ Zan 


‚ (Kı) închis; (K,) închis. 


Rezolvind reţeaua din figura 1.88, g cu metoda curenților ciclici, se obține: 
În = Îi = 18 — j 24 = 30е 158° mia 
= 33 — j 44 = 55 e7 i58 miso 


L= Ц =3— j4 = Seo irma 


Fig. 1.88, e, f, g 
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Bilanțul puterilor: 


S = UAI + Uli + U,I3 = 17 400 + j 23 200 


P=RE+E 


+Ң+ 1) 


0=х(8 + 


+1 -+ 1) 


17 415 W 
23 220 VAR 


Problema nr. 1.89. Se dă circuitul din figura 1.89, a în care toate impe- 
danțele complexe sînt cunoscute: 


Z-1 2 Z,-ij9 
Z-27 2=16: Z,—-—j10 
Z-5 2, Zu--iH 
Z,—4; Z,—j8 


Tensiunea electromotoare are valoarea efectivá U, — 120 V. 

Să se calculeze valorile instantanee ale curenților în toate laturile circui- 
tului, folosind teoremele transfigurării și să se verifice bilanțul puterilor. 
Indicaţii si răspunsuri: 

Se transfigurează mai întîi triunghiurile ACE si АЕР în stele. Reţeaua 
devine ca cea din figura 1.89, b și apoi cea din figura 1.89, c, cu 


2,2, P 2,2, 5 1 
20 = тт = 1+0 20 LEO 380) 


Fig. 189, 
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Zona = Zo'p + Za = 7,61 — j 3,08 
Zona = Zor + Za = 18,8 + j 24,16 


2, m 9 
Zos = 222 -Žore — 1,505 — j 2,042 
АБ oak A ! 


Zion = Zao + Zon = 4,505 + j 0,958 
2 oa, 

оз -L9nB coy L—1372— 10,677 

0B Zona + Zore 1 

Дев = 200 + Zos = 4494 j 1473 


TRTE? 
Z = -f4on'5408. 2,25 + j 0,607 
AEA $ 


Z, = Zn + Z' = 2,25 — j 10,393 


Alegînd tensiunea U, origine de fază, curenții sînt: 


Iu = = = 2,385 + j 11 = 11,24 ei 7630 180 


7, 
I'—1,—7—495 = 0,91 + ]5,617 
= A Zion + Zion T 
Zaos i 
-= = 1,47 5,372 
Zaon + Zao'a +) 
Is = lo = — Zoe — = 0,325 + j 4,95 = 4,96 ei 93°46” тл180° 
Zocn + Žogs 
1,= 1 = Zoos = 0,872 + j 0,675 = 1,105 ei 37455180 


Zoca + Žoga 

Curenţii Ј,, Ie Is Ja, I» Ig se determină din condiția ca tensiunile 
dintre nodurile stelei și triunghiului să rămînă neschimbate prin trans- 
figurare: 


L= Zeol, + Zaol L 2,54 + j 6,4 = 6,91 el miso 

s 2, 

1, 2061, + 2407 _ 2,78 — j 1,52 = 3,175 e-) 2840 m:180° 
2, 


zs Zeola—Zorle — 3 12,328 = 3,065 e-i 4915 sie 


2, 
L= Lon = 17—098 = — 0,155 + j 5,266 = 5,27 eir riso 
ww 5, Zorn + Zo'pa 
I,— Ге» = 1 2025 — = 0,403 + j 0,108 = 0,418 elite 
- Zore + Zo'pa 
1,= Zola Ег = — 0,407 + j 5,253 = 5,27 ei %26 тла” 
2, 
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I, = 2001: — Žorls — 992g j 196 = 2,18 ej115°20 sae 


x: A 
noe р а 
de eain Sol = = 1,7 + j 1,288 = 2,14 ei 3715180 


z 
Problema nr. 1.90. Circuitul de curent alternativ din figura 1.90, a este 
alimentat de douá generatoare, ale cáror tensiuni electromotoare au repre- 
zentárile in complex simplificat: 
Ua= A V; Üa =j 12V. 


Circuitul e format din următoarele impedante: 


Z--—--jZ-ijeL-ijitZc-jL-j 
Сс, 
1 : H 1 1 
Ре s 2.7" E 
c EE ы a ЫЕ gru e 12 
a. Să se calculeze curenții în toate laturile circuitului și să se verifice bilan- 


tul puterilor. 
b. Să se verifice Г. folosind teorema lui Thévenin. 


Soluția întâi : 
Problema se poate rezolva aplicînd metoda tensiunilor la noduri (fig. 1.90, b). 
Alegînd nodul C ca nod de referință (V, = 0) ecuaţiile respective sînt: 


i 1 1 1 U, 
U', Ue. din, 
TE Za)“ Zig a 


Fig. 190, a,b 


unde 07, și Uz sînt tensiunile necunoscute dintre celelalte două noduri și 
nodul de referință. 


Rezultă: 
U, —164-j8 
U$—16—j4 


Pentru a afla curenții din laturi se aplică teorema a II-a a lui Kirchhoff, 
unor ochiuri formate din latura care inter-seazá si tensiunea cunoscută U% 
sau Up. Rezultă: 


Ha Naje g aA 
Ы / 
Tee Бас E слу 
-ja 
U4  —16—j8 
L=- = 
23 " 
2, 14 
16—j4 _ 
12 
16+j8—16+j4 
Li = = L=6 
12 
Mw 
Ыс гъ 
dde 2 
— + io 
joC 
Io= La -— PEU 
—— + io 
joC j 


Soluția а doua: 

Problema se poate rezolva și cu ajutorul metodei curenților ciclici. Alegind 
sensuri arbitrare pentru curenții ciclici Zi, 1, Z4 din cele trei ochiuri funda- 
mentale ale circuitului din figura 1.90, c, ecuaţiile care se pot scrie sînt: 

(Z + 2) Zi — Zl: = Ua 

— Zl + (Za + Za + Zu) Is — 
ез ША =0 

—AZl; + (Za + Z) Is = —Ua 

Rezultă: 
D= 8—j4 
1=6 

14-848 
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Fig. 190, c, d 


Se obţin aceleași valori ale curenților Z, ... Z4 $i Јањ 
b. Curentul Z, se poate exprima cu ajutorul teoremei lui Thévenin: 


=La 


I 
n7 


unde все este impedanfa de mers în gol a reţelei pasivizate (fig. 1.90, d): 


ZZ, +2, (60 , 2] — 12) 
M +2, zi ecco ды, j 
22 + Zaa+ 2. -j24424. CDU 200 
Zr jti4 , 


Tensiunea de mers ín gol este: 
Unco Ша — 2315, 


unde Z, este curentul ciclic în rețeaua din figura 1.90, d, care provine din 
reţeaua inițială în absența impedantei Z,. 
Rezultă: 
24 —i6 А 

Lg = = – (2 + j8 

24 j14j (2 +18) 
Se obţine aceeași valoare са la punctul а), 
dar cu semn schimbat. 


Problema nr. 1.91. Un condensator elec- 
tric este conectat în paralel cu rezisten- 
fa R, pe una din laturile punţii Wheatsto- 
пе Ry Ry, Ез, Ly. 

echilibrul punţii rezistenfele sînt egale: 
R=R=R=R şi І, = І. 

Să se determine în această situație са- 
pacitatea condensatorului C. 

Răspuns : с= 13 
mp 
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Problema nr. 1.92. Două surse de curent alternativ, de tensiuni electro- 
motoare U, = 100; U,, = ј 100, de impedante interioare neglijabile, ali- 
mentează un circuit format din patru impedante conectate ca în figura 1.92. 

Să se calculeze valorile instantanee ale curenților în toate laturile circuitului 
și să se efectueze bilanțul puterilor. Se cunosc: R = 200; oL, = oL, = 
oL, = 100; eL, = oLa = 50 
Indicații și răspunsuri : 

Problema se poate rezolva prin mai multe metode: prin aplicarea teore- 
melor lui Kirchhoff direct şi matricial, prin aplicarea metodei curenților 
ciclici direct și matricial. 

Soluția I: 
Aplicînd teoremele lui Kirchhoff se obține sistemul: 


(R + joL;) Iı + јә + joLisls + joLy 7, — joLI; = Un 
1®1515 + joLiI; — јә. — joLaI + joL,I, = U, 


Lit le= 
Rezultă: 

1\=—]5 

1» = 52 + j) 

І, = 10 


Forma matricială a teoremelor lui Kirchhoff: 
I (NJ[(1]=0 
II (CYIZILI] = [CF [U] 
|, 01 pă daci ^D bula 1 M Us] ru, 
BE s kee 


Se obtin rezultate identice. 


Soluţia II: 2 d2 
Aplicînd metoda curenților ciclici se 
obțin ecuațiile: 42 ^N s 
(R + joL; + jeL, + 2joLy) Ii + 
+ Gels + joLis — з) = Ua | 
(ial + joLi — jol) It + (Ж 
+ бод, + 197 — 2 јә). = Шы Fig. 1.92 
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Forma matricială este: 
[ZIIZ]=(U] 
101 Е + jol, 0 joLis ][10 
I = ICI LZ] а-[, А 1] 0 ә.  —jeLs |o: 
jeLa ^ —jeLs јә: JL11 
ji e (eom —jeLa + jolt joLs | []- 24 
joLa— joLa— jeLs--jeL, ^ jeL;— jeLs— jeLs-jeLj [I] QU. 
20 + j 30 d = 
jio ]10]];] 15100, 


zrn-ie[! =i -ael 251 
TU a (=j 24j3] 2—1«»|—j 2+i3 


"= тїп = 10 1 1 "n. —5j 
Ш асчу [25 zel les] 
-5 -5 ү р 
|- Z ч j - 
ж +] Lo] la 


Problema nr. 1.93. Un circuit electric monofazat este format din trei 
bobine identice, avînd rezistența R si inductivitatea proprie L. Două dintre 
aceste bobine sînt legate în paralel și ansamblul astfel format este legat în 
serie cu a treia bobină. Între bobina 7 și 2 există cuplaj magnetic, inductivi- 
tatea mutuală dintre aceste bobine fiind M. Sistemul fiind alimentat sub 
tensiunea la borne, 


10 
ш-юш-р | 
1 


Se obţin aceleași valori. 


и, = VZU, sin at, 


se cere: 


a. Să se calculeze valorile instantanee ale curenților prin cele trei bobine 
și să se efectueze bilanțul puterilor. 


A? ANNO ARE: b. Sá se calculeze impedanta echi- 
valentá dintre bornele de alimentare 
Л 4, ale circuitului. 
59 ec Aplicație numerică: 
ГА oL = eL, = 50 
В =109 
Fig. 1.93 U, = 100V 
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Răspuns : 
a. Curentii din cele trei laturi sînt: 


In = 621:e-i To sas — 6,17 — 0,77 


= 2,8 ei 3930 miste — 2 34 — j 1,54 


ba 


= 3,9 gi to sas — 3,83 + j 0,77 


li 


Bilanțul puterilor : 
S—U-I = (617 + j77) VA 


P= КЕ + B+ 1) = 6155 W 
Q = eL(It +I + I) — 2011,7, cos (e, — Ф) = 307,75 — 230 = 77,15VAR 


b. Impedanfa echivalentă între bornele de alimentare ale circuitului este 
prin definiție cîtul dintre tensiunea la borne și curentul de alimentare: 


Z, = D = 16,1 riwa = 15,95 + j 2,01 
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Capitolul 2 


REȚELE ELECTRICE TRIFAZATE 
ÎN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL 


2.1. BREVIAR DE ANALIZA REȚELELOR ELECTRICE 
TRIFAZATE ÎN REGIM PERMANENT ARMONIC 


2.1.1. REȚELE TRIFAZATE ÎN REGIM PERMANENT ARMONIC 


2.1.1.1. Sisteme polifazate. Un sistem format din circuite monofazate 
parcurse de curenți alternativi de aceeași perioadă și defazati între ei, sau 
avind tensiuni electromotoare sau la borne de aceeași perioadă si defazate 
între ele, se numește sistem polifazat, Fiecare din circuitele monofazate com- 
ponente se numește o fază a sistemului. 

Un sistem polifazat cu m faze se numește simetric dacă tensiunile la borne, 
tensiunile electromotoare și curenţii fazelor au aceleași amplitudini și dacă 
defazajele dintre tensiunile sau curenţii oricăror două faze consecutive sînt 


egale și egale cu 25. Sistemele polifazate in care nu sînt satisfăcute toate 
m 


condițiile de mai sus se numesc sisteme nesimetrice. 

Nesimetria unui sistem polifazat se numește parțială, respectiv totală, 
după cum prezintă nesimetrie numai tensiunile sau numai curenții, respectiv 
ambele specii de mărimi. 

Un sistem polifazat se numește necatenat dacă are circuitele monofazate 
izolate galvanic unul de altul. Un astfel de sistem cu m faze are 2 m conducte, 
Un sistem polifazat se numește catena dacă are legături galvanice între faze. 

2.1.1.2. Sisteme trifazate. Un sistem polifazat se numește /rifazat dacă 
numărul său de faze e egal cu trei (m — 3). 

Regulile de asociație a sensurilor de referință ale tensiunilor la borne și 
ale curenților, în cuplajul stea si în cuplajul triunghi, se bazează pe regulile 
de asociație cunoscute de la generatoare si de la receptoare, și sînt specificate 
în figura 2.1.1. şi în figura 2.1.2. 
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Fig. 2.12 


În figuri au fost folosite următoarele notații, considerate în reprezentarea 
în complex simplificată: 
2,2, Za impedanţele fazelor receptorului în stea ; 
Zi, impedanfa firului neutru; 
Zu Zw Zu,  impedanţele fazelor receptorului în triunghi; 
Ui, Uz, Us, tensiunile de fază la bornele generatorului ; 
Оу, Uaw, Озу, tensiunile de fază la bornele receptorului în stea; 
Ui» Us, Um, tensiunile de linie la bornele generatorului în conexiunea 
în stea și în conexiunea în triunghi; 
I, le Iy curenţii de linie în conexiune în stea și în conexiunea în 
triunghi; 
li» Ig, Ig, curenții de fază în receptorul cu conexiunea în triunghi; 
Uy, tensiunea la bornele firului neutru sau, în cazul sistemului 
fără fir neutru, tensiunea dintre punctul neutru N al recep- 
torului și punctul neutru O al generatorului ; 
Iv, curentul prin firul neutru. 


Reprezentările polare ale tensiunilor la borne în conexiunea în stea si a 
curenților în conexiunea ín iriunghi sînt cele din figura 2.1.3 si figura 2.1.4. 
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L 


Fig. 2.1.4 


Fig. 2.1.3 


Între reprezentările în complex simplificat ale tensiunilor de linie și de 


fază pe de o parte si între cele ale curenților de linie si de fază, pe de altă 
parte, există următoarele relații: 


Uy — Uz = Un = U, — Uz 


Da — a > 1, 
Urn — Озу = Um = Us — Us, Inn — 1ш > Ie 
Us — Ui = Иң = Us — Ui Ig — Is = ly 


Uy = U, — Шу = Ur — Озу = Us — Us 
Un sistem trifazat simetric de mărimi se numește de succesiune directă, 
respectiv de succesiune inversă, dacă mărimile asociate fazelor 7, 2, 3 se pot 
exprima în complex simplificat, succesiv, sub forma: 


Gi =G, Ga = а°б, Са = аб, 
respectiv sub forma: 


б, = б, Ga = аб, G = a*G, 


unde a este un operator complex care satisface următoarele relații: 


a3 == 1, 
a = a, 
si 
a+a+1=0. 


Un sistem trifazat de mărimi este de succesiune omopolară (sau nulă) dacă 
G=G, 6—6G G=G. 


Un receptor trifazat este echilibrat dacă impedantele tuturor fazelor 
lui sînt egale. 
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2.1.1.3. Receptorul trifazat echilibrat sub tensiuni la borne simetrice. 
În acest caz 


U;—aU, şi Ug = aUn, 
Us=aU, Un aU 


Fie U, si U, valorile efective ale tensiunii de linie si respectiv de fază, 
la bornele receptorului, iar 7, si 7, valorile efective ale curenților de linie, 
și respectiv de fază. 

a. Pentru conexiunea în stea : 


|U;| = [Us| = [Us| = [Uw] = |Van] = | Uy] = Up 


| Us| = [Us| = 101 = 0, 
U, = үЗ0,, 


Iy—0. 
Expresia în complex a puterii aparente a unui receptor este: 
S = Uli + Uli + Usl = J/3U, el ; 
puterea activá absorbitá de receptor este: 
P = Re (S) = |301, cos o, 
iar puterea reactivă absorbită de el: 
Q = Ән {S} = |3011, sin e, 


în care ф este defazajul dintre tensiunea la bornele unei faze carecare a recep- 
torului și curentul din faza considerată. 


b. Pentru conexiunea în triunghi: 
|Ui| = [Us| 7 | Us| = U, — U;; 
Zu = Zs = Zu = Z = Ze); 
ID = al = al = 
|I| = 1221 = Za = Ip 
1 = (31, 


AREA LE U, 
= == e- i, ==2 e-i? = Tie. 
Ia erm Та вес, Д = е 
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Expresia în complex a puterii aparente a unui receptor este: 
S = Unli + Uzlis + Uli = V3 U, e^ ; 
puterea activă absorbită de receptor este: 
P = Re {5} = V3 01, cos o, 
iar puterea reactivă absorbită de el: 


Q = Эт (S) = V3 UJ, sin o, 


în care ф este defazajul dintre tensiunea la bornele unei faze oarecare a recep- 
torului (egală cu tensiunea de linie corespunzătoare) și curentul din faza 
considerată. 

2.1.1.4. Receptoare trifazate dezechilibrate. În cazul receptoarelor deze- 
chilibrate cu fir neutru (receptor si generator în stea), fiind date tensiunile de 
fază la bornele de alimentare U,, U», Uz, tensiunea punctului neutru al 
consumatorului față de punctul neutru al generatorului se calculează în 
funcţie de admitanfele Y;, Y,, Y, ale fazelor receptorului si de admitanfa 
Y a firului neutru cu formula: 


UY, + UY. UY, 
Y, Ya + Y Yn 


Curentii Ј, din cele trei faze au expresiile: 


În cazul receptoarelor dezechilibrate fără fir neutru, cu receptorul în 
stea (fig. 2.1.5), fiind date tensiunile U,,, — Uy, dintre bornele 7,2,3 ale recep- 
torului și un punct arbitrar de referință M, tensiunile U,y pe fazele recepto- 
rului sînt date de relaţiile: 


Uy = Urm — Uym 
Ом = Usy — Unu 


Озу = Usu — Unm 


Fig. 2.1.5 
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Tensiunea dintre punctul neutru N al receptorului și acest punct arbitrar 
M este: 
YUm + YUm + YU 
ў +Ү,+У, 
Dacă se dau tensiunile de linie U,», Uz, Us, (în general nesimetrice), se 
poate alege drept punct de referință M, oricare dintre bornele fazelor. Alegind 


Usu = 


faza 1 ca fază de referință, punind M = 1, rezultă U,y=0, Usm = — Usa 
Uzu = Ug; tensiunea de deplasare Uy; a punctului neutru este: 
UY, ОШБУ, 
U,-—-—U-— Оз = Vata 
ыйсы рс Кеш 
iar curenții 7, au expresiile: 
U, —U a — U, Ua — 
T 5M vd = NI a =M d I. 
a mox E 2, =% 


În cazul receptoarelor dezechilibrate fără fir neutru, cu receptor în 
triunghi, dacă transfigurarea din triunghi în stea e dificilă (dacă există cuplaj 
magnetic între faze), curenții se pot calcula prin una din metodele cunoscute 
din teoria generală a rețelelor electrice în regim armonic permanent. 


2.1.2. COMPONENTELE SIMETRICE ALE UNUI SISTEM TRIFAZAT 


Studiul rețelelor trifazate dezechilibrate cu ajutorul teoriei componentelor 
simetrice se reduce la studiul a trei rețele trifazate echilibrate si sub tensiuni 
simetrice. 

2.1.2.1. Teorema lui Fortescue. Un sistem de trei fazori U;, Uz, Us poate 
fi descompus în următoarele trei sisteme: un sistem omopolar sau de succesiune 
zero S,, un sistem de succesiune directă S, si un sistem de succesiune inversă 
S, cu următoarele expresii matematice ale fazorilor acestor sisteme: 

în sistemul omopolar: 


Uo ots Uo 
Soj Uo = Uo în care U, = U, e; 
Uos = Uo, 
în sistemul direct: 
Un = Un 
S,| Ua = Ua în care О, = О, e^; 
Us = aUa; 
fn sistemul invers: 
Ua TM Un 
Si| Un = aUn în care U, = U, ei 
Ug = а?0, 
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Fazorii U,, Uz, Us se exprimă în funcţie de fazorii componentelor simetrice 
U, Ua U, prin relațiile: 


U,— Un + Ua + Ол — Ua + U+ U, 
U, = Ug + Ua + Оз = 0, + aU, + U, 
Us = Un + Un + Оз = aU, + 0, +0, 


Fazorii componentelor simetrice U,, Ua, U, se exprimă în funcție de fazorii 
U, Uz, Us prin relațiile: 


U, — (U, + U+ U), 


U, =+ (U, + ай, + US) 


U, = 10, +U, + a) 
2.1.2.2. Rețele trifazate cu receptoare statice 


a. Reţea echilibrată, sub un sistem de tensiuni nesimetrice. Curentii si ten- 
siunile nesimetrice dintr-o rețea trifazată echilibrată (R) se obțin prin su- 
perpoziția curenților si a tensiunilor simetrice din cele trei rețele componente: 
reţeaua directă (Кы), rețeaua inversă (R;) și rețeaua omopolară (R,) (fig. 2.1.7). 

Aplicînd teorema a doua a lui Kirchhoff diferitelor ochiuri ale rețelelor 
Re Ru Ro se obţin următoarele relaţii: 


Ua = 21, 
U: —Zl, 
U, = (Z + 3Zy) Io 
sau, notînd = d 
1 
E 
4 з 
% 
А 
R 


Fig. 213 


Aceste relații corespund schemelor echivalente monofazate directă, inversă gi 
omopolară (fig. 2.1.8). 
imetrice ale curenților se determină deci ре baza schemelor 
15, Із rezultă: 


Component 
din figura- iar curenții 7, 


enig 


L=al+ " 


vi Reţea echilibrată alimentată. ca mai multe sisteme de tensiune nesi- 
тео, 3 ‘Pentru o rețea есш complexă cu mai multe sisteme de ten- 


Us, Ui, Ui, 
A „calculul A m se 
face determinind componentele 
lor simetrice, I; Г, I, Д, 
Is, Is, I7, I5, I; , care satisfac 
sistemul de nouă ecuaţii cu no- 
uă necunoscute, care se obține 
aplicînd teoremele lui Kirchhoff 
schemelor monofazate echiva- 
lente directá, inversá si omopo- 
lará (fig. 2.1.10, a, 5, c). 

c. Rețea dezechilibrată sub 
un sistem de tensiuni mesi- 
metrice. Într-o primă soluție 


22 I 2 


Fig. 2.1.11 


se aplică metoda tensiunilor auxiliare; fiind dată rețeaua din figura 2.1.11, a, 
în care se cunosc 
Us Us Us; 2,2, 2 Zw 

pentru determinarea componentelor simetrice ale curenților din rețea se 
folosește rețeaua din figura 2.1.11, b, în care în loculimpedanțelor Z,, Za, Za, 
se introduc tensiunile la bornele acestora, U;, U;, Us. Această rețea se 
studiază cum s-a procedat în cazul rețelei echilibrate alimentată cu mai 
multe sisteme de tensiuni nesimetrice ($ 2.1.2.2, b). Pe baza schemelor echi- 
valente directă, inversă și omopolará (fig. 2.1.12), cu ajutorul teoremei a 
doua a lui Kirchhoff, se obțin următoarele relații: 


U; — U,— 0, 
Ui—U,—0, 
U + 3Z4I, — U, = 0. 
Acestea împreună cu relaţiile: 
U+ Ui + Ui = Z, + L + L9, 
U, + aU, + aUi = Z, + aIla + aL), 
Us + aU; + 20 = Za (L + ala + al), 


Ia deduse din legea lui Ohm, U; = Zl, Us = Zola, 
Uy Us = Zala, formează un „sistem de Pa ecuații cu 
Va şase necunoscute, U, Ui, U; 14,1, І. Tensiunile 
auxiliare si vuenţii prin elementele rețelei se calcu- 
lează cu relaţiile între aceste mărimi și componen- 
s tele lor simetrice. 
Ui и Într-o а doua soluție se folosesc impedantele de 
= calcul: 
1 
b ъ=т@+&+®), 
" p 1 
u Z-L + aZ + Z), 
EA MES A 
Pip 21 Z—3(A- + aZ), 
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cu ajutorul cărora se formează următorul 
sistem de ecuații: 
(& + 3291, + Zla + Zale = 0, 

Zalo + Zola + Z1, = Us 

ZL + Zl, + ZI, = 0, 
în care I, I, І, sint necunoscute, iar Z,, 
2. 2, Zu, О, О, О, sint mărimile 
cunoscute. 

d. Rețea dezechilibrată formată din recep- 
toare trifazate dezechilibrate, alimentată sub 
tensiuni la borne nesimetrice, Pentru calculul 
curenților prin metoda componentelor sime- 
trice, se introduc tensiunile auxiliare, alcătuind sistemul de ecuații al com- 
ponentelor simetrice corespunzător schemelor echivalente directă, inversă și 
omopolară. De exemplu, pentru reţeaua din figura 2.1.13, schemele echivalente 


sînt cele din figura 2.1.14. 
Notînd componentele simetrice ale tensiunilor și curenților cu: 


Fig. 2.1.13 


a "n. "n. prn qne qm. 


U; MA: MA Ui, Ui, Ui » Хо oo › 
І, L, Ii; Iu Li, Dill, 
sistemul de ecuații este următorul: 


U;" +Ui— О, = 0, U” +U; —U, = 0, 
Us — Ui = 0, U;— U; =0, 
1-1-0 = 0, Iu — Ii — 14 =0, 


U” + Ш + 32413 + 3Zal,— U,=0, 
Ш, +З, — 32413 — U5 = 0, 
L-L-E-6 

= Zl, [=Z [Ut-ZH 


Us = ZI |0=21 |U= ZI, 


U;—Zh (iUs;—Z lU =Z 5. 
În ultimele nouă ecuații se descompun tensiunile și curenții în componentele 
simetrice. 


Fig. 2.1.14 
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Fig. 2.1.15 


2.1.2.3. Reţele trifazate cu elemente dinamice (cu mașini rotative). Pentru 
mașinile electrice echilibrate se definesc următoarele mărimi: 
— impedanja directă 


egală cu raportul dintre componentele directe de tensiune U, si curent I,, 
obținut atunci cînd se aplică mașinii un sistem direct de tensiuni, fiind inde- 
pendentă de tensiunea aplicată în regim nesaturat ; 

— impedanja. inversă 


egală cu raportul dintre componentele inverse de tensiune U, si curent I, 
fiind independentă de tensiunea aplicată în regim nesaturat ; 
— impedanța omopolară 


U, 
Za = Se, 
AA, 


egală cu raportul dintre componentele omopolare de tensiune U, si curent Z, 
fiind independentă de tensiunea aplicată in regim nesaturat. 

a. Reţele cu elemente dinamice, echilibrate, alimentate sub tensiuni la 
borne mesimetrice. Pentru calculul curenților unui receptor dinamic sub 
tensiuni la borne nesimetrice, se utilizează schemele echivalente directă, 
inversă si omopolará în care intervin impedanfele 2„ 2, Z, (fig. 2.1.15), 

În acest fel, calculul curenților din rețeaua dinamică se reduce la calculul 
componentelor simetrice Z4, Z, I, din schemele directă, inversă și omopolară 
(fig. 2.1.16). 


lo 2 do la d; 5. 4 
TA | E | &( | 
Fig. 2.1.16 
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2.1.2.4. Reţele trifazate în regim de 
avarii. Avariile de întrerupere și cele de 
scurtcircuitare în fazele rețelelor trifazate 
se reprezintă prin impedante longitudinale 
şi, respectiv, transversale (figura 2.1.17 
prezintă un exemplu de avarie de scurt- 
circuit, în care conductele liniei trifazate 
sînt puse la pămînt prin impedanfe de 
valori diferite). 

Pentru calculul componentelor sime- 
trice ale curenților, se aplică metoda 
tensiunilor auxiliare si se întocmesc 
schemele echivalente directă, inversă si 
omopolară reprezentate în figura 2.1.18. În acestea se ține seamă de faptul că, 
dacă tensiunile electromotoare E, E, E, ale generatorului sînt simetrice, 
componentele inversă E, și omopolară E, sînt nule, 

Aplicînd celor trei scheme a doua teoremă a lui Kirchhoff, se obțin rela- 


füle: 
Ea = Zala + Us, 
0=21,+ Ui 
0—ZL + Us 
Pe baza acestor ecuaţii și a ecuaţiilor care exprimă în componente sime- 
trice tipul de avarie, de la caz la caz, se formează sistemul de ecuații care 
determină componentele simetrice ale curenților. 
2.1.2.5. Expresia în complex a puterii aparente a celor trei faze ale unui 
receptor dezechilibrat în funcție de componentele simetrice este: 
S = Uli + 0,5 + Usls = X(U,I; + UI; + ИГ). 


Fig. 2.1.17 


2.2. RETELE TRIFAZATE IN REGIM PERMANENT ARMONIC. 
PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 2.1. Un receptor trifazat echilibrat este alimentat cu un sistem 
trifazat simetric de tensiuni electrice. Bobina de curent a unui wattmetru 
este montată în serie cu una din conductele liniei de alimentare. Bobina de 
tensiune a wattmetrului este legată cu una din extremităţi la conducta pe 
care este înseriată bobina de curent, cealaltă extremitate a ei legîndu-se 
succesiv la celelalte două conducte ale liniei de alimentare. Se citesc la watt- 
metru, în cele două situații, indicațiile 838 W și respectiv 224,5 W, cele două 
indicații fiind de același sens. Se cere să se calculeze factorul de putere al 


receptorului. 
Wattmetrul utilizat are impedanta bobinei de curent și admitanfa bobinei 
de tensiune neglijabile. 
Ia či Io Zo 


£y Ug | 


Fig. 2.1.18 
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Fig. 2.1 


Solufie : 

Fie U,» Us, Us tensiunile de linie la bornele de alimentare. Deoarece 
puterea indicatá de un wattmetru monofazat este totdeauna egalá cu pro- 
dusul valorii efective a curentului în bobina de curent cu valoarea efectivă 
a tensiunii la bornele bobinei de tensiune și соѕіпиѕш defazajului dintre 
aceste două mărimi, raportate la bornele polarizate, puterile P, si P, in- 
dicate succesiv de wattmetru atunci cînd comutatorul este închis în pozi- 
фа (a), respectiv (b), au expresiile: 


QS 
P, = Uy, cos (Uy, În) = 031, cos (o — 30°) = 0,1, cos (а — 30°), 


м 
P, = 01; соз (03, 15) = Uy); cos (Ф + 30°) = U,I, cos (Ф + 30°), 
în care defazajele dintre О, si U;, pe de o parte si 7, pe de altă parte, re- 
zultă din diagrama tensiunilor de alimentare, pe care s-a desenat și fazorul Z,, 
iar valorile efective ale tensiunilor și curenților de linie sînt notate cu U,, 
respectiv [,. 


Avem deci: 
Pa — Py _ cos (ф — 30°) — cos (p + à ue 
„Pa — Р _ os (e — 30) — eoo E30), te 300 tgp Ше 
Pa + P — cos(o — 30°) + cos (p + EI EVE s 


ч Pa— РЬ 838 — 224,5) 
9 = arctg UE XS ) arctg (3 UTE ) = arctg 1, 


adicá 
9m 45. 
Observaţie. Deoarece 


3 ЖЕ. 
p. c Ua (B ее o i sn e) 


M 
sva (E cosp- 7 sag), 


cu montajul din figura 2.1, a se pot măsura puterile activă (Ра + Py) si reactivă [3(Pa — Рь)] 
absorbite de un receptor trifazat echilibrat. 
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Fig. 2.2 


Problema nr. 2.2. Un generator electric trifazat de tensiuni simetrice ali- 
mentează două receptoare trifazate echilibrate: primul este în triunghi și 
are impedanfa fazei (2 + j3) Q, iar al doilea este în stea si are impedanfa 
fazei (3 + ia О. Să se determine curenții totali de linie și puterile activă, 
reactivă, și aparentă debitate de generator, știind că tensiunea de linie a 
generatorului este 380 V. 

Se neglijează impedanfa liniei de alimentare. 

Soluţie : 

Se transfigurează steaua într-un triunghi echivalent ale cărui faze au im- 

pedanta 


Za = 32, = 3(3 + j2) О. 
Cele două triunghiuri au laturile în paralel, astfel încît prin compunere, 


se ajunge la un receptor în triunghi unic echivalent, avînd impedanfa fazei 
egală cu 


ZZ, _ 3@+}3(3+}) _ _139 
А+ҖҢ 1 + j9. 11+ j9 


modulul și argumentul căreia fiind, respectiv: 
222/40, Фф = arctg B 


Curentii în laturile triunghiului echivalent vor fi egali cu 


iar curenţii debitati de generator vor fi: 
I, =үЗІ, = 240 А 
Puterile aparentă, activă și reactivă debitate sînt, respectiv: 


S = V3 U,1, = V3 - 380- 240 = 158 000 VA = 158 КУА, 
P=V3U,, cos 9 = 3 · 380-240 - 0,633 = 100 000 W = 100 kW, 
Q=V3U, sin e = V3 · 380 - 240- 0,774 = 122 600 var = 122,6 КУАК 
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Fig. 2.3 


Observaţie. Se poate proceda și prin transfigurarea triunghiului primului receptor într-o 
stea echivalentă, compunindu-se apoi cele două stele cu fazele în paralel. * 


Problema пг. 2.3. O sarcină trifazată este compusă din trei impedante egale 
2 = (4 + j3) О si este alimentată de la o rețea electrică cu tensiuni sime- 
trice 3 x 380 V (între faze) în două moduri: în stea (ca în figura 2.3,4) 
și în triunghi (ca în figura 2.3, b). 
Se cer curenții și puterile absorbite de la rețea în cele două cazuri. 
Solufie : 
n primul caz se obține: 
ja Ur a 01—280 
Ре ш 5E Ys 
P' = 30,1; cos ф = V3- 380- 44- 0,8 = 23 230 W, 


= 44А, 


си 


2-а F 9-50, cos g — = 0,8. 


În al doilea caz se obține: 
i -J3n =% = 3: = 132 A, 


P"=V3U,I! cos e = V3- 380-132-0,8 = 69 700 W 


Prin urmare, curenţii și puterile absorbite de la rețea, în primul caz, sînt 
mai mici de trei ori decit în cazul al doilea. 

Observaţie. Trecerea de la conexiunea în stea la conexiunea în triunghi se utilizează 
uneori la pornirea motoarelor asincrone pentru micșorarea socurilor de curent si putere 
absorbite de la rețea în primele momente ale pornirii. 

Problema nr. 2.4. Un generator electric trifazat de tensiuni simetrice, avînd 
tensiunea de linie U, = 1 000 V, alimentează un sistem de bare de impedante 
neglijabile la care sînt racordate patru receptoare diferite dar echilibrate, 
notate cu I, II, III, IV. Se cunosc: 
pentru receptorul I — curentul de linie absorbit 7, = 500 A si factorul de 
putere cos 9 = 0,8; 
pentru receptorul JI — puterea activă consumată P = 70 kW și factorul 


de putere cos Ф = 5 = 0,866; 
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pentru receptorul /77 — impedanta fazei Z = 9 О si reactanta fazei X = 7 О; 
pentru receptorul IV — impedanta fazei Z = 6 Q si rezistenţa fazei R = 1 Q. 
Receptoarele 7, JI, ITI sînt conectate în triunghi, iar receptorul IV este 
conectat în stea. 
Se cer curenţii de linie absorbiți, factorii de putere, puterile active, reactive 
și aparente absorbite de către cele patru receptoare, curenții de linie debitati 
de generator și verificarea bilanţului puterilor. 


Puterea generatorului electric este mult mai mare decît puterea recep- 
toarelor. 


Soluţie : 
Curentii de linie absorbiți de către cele patru receptoare vor fi: 
I, = 50 A, 
uel o 000. 467, Y 
ҮЗ Ur cos Ф Үз 
Y 3-1000- UA 
Ius V3 Zn = (sz -Jy3 m 192,4 A, 
U: Ui 1000 
UE Ur = 964 А 
Inc үза үз-в 
Factorii de putere ai celor patru receptoare sînt: 
cos фу = 0,8, 


COS Ф = > æ 0,866, 


Rir VF- 36 — 0,628 
cos Фп = Zm LA CENE 9 ч = 
соз фуу = -5 = 0,1667 


Puterile active absorbite de cele patru receptoare vor fi: 
= V3 0,1, cos фу = V 3.1 000. 50- 0,8 = 69200 W = 69,2 kW, 
Ру = 70 kW, 


Pa = V3 U in cos e; = ys. 1 000- 192,4- 0,628 = 209 000 W = 209 kW, 
Piv = 3 Rivly = 3 - 1 -96.42 = 27 800 W = 27,8 kW 


Suma puterilor active absorbite de cele patru receptoare este: 
УР, = 376,0 kW 
Puterile reactive absorbite de cele patru receptoare vor fi: 
Qi = V3 0,1, sin ф = [3. 1000- 50- 0,6 = 52000 VAR = 52 КУАК, 
Qu = Py tg pu —70 000 40 400 VAR — 40,4 kVAR, 


1 
Ys 
Qui = 3 Xiulfui = 3:7:111,1? = 259 000 VAR = 259 КУАК, 
Qi = 3XivIy = 3: [62—12 - 96,42 = 165 000 VAR = 165 КУАК. 
Suma puterilor reactive absorbite de cele patru receptoare este: 
E 0, = 5164 KVAR 


Puterile aparente absorbite de receptoare vor fi: 


Sı = V3- U,I, = V3- 1 000- 50 = 86 600 VA = 86,6 КУА, 


= Pur 7909 — 80800 VA = 80,8 КУА, 
cos eu ҮЗ 
2 


5ш = 3Zmltm = 3: 9* 111,12 = 334 000 VA = 334 КУА, 
Siv —3 21уЛу = 3:6:96,42 = 167 400 VA = 167,4 КУА 
Suma puterilor aparente absorbite de cele patru receptoare este: 
У 5, = 668,8 КУА 


Pentru determinarea curenților de linie debitati de generator se tine seama 
că sistemul dat este echilibrat, și deci cei trei curenți de linie formează un 
sistem simetric de curenţi cu aceeași ordine de succesiune a fazelor, ca aceea 


a sistemului de tensiuni de la bornele generatorului. 
Se poate proceda în două feluri: analitic sau grafic. 


Metoda analitică : utilizînd teorema întîi a lui Kirchhoff, se obține relația: 


Ij = Ir + În + Iu + hy 


în care toti termenii se referă la una și aceeași fază. Proiectînd această ecuație 
pe direcția tensiunii de fază, a fazei pentru care este scrisă ecuaţia și pe di- 


recția perpendiculară pe aceasta, rezultă: 
Ina = Ir COS pr + Ти COS и + Ini COS Фш + Лу COS фу = 
= 50- 0,8 + 46,7 - 0,866 + 192,4- 0,628 + 96,4 - 0,1667 = 217,5 A, 
care se mai numește și „curentul wattat“ debitat de generator și 
Ij, = П sin qi + Iu Sin qr + Zur Sin фиш + Лу sin фу = 
= 500,6 + 46,7- 0,5 + 192,4- 0,778 + 96,4: 0,985 = 298 A, 
care se mai numește și „curentul dewattat“ debitat de generator. 
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Prin urmare, curenţii delinie debitati 
de generator vor fi egali cu 


Ia = Vie + Ты = V 217,5 + 298% = 
= 136 100 = 369 A 
Factorul de putere la care functio- 


nează generatorul în situația conside- 
rată este 


dw _ 2175 _ 
cop eye 1, 369 059 Fig. 24, b 

Metoda grafică: Se efectuează grafic, la scară, suma geometrică din ecuația 
întîi a lui Kirchhoff, scrisă mai sus. 

Defazajele pentru cei patru curenţi sînt: 

9T 8 3T, qu А 30°, gm 51°, фу 2 80°. 
Adoptind scara 1 cm = 50 A, se obține graficul din figura 2.4, b. 
Prin urmare, 
1,2370 А, 
cos 9, & 0,59 

In continuare se utilizează rezultatele obținute prin metoda analitică. 

Puterea activă debitată de generator rezultă: 

Р, = {3 U,I, cos e, = V3- 1 000- 217,5 = 376 000 W = 376 kW 

Verificarea bilanţului puterilor active: 

E P= Р, 376 kW = 376 kW 

Puterea reactivă debitată de generator este: 

Q, = V3 UJ, sin e, = V3- 1000-298 = 516 ?00VAR = 516 КУАК 

Verificarea. bilanţului puterilor reactive: 

E 0, = 0, 516,4 KVAR &/516 КУАК. 

Problema nr. 2.5. Un generator electric trifazat de putere foarte mare ali- 
mentează printr-o linie electrică trifazată un receptor trifazat echilibrat în 
triunghi. Generatorul este de tensiuni simetrice cu tensiunea de linie U,, = 
= 380 V si frecvenţa f = 50 Hz. Linia de alimentare are rezistenţă și induc- 
tivitate în serviciu, avînd pe fiecare conductor 3 = r +4- j x = (2 + j 5) Q. 
Impedanța fazei receptorului este 

2 = (30 + j 12) Q. 

Se cere să se calculeze curenții debitati de generator, factorul de putere 
la care funcționează generatorul, căderea de tensiune pe linie și randamentul 
transmisiunii în trei situații: 

4) în situația indicată mai sus; 
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Fig. 2.5, a 


b) în situaţia în care:şe montează, în paralel cu receptorul, o baterie de 
condensatoare trifazate în triunghi, de capacitate corespunzătoare com- 
pensării integrale a puterii reactive a receptorului ; 

c) în situaţia în care, functionindu-se cu ansamblul receptor-baterie de 
condensatoare, randamentul transmisiunii este maxim. 

Care este capacitatea pe fază a bateriei de condensatoare în situaţiile b) 
şi c). 


Solufie : 
Se .transfigureazá triunghiul într-o stea echivalentă. 
Se obţine: 
z- к} = D= (10+ j4) Q 


Receptorul fiind echilibrat, curenţii de linie formează un sistem simetric, 
deci este suficient să se determine curentul pe o fază, de exemplu pe faza 7. 
a. Impedanţa totală pe fiecare fază va fi: 


Z-(24j90 
Valoarea efectivă a curentului de linie debitat de generator rezultă: 


Uu 380 
e ySZ — V3 yimlo 


= 14,67 A 
Factorul de putere la care funcționează generatorul este: 


Egg RE RUMOR A. END 
cos фу = 2, үте 0,8 
Căderea de tensiune pe linie este egală cu diferența modulelor tensiunilor 
de linie la bornele generatorului și la bornele receptorului. În figura 2.5, b 
este reprezentată diagrama tensiunilor pe fază. 
Prin urmare, căderea de tensiune pe linie 
va fi: 


80 = Ug — Un = Uy — V3Z'I, = 380 — 


— y3- 1023-42. 14,67 = 380 — 274 = 106 V, 
180 


iar procentual, față de tensiunea de linie a generatorului, 


— 100 = * 100 = 27,9%, 
А 


Randamentul transmisiunii este: 


m 
BOE i; UT cad e — 83,30 
1з = 0833 3% 


b. Se transfigureazá și triunghiul bateriei de condensatoare în steaua echi- 
valentă. Se obține: 


С'= 3С 
Pentru compensarea integrală a puterii reactive a receptorului, este necesar 


ca impedanfa echivalentă a ansamblului receptor — baterie de condensa- 
toare să se reducă la o rezistență. Prin urmare, admitanfa echivalentă va, fi: 


T i —M | geh 10 
e z= z tic» 116 T1362 e 

de unde se obfine: 
Can 4___— 109,5- 107*F = 109,5 uF 


l6% 116 - 2750 
Rezultă capacitatea pe fază a bateriei de condensatoare în triunghi: 


ET A AN 


Valoarea efectivă a curentului de linie este: 


E Ug z 380 EN 
е ЗУ туа $ —V3-V13, + 8 кра 


[| 
Factorul de putere la care funcționează generatorul este: 


Rr EE AN 


9059, = Уч тина ЗӨ 


Căderea de tensiune pe linie va fi: 
èU = Un — V32"1, = 380 — V3 -11,6- 15,1 = 380 — 303 —77 V, 


iar procentual 


În figura 2.5, c este reprezentatá diagrama 
tensiunilor pe fază în această situație. 
Randamentul transmisiunii este: 


OE v УБИ А08 
(#” + 136 — 


= 0,852 = 85,2%, 


c. Expresia randamentului în cazul general 
Fig. 2.5, c este: 


unde R, este rezistența echivalentă pe o fază a stelei echivalente a grupului 
receptor-baterie de condensatoare. 
Impedanfa echivalentă totală pe o fază (v. fig. 2.5, a) este egală cu: 


j 
j TUA 
ao +[ с) 


2.=2+ =2+j5+ ‹ 
10 + ji- 
Co 
Prin urmare, 
»(-J-2)-*7(72) 10— 
R, Cu] _ Cho 
1} 1 1 
02 WC UT ЕЛЕ AS 
n + [+ Се sel сє] ue 


și deci randamentul se exprimă sub forma: 
ES 10 
1 = ia 160o + 232080 


Pentru determinarea condiţiei de maxim a randamentului, se anulează 
derivata numitorului și se obține: 


Pi ELI GN EL 109,5- 108 F = 109,5 uF 
464% 116 116: 27 50 


Rezultă capacitatea ре fază a bateriei de condensatoare în triunghi: 


C= D= = sss ШЕ, 


egală cu aceea din situația b. 

Observaţie: Se vede că în situația cînd factorul de putere al receptorului este 
egal cu unitatea, căderea de tensiune pe linie este mai mică, iar randamentul transmisiunii 
este mai mare. 

Problema nr. 2.6. Un receptor trifazat în stea, avînd cele trei faze constituite 
respectiv din жу, Ha, Hg lămpi cu incandescenţă legate în paralel, este alimentat 
printr-o linie electrică trifazată cu un sistem de tensiuni trifazat simetric 
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cu tensiunea de linie de valoare efectivă U,. 
Rezistenţa electrică a fiecărui conductor al liniei 
de alimentare este r (inductivitatea fiind neglija- 
bilă), iar puterea nominală și tensiunea nominală 
бга x н U: 
a fiecărei lămpi sint P, și, respectiv, U, ys: 
Se cere să se calculeze tensiunile de fază aplicate 2 
lămpilor în două ipoteze: 
a) conductorul neutru lipseşte; 
b) sistemul are conductor neutru de rezistență Fig. 26, a 
electrică z, (inductivitatea fiind neglijabilă). 
Aplicație numerică : 


О, = 220 V; m= 50; n,—40; m=20; 
P,—100W; r—0250; r,—0,5 О. 


Soluţie : 


Puterile P,, P, P, si rezistentele Ri, Rs, К ale grupurilor de s, na, ng 
lămpi în paralel se calculează din: 


Р, = m Pa = 50-100 = 5000W; Е; = DL — 3,22 0; 


P, 83-5000 
P, = mP, = 40-100 = 4000 W; Ri = D = 20 — 4,03 Q; 
P, 3.4000 
= 20.100 = у: Pa: ШР 
P, = Р, = 20- 100 = 2000 W; Ric 22-205. = 806 0 


S-a considerat că lampa cu incandescenţă este un receptor pur rezistiv. 
Rezistentele R,, R}, R ale fazelor consumatorului legat la bornele genera- 


torului se obțin adăugîndu-se rezistentelor Ri, R$, Rs, rezistenfele conduc- 
toarelor liniei de alimentare: 

R, = Ri +7 = 3,22 + 0,25 = 3,47 О, 

Ra = R; + = 4,03 + 0,25 = 4,28 Q, 

R, = R +7 = 8,06 + 0,25 = 8,31 Q 


Admitantele complexe ale celor trei faze, care în cazul particular tratat: 
n-au decît parte reală, egală cu conductanța respectivă, sînt: 


$: 1 

Y, = Gu = pe = ga > 0288 5, 
A. = 02345, 
R, 428 
A size 0100.5 
в, 831 


Luîndu-se faza întîi ca fază de referință pentru reprezentarea în complex 
simplificată a sistemului de tensiuni de fază de alimentare, acestea se ex- 
primá sub forma: 


== 127 V, 


2л 
T 1 
U,-127e ? wh- ШШ) (— 63,5 — j110) V. 


U,—127e ЗЭ = ш(-т+1°)- (— 63,5 + j 110) V 


a. Tensiunea punctului neutru al receptorului față de punctul neutru al 
generatorului se calculează conform relației: 


UY, UY, + UY, Р 
= (22,0 — j 19,5) У 
галла їз) 


Schema echivalentă pe o fază (k) a reţelei este desenată în figura 2.6, b. 
Tensiunile de fază aplicate lămpilor vor fi: 


Ut = Ш [1 п) € UE 8-12 3, 


Uy 


astfel încît valorile lor efective rezultă: 


PESSIMI A = 10571,5122 — 99 ү, 
[3 


Uiw = | U, — Uy | = 8S F 90,37 ia 15 у, 


z 806 


Uiy = |Us — Un | 74 = V 8S3 TIS 5 =150 V 


Supratensiunea maximă procentuală care apare în acest caz este: 


_ 150 — 127 


м 0, 
5727 1004: 189%. 


nz ADN 
t 7 Fr 
о A 
5 
Fig. 2.6, b, c 


5. Admitanta complexă a conductorului neutru are valoarea 
1 1 
Y Spa мее AS; 
ee i tati Ыг 


astfel încît, cu aceeași notație ca mai sus, 
Up= ECRANS +00, _ 
y Ү,+У,+Ү,+ Ys 
127- 0,288 + (—65,5 — j 110) 0,234 + (—63,5 + j 110)- 0,120 
0,288 -- 0,234 -- 0,120 + 2 


(5,35 — j 4,73) V 


Tensiunile de fază aplicate lámpilor se obțin ca si în cazul a.: 


A — VIZITE 322 


Uiy —|U; — U, 
iN 10; LN R, 3,47 


=113 V, 


Uy |U,— Us| vm = V 68,857} 105,273 402. — 118,5 V, 


Uis —|Us — Uy| E = 68585 E 114,73: 200. = 1297 V 
> т 


Supratensiunea maximă procentuală care apare în acest caz este numai 


129,7 — 127 


5 = 
> 127 


100 2 2,12% < s, 


Se observă că în lipsa conductorului neutru, lămpile de pe faza 3, 
mai descărcată (cu rezistență mai mare şi curent mai mic), sînt supratensi- 
onate inadmisibil (x 18%). Acest exemplu ilustrează necesitatea utilizării 
conductorului neutru în rețelele trifazate de distribuție, pentru reducerea 
variațiilor de tensiune la bornele consumatorilor dezechilibrati montați în 
stea. 

Problema nr. 2.7. Un generator electric trifazat de tensiuni simetrice, cu 
tensiunea de linie U, = 380 V, alimentează printr-o linie trifazată de impe- 
danță neglijabilă cinci receptoare montate ca în figura 2.7, a. Primele trei 
receptoare sînt pur rezistive si au puterile P; = 9 500 W, Pj = 3 800 W, 
Ру = 5 700 W. Receptorul al patrulea este un motor electric care absoarbe 
11,4 kW, la un factor de putere 


A : S 
inductiv cos ọ = UE » iar recepto- 


rul al cincilea este un cuptor elec- 
tric cu puterea aparentă 15000 VA 


şi factorul de putere cos o = n. 

Se cer curentii absorbiti de re- 
ceptoare si curenţii debitati de g+ 
nerator. Sá se verifice bilantui 
puterilor. 
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Solufie : 
Curentii absorbiți de cele cinci receptoare vor fi: 


deii с oos ди 
U, 380 


dicas mI = 10 A, 


U; 
Jaaa 2920. 43-A, 
U: 380 
11 400 
Iim T I e Та з 
ҮЗ.ззо./ 3 
15 000 
lie = 1,,= ls = ҮЗ. 380 
Puterile active absorbite de cele cinci receptoare sînt: 
P, = 9 500 W, 
Pu = 3 800 W 
Ру = 5 700 W, 


P, = 11 400 W, 


ya 


P, = 15 000+- = 10 600 W 


Suma puterilor active absorbite de cele cinci receptoare este: 
УР, = 41000 W. 
„Puterile reactive absorbite de cele cinci receptoare vor fi: 
@ = Qu = Qm = 0, 
1 

„= Pa tg е = 11 400-7 = 6580 VAR, 

Q, = P, = 10600 VAR 
Suma puterilor reactive absorbite de receptoare este: 

EQ, = 17 180 VAR 


Pentru determinarea curenților de linie debitati de generator se face calcu- 
lul pe fiecare fază în parte. Se utilizează teorema întîi a lui Kirchhoff și se 
poate proceda prin două metode. 

1. Metoda grafică. Se efectuează grafic, la scară, suma geometrică a curenți- 
lor absorbiți pe fiecare fază în parte. 
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Defazajele curenților rezultă din figu- 
ra 2.7,a, ţinîndu-se seamă de carac- 
terul sarcinilor receptoarelor. 

Se lucrează la scara 1 cm — 20 A şi 
se obține graficul din figura 2.7, b. 

Folosind rigla și raportorul, rezultă: 


1,572 А, — eu RIT, 
Iy STA,  фь„=28°, 
1,560 А, _ Ф„м23%° 


2. Metoda analitică. Proiectind fazorii 
curenților care intervin în prima teoremă 
a lui Kirchhoff, corespunzător fiecărei 
faze, pe direcţia tensiunii de fază res- 
pective și pe direcția perpendiculară pe Fig. 2 

aber ig. 2.7, b 
aceasta, se obține: 


Ing COS Pig = Л cos 30° + Rei cos 30° + I,m cos 30° + I,e cos 45° = 


= 25:03 415- 20.73 + 22,812. 68,14 A, 


Ing Sin pg = — Г, sin 30° + ui sin 30° + 7,,, sin 30° + I,e sin 45° 
2. KA £ ү? _ л 
= — 25: 2 +15. 2 +20- 2 + 22,87 = 21,14 A; 
1% COS qa, = Ir cos 30° + Т cos 30° + Iam cos 30° + Т cos 45° = 
= 25.03 10:03 4 29 P3 4 22,8. 12. 63,14 A, 
1% Sin 9s, = I, sin 30° — Iri sin 30° + Iam sin 30° + Ia, sin 45° = 
E E m ya е 
= 25:5 10:5 +20: + 22,8:1:2 = 33,64 A; 
1% COS Pag = În cos 30° + Г cos 30° + Tam cos 30° + Ig, cos 45° = 


= 10-3 415. n 20- 3 + 22,8. 72 55,14 A, 


Ig, sin 9s, = Iu sin 30° — Г sin 30° + I, sin 30° + Ig, sin 45° = 


$ 
=10:=— Tio. I ILS. Y3—2364A; 


prin urmare, 
I = V 68,14 F 21,14 = 71,4 A, Qu = 17°15' 


= VOIE X3388 —721A, фа, —2750, 
ly = V 55,14 + 23,64: = 600 А, qs, = 23015 


În continuare se utilizează rezultatele obținute prin metoda analitică. 
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Puterea activă debitată de generator este: 
P,— U,L, cos ® + Usls, cos qu, + Ualag COS qu, = 


5 (68,14 + 63,74 + 55,14) = 41 050 W 


Verificarea bilanţului puterilor active: 
EP, = P, > 41000 W x 41 050 W 
Puterea reactivă debitată de generator este: 


Q, = 031, зіп Ф, + Ualag sin ф„ + Usly, sin ga = 
= (21,14 + 33,64 + 23,64) = 17200 VAR 


Verificarea bilanţului puterilor reactive: 
XQ, = Q,— 17 180 var 17 200 VAR 


Problema nr. 2.8. Trei receptoare trifazate (v. fig. 2.8, a) se leagă în paralel 
la o linie electrică de alimentare trifazată, fără pierderi, cu tensiuni de linie 
simetrice, de valoare efectivă U, si pulsatie o. 

Se cere: 

a) să se determine curenţii de linie absorbiți de sistemul celor trei recep- 
toare; 

b) să se determine curenții în cele trei faze ale receptorului în stea ; 

c) să se efectueze bilanţul puterilor active și reactive ale consumatorului 
constituit din cele trei receptoare. 

Aphicație numerică : 


R-10; eL2 LL —50; 
oC 


R'—250; О, = 200V. 
Solujie : 

Tinind seamă că impedanta 
conductoarelor de alimentare este 
neglijabilă, montajul alcătuit din 
cele trei receptoare se poate repre- 
zenta ca în figura 2.8, b. 

a. Transfigurînd receptorul în 
stea, ale cărui faze au impedanțele 
complexe: 
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într-un receptor în triunghi echivalent, impedantele complexe ale laturilor 
acestuia vor fi: 


CN ath Zug, 
ду = ВБ, рур Za=i50, 25—250. 
25 
Impedantele echivalente între perechile de borne de alimentare ale siste- 
mului de receptoare rezultă: 


Z=- ; mE: : 1 2976 
А =: 
Ronin 2 Tis 15 
Zn = : 3 t3 | 1 255, 
C +1 
bad erc ETC 
1 1 
p =— =250 


É 1 1 j 
с — LL 2-6 
i a Za 5*5 25 
Receptorul in triunghi echivalent cu cele trei receptoare date este deci 


echilibrat si pur rezistiv, iar curenţii de fază absorbiți de către acest receptor 
au valorile efective egale, 


U, 200 
== = 8А 
2 


constituind un sistem simetric de curenţi, în fază cu tensiunile de linie corespun- 
zătoare, 
Curenţii de linie absorbiți de sistemul celor trei receptoare au valorile efective: 


I, =l; = 1, = Ia V3 = 8V3 = 13,85 A, 


constituind și ei un sistem simetric de curenți, în fază cu tensiunile de fază 
corespunzătoare. 

b. Utilizînd transfigurarea de mai sus, curenţii în fazele receptorului în 
stea se calculează determinind mai întîi curenţii în laturile receptorului în 
triunghi echivalent cu receptorul în stea. Considerind originea de fază aceea 
corespunzătoare tensiunii stelate U;, U, = U, = 200//3 V, se obţine: 


UN 


Dis = (—20 + j 34,64) A, 
— — 40A, 
1 
= Da al în 25) (—693 +j4) A 
h= т 2s ,93 4 


Prin urmare, folosind notatiile și sensurile obișnuite, curenţii căutați sînt: 
Ii = It — I5 = (13,07 + j 30,64) A, 
D= 15—I5—(-20—13464A, 
L= In — Is = (33,07 +j4)A 


Se verifică faptul că suma curenților în fazele receptorului în stea fără con- 
ductor neutru este nulă. 

c. Puterile activă si reactivă absorbite pe la borne de către sistemul celor 
trei receptoare sînt: 


Р = y/3U,I, = V3: 200: 13,85 = 4 800 W, 


deoarece sistemul, în ansamblu, este echilibrat și pur rezistiv. 
Suma puterilor active consumate în rezistoarele celor trei receptoare este: 


zP, =2 24 RI} = + 1: (202 + 34,642) = 4 800 W 
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Suma puterilor reactive consumate în bobinele și condensatoarele celor 
trei receptoare este: 


30, = 2-1 — 2UfuC + oL? — 18 = 
oL оС 


= 5 (33,072 + 42) — 5(13,072 + 30,642) = 0 
Prin urmare, bilanțul puterilor active și reactive se verifică. 


Problema nr. 2.9. Un generator electric trifazat, de putere nominală mult 
mai mare decît puterea consumatorilor, alimentează două receptoare în stea, 
montate ca în figura 2.9, a. Se dau tensiunile electromotoare de fază ale genera- 
torului si impedantele fazelor celor două receptoare. Punctele neutre ale celor 
două receptoare fiind legate printr-un element de impedanţă dată, se сеге să 
se calculeze intensitatea curentului prin acest element și tensiunea electrică 
dintre punctele neutre ale celor două receptoare. 


Solujie : 


Fie Y,, Y, Y, şi Yi, Y; Y; admitantele fazelor celor două receptoare 
în stea, Zyy, impedanta introdusă între punctele neutre ale celor două recep- 
toare si U}, Uz, Us tensiunile electromotoare de fază ale generatorului, care 
se pot considera egale cu tensiunile de fază la bornele lui (deoarece puterea 
generatorului fiind mare față de puterile receptoarelor, se pot neglija impe- 
danfele interioare ale generatorului). 

Notîndu-se cu U y si U y tensiunile dintre cele două puncte neutre și punctul 
neutru al generatorului, în cazul în care latura NN” este întreruptă, și cu Ж 
impedanţa echivalentă a rețelei pasivizate, între nodurile N si N’, curentul 
prin latura NN' se exprimă utilizînd teorema lui Thévenin: 


In = 


Yi U,Y; + UY; 
+Y¥;+¥; 
Impedanfa Zawo se determină utilizînd schema din figura 2.9, b si are 
expresia : 
1 1 
НЕ н г АШЫР; {су к Ж: 


Zww'o 


Prin urmare, curentul căutat rezultă: 


ШУ, + UY, + UY, _ ШУ + UY; UY, 
I Yit XY. MEREZA 
ZNN' 1 1 


®Ж+%ь+У, с Ук» 
Tensiunea electrică dintre punctele neutre ale celor două receptoare va fi: 
Оу = Zyy Тым 


Problema nr. 2.10. O linie electrică trifazată cu capacitatea în serviciu C 
(față de pămînt) a fiecărei faze, avînd impedanta proprie neglijabilă, functi- 
onează în gol fiind alimen- 
tată de la un generator de 
tensiuni simetrice avînd co- 
nexiunea în stea. Linia 
are o punere la pămînt de 
rezistență electrică R pe 
faza a treia. 

Să se calculeze inducti- 
vitatea L a bobinei care 
trebuie conectată între Fig. 2.10, a 
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punctul neutru al generatorului și pămînt, pentru ca curentul de punere la 
pămînt I, să fie minim. Să se determine în această situație valoarea cu- 
rentului 7, prin bobină. 

Aplicație numerică : 


U,—30kV, A 


5710000, f= 50 Hz. 


Soluția 1: 
Pămîntul este punctul neutru N al ерш constituit din tal ci- 
tátile în serviciu ale liniei si din rezistența de punere-la pămînt. Rezultă 
(U, +. U, + Uy jac + U,— i 
UG Di Dar Re To 


Uy = 
V EY YS Y 
Y, +Y, +Y, + Yn 3joC + A 
ii 


U. jeL 
= RA — 30210) + jol ' 
și prin urmare, 

U, — Uy 1 — зас 


[n == = 0, 
f R m А (1 — За? LC) + jol 


Acest curent se anulează (valoarea sa minimă fiind deci nulă) pentru 
oL=—, adică pentru 
3oC 


That, 
pr | 
În acest caz însă, 
Uy = Us 
și deci, 
и, Ù, 
Ta Di 
T jeL јә 
Aplicație numerică : 
m LIS Н 
3-250 
si 
Ui 30 000 


^ ^ Y3eL ү3-314:1,06 


Soluția a 2-a: 

Se poate aplica! direct teorema lui Thévenin 
schemei din figura 2.10, b, "echivalentă schemei 
din figura 2.10, a: 


Fig. 2.10, b 
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unde 


Us, = Us 25 = Е, 
1 joL 
Zap, — - 
зъс + 1 1—3o!LC 
rezultind 
— зо? 
n= 1— 3w LC 


U R( — 3e*LC) + joL 

Cazuri particulare : 

а) І = 0; punctul neutru al generatorului este pus direct la pămînt. În 
acest caz, pentru R = 10 О, de exemplu, rezultă: 


1, 8 1730 A. 


b) L = оо; punctul neutru al generatorului este izolat. În acest caz, 
pentru aceeași valoare R = 10 Q, rezultă: 


Ip 52 A. 


Problema nr. 2.11. Un receptor trifazat cu conexiunea în stea este alimentat 
сц un sistem de tensiuni trifazat simetric, tensiunile de fază fiind U,, Us, 
Us. Fazele receptorului sînt constituite din elemente reactive avind reac- 
tanfele: X, = X, X, = X, X, = — 2X. 

Se cer curenţii de linie absorbiți de către receptor. Să se reprezinte grafic 
УТЫМ și curenții și să se efectueze bilanțul puterilor reactive, 

soluție : 

Tensiunea punctului neutru N al receptorului, față de neutrul genera- 

torului, se calculează cu relația: 
бг АЗА 
Yr Yee Y, 


in care admitanfele fazelor receptorului sint: 


1 1 
XXe b=- 

În cazul reţelelor trifazate fără conductor neutru, pentru determinarea 
potenţialului punctului neutru N al receptorului, se poate alege drept 
potențial de referință potenţialul oricărui 
punct din reţea. 

Fie, de exemplu, potențialul punctu- 
lui O' (v. fig, 2,11, a) drept potential de 
referință, Prin urmăre, tensiunea dintre 
punctul N si punctul O' va fi: 


Uy = Vie Pact Uu f Uu Y, 


nd +Y, +Y, Ж 
U, U, 3 . 
= Sat Se = 5 (Us + Us) = — 20, 2“ 
2-1 
2 Fig. 2.11, a 


p 


ww 
D Ues 
1 
Fig. 2.11, b ++ 2Ua)Ya = (Ua+ Us) = 
L= UY, = (Uw — Uh) Y, = (0+ 20) Y, = 22-23 


= ј2х 


care au fost exprimati în funcție de tensiunea stelată Us. 

După cum se observă, sistemul curenților de linie absorbiți de către receptor 
este un sistem simetric, avînd însă ordinea de succesiune a fazelor inversă 
aceleia a sistemului de tensiuni de alimentare. În figura 2.11, b este repre- 
zentată diagrama corespunzătoare a tensiunilor și a curenților. 

Puterea reactivă absorbită pe la bornele de alimentare este: 


Die. ra 
€ tUe p 


079 "шщ + UU) 9m [Us S e 


Us -m i U; 75.5 12 -£ 
TUde di =9m( 0,е * EU, e!* + Use D 
Suma puterilor reactive dezvoltate in elementele receptorului este: 


х0, = XJ = Xit e xi XN = Sx x —2x) 0 
= x 


Prin urmare bilanțul puterilor reactive se verifică. 

Problema nr. 2.12. Un receptor trifazat în stea fără conductor neutru este 
alimentat cu un sistem de tensiuni trifazat simetric, cu tensiunile de linie 
Us, Uz Un- | 

Ce relaţie trebuie să existe între cele trei impedante Z,, 2, Z, ale fazelor 
receptorului, pentru ca sistemiul de curenţi absorbiți de la rețeaua de ali- 
mentare sá fie simetric? 

Solufia 1: 

Curentii absorbiți au expresiile generale (care rezultă prin permutări ale 

indicilor 1, 2, 3): 


UV — Up Y.Y, 


= Ша. 0,0, = ү = 
h- X-YX.Y C învia EL, 
unde Y, — Zk = 1, 2, 3 sînt admitantele fazelor receptorului. 
= 
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„Dacă tensiunile sînt simetrice, Uz = a*U,;, Us = aU, iar curenții I, 
51 I, se scriu: 


YQ, — аҮз) Y, Xa- aY.) 
l= Ug; 1, = Un < т. 
AT зуу, фу 9 78у фу фу; 
în саге 
= 
а=е % 
a. Deoarece Јз = — I, — I, şi l+a-+a2=0, pentru ca sistemul de 


curenți să fie simetric și invers, este necesar și suficient ca J, = alu, adică 
аҮ (Үз — aY;) = Y (Ys — aY;) 


Yu, T Ү,У, TY Y.Y, = €^ 0, 
condiție echivalentă cu: 
Zc-Z4Z-0 


Această condiție nu poate fi satisfăcută decît dacă toate impedanfele sînt 
pur reactive, partea lor reală neputînd fi negativă (v. problema nr. 2.11). 


b. Pentru ca sistemul de curenţi să fie simetric și direct, este necesar și su- 
icient са I, = a?I,, adică 
ҮҮ, — aY;) = ҮҮ, — аҮз) 
sau 
Y;Y, + аҮ»Ү, + аҮ,Ү, = 0, 
condiție echivalentă cu: 
Z, + aZ, + à, — 0 


Această condiție este evident satisfăcută dacă Z, = 2, = Z,, ceea ce re- 
prezintă cazul banal al sarcinii echilibrate. Dar ea poate fi satisfăcută și pentru 


2+2 + 2. 
Soluția 2: 
Din figura 2.12 rezultă; 
Un = Zl; — Zl, 
Us = Zl; — 2313, 
a treia ecuaţie de acest fel nefiind inde] Р де 
primele două, dacă se fine seama de rela 
Us + Us + Ug; = 0. 
Dacă tensiunile alcătuiesc un sistem simetric si 
direct, Uz = Шу. 


a. Pentru ca sistemul de curenți să fie simetric și 
invers, trebuie ca I, =al, I, = a?I,. 
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nlocuindu-se aceste expresii în relațiile de mai sus, se obține: 
aZ, — aZa) = aZ, — 42, 
sau, deoarece 
d$ —1 şi 1+а+4=0, 
Zu + Za + Z=0 

b. Pentru ca sistemu, de curenţi să fie. simetric si direct, trebuie ca 

1, = aH, 1, = al, Obyirudu-se în acest caz: + 
aZ, — Za = aZ, —@2, 
adică 
Ż p aZ, @2,=0 


Problema nr. 2.13. Un sistezi 2; trei impedanfe 21, Zas, Zs, montate în 
triunghi, este alimentat cu un sistem .. tensiuni trifazat simetric, cu tensi- 
unile de linie Uz2, Us, Us: 

Ce relaţie trebuie să existe între cele trei impedanfe, pentru ca sistemul 
de curenţi de linie absorbiți de la rețeaua de alimentare să fie simetric? 
Solujie : 

Din figura 2.13 rezultă: 


I, = ОзУ — Una, 


In = UsYs — UnYw 


a treia ecuaţie de acest fel nefiind independentă de primele două dacă se 
fine seama de relația Z, + I, + І, = 0; admitanfele fazelor receptorului 
au fost notate cu 


1 1 1 
iza M i c E 
Dacă sistemul de tensiuni este simetric si direct, 
4 
Um = а, О = 407 ame? 


a. Pentru ca sistemul de curenţi de linie să 
fie simetric și invers, este necesar și suficient 
ca I, = al, adică 


Yz = aY p — Yy 


Уз + Yn + Yu = 0, 
condiție echivalentă cu 
2323 + ZaZu + ZaZa = 0, 
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care nu poate fi satisfăcută decit dacă cele trei impedanţe sînt pur reactive. 
b, Pentru ca sistemul de curenţi de linie să fie simetric și direct, este ne- 
cesar și suficient ca J, = a?7,, adică 
Ys — Үш = У, — Ys 
sau 
Yu + аУ» + Ya = 0, 
condiție echivalentă cu 
2325 + aZaZa + 4422 = 0 

Condiţia aceasta este evident satisfăcută pentru 2, = Z» = Za, care este 
cazul banal al receptorului echilibrat, dar ea poate fi satisfăcută și pentru 
24+ Za $ Zu 

Problema nr. 2.14. Un indicator de succesiune a fazelor este constituit din- 
tr-un element reactiv de susceptanfá B si două lămpi cu incandescență de 
conductanțe egale G, montate în stea (v. fig. 2.14). 

Se cere relaţia dintre B și G решни са raportul tensiunilor la bornele celor 
două lămpi cu incandescență să fie maxim, adică pentru ca indicatorul să 
inte o diferență de luminozitate maximă între cele două lămpi cu incan- 

enfá. Care este valoarea maximă a acestui raport? Se presupune că in- 
dicatorul este alimentat cu un sistem de tensiuni trifazat simetric, 
Solujie : 
Tensiunea între punctul neutru N al indicatorului si neutrul rețelei de 
alimentare este: 
U, (= 
Uy- 2:6 jB) + Wa + U96 a E, 
=jB +26 2G — jB 


în саге U,, Up, Us sînt tensiunile de fază simetrice, de alimentare. 
Tensiunile la “bornele lămpilor cu incandescenţă sînt: 


dx fg G+jB 
Шы = Uau Us (77-12) t 
d Узв+јсүзс — 38) 
"o 206 — jB) r 
И 1 4 G+jB 
Uy = Us - UU [7i 
=U. Узв + j @V5G + 3B) 
(cA 206 — jB) 


Se observă cá pentru B > 0, Uy > Uz, pătratul rapor- 
Buen kaufe: o n " 


Оуу B+ 06 + Y3B* _ G*+ B V3GB 
Uiw р 0с Узвй сәв V3GB 
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5 


Punînd condiția de maximum 


se obține: 
B*—G* sau В= 4+6, 


pentru care 


Cazul B = G corespunde realizării elementului reactiv cu o bobină ideală 
(fără rezistență); cazul B = — G corespunde realizării elementului reactiv 
cu ajutorul unui condensator ideal (fără pierderi). 

Prin urmare, de exemplu în cazul realizării indicatorului cu un conden- 
sator, conectîndu-se dispozitivul la cele trei borne neidentificate ale rețelei, 
fazele se vor succeda în ordinea; condensatorul, lampa aprinsă puternic, 
lampa aprinsă slab. 

Problema nr. 2.15. Pentru determinarea ordinii de succesiune a fazelor unei 
rețele trifazate, este suficient să se determine succesiunea în timp a două 
faze oarecare. În cazul unei rețele cu conductor neutru se poate utiliza mon- 
tajul din figura 2.15. 

Să se determine relațiile care trebuie să existe între parametrii R,, R,, C, 
astfel încît punctul N să fie la același potential cu punctul neutru О al ge- 
neratorului, pentru o anumită ordine de succesiune a fazelor, iar pentru 
ordinea de succesiune inversă acesteia potențialul punctului N să fie diferit 
de cel al punctului O. e 

Aplicaţie numerică: 

Rı=40Q, f= 50Hz. 
Soluţie : 
Tensiunea punctului N față de punctul neutru O al generatorului este: 
1 1 
Бл |= c) 
E n ( m^ ид UMa + но), 
R, + R, + joR RC 


o CINE EEE 
RR 
în саге U,, Uz, Us sint tensiunile de fază simetrice ale sistemului a cărui 


ordine de succesiune a fazelor se determină și în care s-a neglijat admitanta 
voltmetrului. 


f A Pentru succesiunea directă a fazelor, 
Р M N О =а?0,, сиё = LEE 
К А 1 + {75 $i condiția Uy = 0 devine: 
d Fig. 2.15 ( К, + @R,(1 + joR,C) = 0, 
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в, — FR, SR = 0, 


1 
-4 oR RC- УФ в, = o, 
adicá 
В, = 28), 
oR;C+ /3— 0 
Ultima relație nu poate fi satisfăcută, deoarece 
970, R20 și C>0. 
Pentru succesiunea inversă a fazelor, U, = aU, și condiţia U = 0 devine: 


R, + aR; (1 + joR,C) = 0, 


sau 
R, 
n, -Z — oR RC = 0, 
1 
-4 eRRC +R, =0, 
adică 


R,—2R, 
oR,C — [3 = 0, 


care sint relaţiile căutate. 

Cînd sînt îndeplinite aceste condiţii pentru montajul din figura 2.15, de- 
viatia voltmetrului indică succesiunea directă (7, 2, 3) a fazelor, iar lipsa de 
deviație a voltmetrului indică succesiunea inversă a fazelor. 

Aplicație numerică : 


R, = 28, = 2:40 = 80 0, 


ы УЗ үз. м 
C — Vn 2050-00 ^ 09 НЕ 
Problema nr. 2.16. Fie o linie electrică trifazată simetrică, suficient de scurtă 
pentru a i se putea neglija impedanfa proprie si capacitățile în serviciu. Re- 
zistențele de izolație aţă, de у, ale fazelor măsurate cu ohmmetrul) 
sînt 7, a, 7, (fig. 2.16). 
Se cere sá se calculeze valostta efectivă a intensității curentului care 
trece printr-un obiect pus la pămînt, de rezistenţă electrică R, care ar atinge 
faza a treia. 
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Solufie : 


Notîndu-se 
1 1 1 1 
Bi а=; а= б=т» 


tensiunea de deplasare a punctului N 
(pămîntul) în raport cu neutrul gene- 
ratorului este: 


U, = Utt Un Uo 6) 
NU 
9v 98 OG 


Tensiunea aplicată pe obiectul de rezistenţă R este: 


(U, — Ug, + (б, О) 
Us = U, — U, = 3209 22) 
та т I 


Alegînd originea de fază aceea corespunzătoare tensiunii primei faze, se 
poate scrie: 
Y VE 


u-U u-v[-i-iu-v(-i4)52) 


Curentul cáutat este: 


ELE Harila nta), 


I= UG = 306 
@+а+%+6 
de valoare efectivă 
[2+ 1 dns d А3 
ч ut Э че чт Vama Fă _ 
1 = 306 V3UG oh 


ъа + +6 


узип та 
тагу + R(T + тага + Tari) 


Problema nr. 2.17. O bobină trifazată simetrică în stea, avind pe fază inducti- 
vitatea L și rezistența R, este alimentată cu un sistem de tensiuni de linie 
simetric Uis, Uz, Un. 

Se cer curenţii absorbiți de bobină, cunoscîndu-se că fazele ei sînt cuplate 
inductiv două cîte două, inductivitățile mutuale între faze fiind egale în 
modul cu M (v. fig. 2.17, a). 

Solufie : 

În cazul în care există impedante mutuale între fazele receptorului, meto- 
dele specifice rețelelor electrice trifazate nu sînt în general aplicabile. 
he caz se росе găsi o.schemá echivalentă în stea fără cuplaje între faze 
(v. fig. 2.17, b) si problema se reduce la una obișnuită. Pentru a găsi această 
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Fig. 2.17 
schemă echivalentă, se scriu ecuaţiile lui Kirchhoff pe cele două ochiuri 
independente din figura 2.17, a: 
= (R + је) L + joMI, — (R + joL) І, — joMI, = 
—[R + јо — M) L — [R + je(L — M)] Ls, 
= (R + joL) Is + joMI, — (R + joL) I, — joMI, = 
= [R + jo(L — M)] I, — [R + je(L — M)] I, 
Se observă că s-au obținut ecuaţiile scrise pentru ochiurile independente 


ale schemei echivalente din figura 2.17, b, dacă inductivitátile echivalente 
ale fazelor necuplate, legate în stea, sînt: 


Li DM 
Rezultă curenţii absorbiți de bobina trifazată: 


U els 


prp J— a 
Rio LA) ҮЗІ + јә М) 
E m3 
һ=һе?з, del, 


unde U, este tensiunea stelată a fazei 7. 


Problema nr. 2.18, O bobină trifazată simetrică, în triunghi, avind pe fază 
inductivitatea L si rezistența R este alimentată cu un sistem de tensiuni 
de linie simetrice Uz, Uz, Us 

Se cer curenţii de linie absorbiți de bobină, cunoscîndu-se că fazele ei sînt 
cuplate inductiv două cite două, inductivitátile mutuale între faze fiind egale 
în modul cu M (v. fig. 2.18, a). 

Solutie : 
Ca și în cazul problemei nr. 2.17 se caută o schemă echivalentă fără cu- 
laje inductive între faze pentru receptorul în triunghi considerat (fig. 2.18,2). 
Ecuațiile lui Kirchhoff scrise pe ochiurile independente care se închid printr-o 
linie a tensiunii la bornele de alimentare din figura 2.18, a, sînt: 


= (R + joL) La + joM(Iss + Г), | 
Un = (R + јә) I5 + јӘМ(1 + In), | (1) 


Us = (R + jol) 1 + 1®М(1 + а). 
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Fig. 2.18 


Adunindu-se aceste.ecuatii si ţinîndu-se seama că suma tensiunilor de linie 
este nulă, se obține: 


IR + je(L + 24) as + La + Ia) = 0 Q) 


Deoarece primul factor nu poate fi nul, din cauza rezistenfelor totdeauna 
pozitive ale fazelor, rezultă că cei trei curenţi de fază ai receptorului satisfac 


relația: 
Iu + In + In =0 6 
Înlocuindu-se cu (3) suma a cîte doi curenți în (1), rezultă: 
Usa =[R + je(L — М), 
Us = [R + jo(L — М) In, 
Un = [R + jo(L — М)] In, 


adică inductivitățile receptorului în triunghi echivalent fără cuplaje induc- 
tive sînt: 
Les L—M 


Rezultă curenţii de linie absorbiți de bobina trifazată: 


Uy — Us 


І, = În — Із = 
Da > 0 ён = R} jol- му’ 


= 2n 
I-le* 1=1е5 


Problema пг. 2.19. O bobină trifazată nesimetrică în stea, avînd ре fază 
rezistența neglijabilă si inductivitatea L, este alimentată cu un sistem de 
tensiuni de linie simetric U,» Uz, Ug. 

Se cer curenţii absorbiți de bobină, cunoscîndu-se 
că fazele ei sînt cuplate inductiv, iar inductivită- 
file mutuale între faze sînt: М, = Ма = 2Му = 
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Soluţie : 
Ecuațiile lui Kirchhoff pentru rețeaua din figura 2.19 se scriu astfel: 
L+L+b 
joLI, + јәМ 21, + joMaIs — joLI;— ӘМ, — 
= jeMaI, — Un — 0, 
jeLI;  jeMyI; + joM5I; — joLI; — joM3I, — 
— jeMal; — Us = 0, 
sau in cazul particular al probes date, 


Ii d.d 13=0, 
jeMI, — joMI,— je 


jo, + jeMI, — joMI; = Us, 


adicá: 
UI 1-0, " 
zu cs t PP DAE 
D= da 243 jeM 
1 U, 
кя І, —І,=-=8. 
LL-Lh-im 


Soluţia acestui sistem de ecuaţii, tinindu-se seama că U, + Us + Us = 
= 0, este: 


I 2 Aia + Us т, 220+, 
717735 joM 73 55 м 
I = 2 Em Ы 
Жата талак з" 
15 joM 


Se poate observa că valorile efective ale curenților Z, si 7, sînt egale. 


Problema „nr. 2.20. Un transformator trifazat, avînd cele două înfășurări 
conectate în stea (v. fig. 2.20), alimentează un receptor trifazat echilibrat în stea 
cu impedanta Z pe fază. Tensiunile electromotoare de fază secundare ale trans- 
formatorului sînt simetrice e 
şi cunoscute, U., Um, Usp dar „ ATUS ERR i 2 
înfășurarea fazei a treia asecun- ; 
darului a fost legată invers. p 

Să se determine curenții în 
fazele receptorului știind cá se s 
pot neglija căderile de tensiune 
în fazele transformatorului. 
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Solujie : 


Deoarece se pot neglija căderile de tensiune în fazele transformatorului, 
potenţialele bornelor secundare 7, 2, 3 față de punctul O, comun, al înfășu- 
rárii secundare, vor fi: 


Ug — Ua; Us = Оа; Us = —Ua 


Tensiunea punctului neutru N al receptorului față de punctul O rezultă: 


UY, + ОУ, + ШУ, 1 
= Шаў + 06Ү, + 0 Y, 1 us 
Uy— Y XY z Un + Un + Ux) 


= iU. +U — Un) = 20, 


unde 


sint admitanţele fazelor receptorului și unde s-a ținut seama că 
0. +0, +0, = 0 


Prin urmare, curenţii căutați sînt: 


Se observă că sistemul de curenți în fazele receptorului este nesimetric și că 
valoarea efectivă a curentului 7, este de trei ori mai mică decit aceea din 
situația în care secundarul transformatorului ar fi fost legat corect. 


Problema nr. 2.21. Un receptor trifazat 'echilibrat în stea fără conductor 
neutru, avînd impedanța fazei egală cu Z, este alimentat cu un sistem de ten- 
siuni de linie nesimetrice, О, Uz, Us. 

Să se calculeze curenții în fazele receptorului. 


Aplicație mumerică : 
Usa = 220 Ү, Ug4—185V, U4—200 V, Z=(16+j12)9. 
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Fig. 221 
Solujie : 


Pentru determinarea tensiunii dintre punctul neutru N al receptorului si 
una din bornele 7, 2, 3, se alege ca potential de referință potenţialul uneia din 
aceste borne, de exemplu acela al bornei 3. Se obține: 


= Сал FUY Оа 04, 
Sa ty Y 4 Y, 3 
1 
unde Y, — Y, — Y, — 7 sint admitanfele fazelor receptorului. 


Curenfii in fazele receptorului vor fi: 


7 U, 
L= Us, = (Us Шм) z - (-Us- = 


Fie originea de fază aceea corespunzătoare tensiunii Uss, Uy, = U = 185 V. 
Din figura 2.21, b rezultă: rap SES 


cs О. — (Ul + Ui) _ 200? — (2002 + 185% — 0523, 
20.0 2.220: 185 
sin а = 0,852. 
Prin urmare: 


Uis = Us; (cos a + j sin а) = 185 (— 0,523 + j 0,852) = 
= (— 96,7 + j 157,6) V. 
Deoarece U, + Us + Us; = 0, rezultă si 
Un = —(Uxs + Шы) = (—88,3 — j 157, 6)V. 
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Utilizindu-se relaţiile de mai sus, se obține: 
Uw 2126V, О, m118V, Ua% 106 V, 
1,ж 6,3 А, 1,5,9 А, 155,3 А. 


Curenţii 7,, Z», T, sînt defazati cu același unghi e = arc tg s = arc tg 0,75 
în urma tensiunilor corespunzătoare Uy, Uzw, Озу (v. fig. 2.21, b). 

Observaţie. Independent de datele numerice ale acestei probleme, punctul пешти N 
al receptorului (v. fig. 2.11 b) coincide cu centrul de greutate al triunghiului 1, 2, 3 al 
tensiunilor de linie. 


Problema nr. 2.22. Un receptor trifazat echilibrat cu corexiunea în stea, 
avînd pe fiecare fază două elemente identice, de impedanţă Z, în serie, este 
alimentat cu un sistem de tensiuni de linie simetrice și cunoscute 0,,, Uz, Usi: 

Se cer curenţii care circulă în laturile rețelei în situația în care se închide 
întreruptorul К (v. fig. 2.22). 


Solufie : 
Pentru reţeaua electrică care se formează prin închiderea întreruptorului A 
(v. fig. 2,22), se pot scrie ecuaţiile lui Kirchhoff: 


2+1-1-1=0, 

L+L+L=0, 

ZI,— ZI; — 0, 

ZI, е, 21, m Ug = 0, 

ZI, — 221, + Zl, Un —0 
Se rezolvă sistemul de ecuaţii și se obține: 


т, = Zat 5 Un _2Uun — 5 Un 
= 122 127 


= 2203 + 5 0. 
Y. 122 


LE 


Se observă că sistemul de curenți 
este nesimetric şi că valorile efective ale 
curenților satisfac relaţiile: 


LnL-h2h lt 
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Problema nr. 2.23. Un gene- 
rator trifazat avînd tensiuni 
de fază simetrice și cunos- 
cute, U,, Uz, Us, si neutrul pus 
la pămînt printr-o impedanţă Z, 
alimentează printr-o linie trifa- 
zată simetrică, de impedantá Z 
pe fază, un receptor echilibrat 
în stea, de impedanță pe fază 
egală de asemenea cu Z, neutrul 
acestuia fiind pussla pămînt. Jd 

Să se determine curenții în Fig. 223 
rețea în situația în care se 
produce un scurtcircuit între borna fazei a treia a receptorului și pămînt. 

Se neglijează impedantele interioare ale generatorului și se presupune că 
scurtcircuitul este net. 

Solujie : 

Fie Т,, 1», Is I, curenţii în laturile reţelei indicate în figura 2.23. 

Se observă cá Г, = 0, curentul de scurtcircuit fiind chiar Is. 

Tensiunea punctului neutru N al receptorului față de punctul neutru O 
al generatorului va fi: 


U, AX RUM + UY, Vu Urat Uy 
n TT 5 D 
unde, 
1 1 
L=L=7' h=z 


sînt admitanţele fazelor între bornele generatorului și punctul neutru N al 
receptorului, iar Y, = — este admitanfa conductorului neutru. S-a ținut 


seama că U, + U, + U; = 0. 
Curentii debitați de generator vor fi: 


Se observă că sistemul de curenți este nesimetric, că valoarea efectivă a 
curentului Г, este de i ori mai mare decît curentul de linie debitat de genera- 
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Fig. 2.24 


vor în situația normală și că între valorile efective ale curenților există 
legătura: 
1=1<1, 


Problema nr, 2.24. Se dă rețeaua electrică din figura 2.24, a, alimentată de 
la o sursă de tensiune electromotoare monofazată. 

Cunoscîndu-se rezistența R, aceeași penu toate cele trei rezistoare, se 
cere sá se determine inductivitatea L a bobinei si capacitatea C a conde: 
torului, astfel incít tensiunile la bornele 7, 2, 3 sá formeze un sistem de tensiuni 
trifazat simetric. 

Solujie : 

Fie U, tensiunea electromotoare a sursei monofazate, de pulsafie о, a cărei 
im danjá interioară se presupune neglijabilă. 

e observă că, dacă sistemul de tensiuni la bornele 7, 2, 3 formează un 
sistem trifazat simetric (v. fig. 2.24, b), potenţialul punctului о comun al celor 
trei rezistoare se reprezintă chiar în centrul de greutate al triunghiului echi- 
lateral al tensiunilor de linie U,», Us, Us: 

Prin urmare, se pot scrie relațiile: 


RLoU, RL-U, Rl Us 
jell, = Un, 1.0 Un=—U, 


în care Ј,, Ia, Is Iv, Lo sînt curenții în laturile rețelei din figura 2.24, a, 
iar Ui, Us, Us sînt tensiunile stelate ale sistemului trifazat simetric. 

i Rezultă că triunghiul curenților 7,, 7,, Jo trebuie să fie un triunghi echi- 
lateral: 


ӘРЕ 8 
V3R oL eue. 
sau 
3 y 
oL= =з, 
adicá 
Узв 


2.3. REȚELE TRIFAZATE ÎN REGIM PERMANENT ARMONIC 
PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 2.25. Un sistem trifazat receptor este compus din trei conden- 
satoare de aceeași capacitate C și din trei bobine de aceeași inductivitate L 
şi aceeași rezistență К, montate ca în figura 2.25. El este alimentat cu un 
sistem trifazat simetric de tensiuni avînd tensiunea de linie U, și frecvenţa f. 

Se cer curenţii din condensatoare (valorile lor efective și defazajele). 


Fig. 2.25 


Indicafie: Se transfigurează triunghiul condensatoarelor în steaua echiva- 
lentă și se face calculul pentru o singură fază. 
Se obține valoarea efectivă a curenților din condensatoare, 


һ=-————— 
[ж] 


$i defazajul curenților din condensatoare față de tensiunile de linie corespun- 
zătoare, 


Ф. = arctg 


Problema пг. 2.26. Să se calculeze intensitatea curentului în fiecare fază а 
receptorului trifazat constituit prin legarea în stea a unui condensator de 
reactanfá Хо = 25 Q, a unui rezistor de rezistență R= 25 О si a unei 
bobine de reactantá X, = 25 Q (v. fig. 2.26), alimentat 
de la o rețea electrică trifazată cu tensiuni simetrice, 1 
avind tensiunea de linie de valoare efectivă U, = 380 V. 

Тийсайе: Se alege ca origine de fază tensiunea de 


fază corespunzătoare fazei a doua a rețelei de ali- Xe 
mentare. N 
Se obţin intensitátile curenților (în complex sim- 
plificat) : L^ R 
= (— 7,6 + j2)A, 1, = 15,2 А, x > 
І, = (—7,6—]2)А Fig. 2.26 
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Problema nr. 2.27. Un generator trifazat de tensiuni simetrice alimentează 
două receptoare; primul receptor este echilibrat, în triunghi, cu impedanța 
fazei Z; al doilea receptor este dezechilibrat, în stea, cu impedantele fazelor 
Zi > Z = 2, Z2=22. 

Să se determine curenții debitati de generator și puterile activă, reactivă 

și aparentă debitate de generator, fiind cunoscute tensiunea de fază a genera- 
torului U = 121 V si impedanța 2 =Z e, cu Z = 42 Q si cos = 8» 
indactiv. 
Inaicajie: Se tansfigureazá steaua celui de-al doilea receptor in triunghiul 
echivalent ei, se calculează curenții în laturile triunghiului echivalent ambelor 
receptoare, iar apoi se exprimă în funcție de aceștia curenții de linie debitati 
de generator. 

Se obține (alegînd ca origine de fază tensiunea stelată a primei faze): 


1,= (10—j52)A, 1, = (-10— j52) A, I, — j104 A; 


Р —3450W, 0 = 1990 var, S = 3980 VA. 


2.4. COMPONENTELE SIMETRICE ALE UNUI SISTEM TRIFAZAT 
PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 2.28. Să se calculeze componentele simetrice ale sistemului 
de curenți trifazat nesimetric: 
I1-(5—j4A, Һ=(—6—]5)А, L-(4j64. 
Solufie : 


Fazorii fundamentali ai sistemelor de componente simetrice ale sistemului 
de curenți dat sînt: 


1,0. +ъ+ 1) = 05—349) +(—6-)3) +0 +16]= (10А, 


L-iü tan te= 16 —i09+[- 24265) 


*(-£-i)ei9]- 6 — i439 4. 


L-i tr +a) -i5-i9«(-1-i8)cs-is4 


+ (7i) ie]- cum iia 
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Problema nr. 2.29. Fie sistemul de tensiuni trifazat de succesiune directă 
avind valorile efective ale tensiunilor stelate: U, = 0, = 120 V, U, = 100 V. 
Unghiurile dintre fazorii respectivi sînt: 

ала = 90°, аз = 150°, азу = 120°. 


Să se determine componentele simetrice ale acestui sistem de tensiuni. 
Solujie : 


Alegind faza întîi ca fază de referință pentru reprezentarea în complex 
simplificată, rezultă: 


U, = 120 ei? = 120 V, 
U, = 120 e11 = — j 120 V, 
U, = 100 eit — a 100 V 


Fazorii fundamentali ai sistemelor de componente simetrice sînt deci: 


U=} U + U) = 0 — j 120 + (71 519) 100] = 
= (23,33 — j 11,11) V = 26,7 e" 8ra ү, 


E 


= (+ aU. + 01) -i[ue.(-1 it ii 120) + 100]= 
= (108 + 20) V = 110 eae v, 


U = 00, + ей, + ай) = [120 +(- 2 — Bei 120 + 100)]= 
= (— 11,33 — j 8,89) V = 14,4 € "mv 


Problema nr. 2.30. Să se determine componentele simetrice ale sistemului 
trifazat de curenţi care circulă printr-o rețea trifazată în stea fără fir neutru, 
dacă una din faze este întreruptă. 


Solujie : 
Dacă faza întîi este întreruptă, curenții pe cele trei faze sînt: 
L-0L-L L--I 
Componentele lor simetrice rezultá: 


Lol LL) -0 


= (L+ al + dl) = Ца— a) =} = ale? 
1 -5 
L-id ala Ital) = Цаа) = iile s 


Cînd faza a doua este întreruptă, curenții pe cele trei faze sînt: 
1һ=1,1„=0,1,=—1, 
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iar componentele lor simetrice rezultă: 


Loi eb al) =! —a)= Ies 


Problema nr. 2.31. Să se determine sistemul de tensiuni trifazat nesimetric 
«căruia îi corespund următorii fazori ai componentelor simetrice: 


U,— 10/5 V, U, 10069 V, U,— 15 е5 V. 
-Solufie : 
Fazorii componentelor simetrice se scriu: 
U- 10 (cos +] sin ©) = (5V3 + j5) V, 
Ш = (100 + j 0) Y 
U; 15 (cos 3 — іт) = (1,5 — } 7,5 З) V 
Tensiunile pe cele trei faze rezultă: 
U, = U, + Ua + U, = (116,16 — j 7,98) V = 116,43 e” mru y, 
U, = U, + a U, + а U, = (— 33,84 — j 68,62) V = 76,5 eint ү, 
Us = U, + aU, + aU, = (— 56,34 + j 91,6) V = 107,54 ei teint ү 


Problema nr. 2.32. Sá se determine relațiile dintre componentele simetrice 


ale unui sistem de trei fazori concurenți si acelea ale sistemului de fazori care 
unesc virfurile fazorilor primului sistem. 


Soluţie : 

Fie Vi, Va, V, sistemul celor trei fazori concurenți și U, = V, — Va, 
Un = Va— T. Us; = Va — V, sistemul de fazori care unesc vîrfurile fazo- 
rilor Vi, Va, Va (v. fig. 2.32). Alegind ca fazor 
fundamental al sistemului al doilea pe Uz, com- 
ponentele omopolară, directă și inversă ale acestui 
sistem sînt: 

U= 


$ Us + Un + Un) = 0, 


Uu = $ Un + aUn + Un) = S Vs — 


Fig. 2.32 Үз) + a (V; — V4) + aV, — Ka] 
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Ta aY, + a) — + (Vs + aV, + Y) 
= (И, + aV, + aV) — È а(У, + aV, + Уз) = 


ELI 


= @— a) Ya = — 37, = ЗУ, e 

Un = (Un + Un + айы) = ЦУ» — V) + eV, — V) + 

xa, — VJ] + (Уз + V, + aV) — + (Vy + aV, + aV = 
=a È (V, + aV, + aV) — at È (V, + aY, + aY) = 


= (a а) V,— ]үзу,= V3 Kie’? 


Observaţie. De obicei se alege ca fazor fundamental fazorul Us, așa cum s-a făcut: 
mai sus, întrucit se obțin relații mai simple decit dacă s-ar alege ca fazor fundamental 
de exemplu, Шу. 


Problema nr. 2.33. Să se arate că două sisteme trifazate de fazori concurenți 
care au vîrfuri comune și origini diferite, au aceleași componente simetrice 
directă și inversă, iar componentele lor omopolare diferă prin fazorul care: 
unește cele două origini. 


Solufie : 
Fie (V, Va, Vj) si (Vi, Из, V3) cele două sisteme de fazori (fig. 2.33). Compo- 
nentele lor simetrice sint: 


Vs Dr Vata Ps Oi YD YD, 
у= Vata + aY), Va $ (Kit aV ati), 


USEE HVH aV), K= È (Ei ai aY) 
Calculînd лаба componentelor omopolare ale celor două sisteme, se 
obține: 


У, = QU. И) + (a — И) + (4 — Уй] 


Însă h 
У Kis Ир, Vy-Vi—Vy Уз ИУ, 
unde s-a notat cu V y fazorul care unește origi- 
nile celor două sisteme de fazori. 

Deci: 


Z-t 


= (ФУх)=УЎу вап Ё„ = У + Vy 
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Diferenţele componentelor simetrice directe și inverse ale celor două sisteme 
rezultă: 


Va Pa = И) + aa — V2) +4, И] 


(Urat a) Vy = 


Yy-vi-0 


V,- Va şi И, = 0 


Problema nr. 2.34. Se consideră sistemul de fazori concurenţi (V, V, , Va) 
Să se arate cá fazorul OG care unește originea fazorilor cu centrul de greutate al 
triunghiului format din virfurile fazorilor sistemului dat reprezintă chiar com- 
ponenta omopolară a sistemului. Se va deduce de aici o metodă grafică de 
determinare a componentei omopolare. 

Soluţie : 

Cu originea în centrul de greutate al triunghiului A BC (v. fig. 2.34), se con- 
struiesc fazorii concurenţi Ут, Уз, V; avînd aceleași extremități ca și cele ale 
fazorilor omologi ai sistemului dat. 

Tinind seamă de rezultatul problemei nr. 2.33, rezultă că: 


V,—V;- 06. 
Dar 


ГАБА Фи фи) = 0, 


deoarece originea G а fazorilor Vi, Из, Vs este în centrul de greutate al tri- 
unghiului ABC. 
Rezultă: 


K, = 0G. 


Concluzie. Pentru determinarea grafică a com- 
ponentei omopolare a unui sistem de fazori concu- 
renti (V5, Vs, Ya), se construiește triunghiul cu vîrfu- 
rile în extremităţile fazorilor sistemului. Se unește 
apoi originea О a fazorilor cu centrul de greutate al 
acestui triunghi și se obține fazorul V. 

Problema nr. 2.35. Fie sistemul trifazat de ten- 
siuni stelate U, = 100 e V, U, = 120 e! Н У, 0, = 

т 
—105e 73 V. Să se determine componentele lui 


simetrice pe cale grafică. Să se verifice prin calcul 
rezultatul obținut. 
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Solujfie grafică : 

Din diagrama polară construită 
grafic în figura 2.35 la scara 1 cm = 
= 50 V, rezultă pentru componen- 
tele simetrice următoarele valori efec- 
tive și defazaje: 


U,—86V,  ф=—6°50'; 
Us = 41,4 V. 5 фу = 151°; 
Uy SUV, 


Solujie пайа M 
Sistemul. nesimetric de m scrie: în complex simplificat; 
Ё, \ } | = 100 e? = 100У, 
M d О, = 120 е © = (103,8 + j60) V, 


s 
U, = 105 673 = (52,5 — j 90,8) V, 
jar comenta lui simetrice rezultă: 
= 5 (U: + U: + U) = i [100 + (103,8 + j 60) + (52,5 — j 90,8)] = 
= (85,43 — j 10,27) V = 86,05 е-т "raw y, 


: - -1 
ГА U, + aU, + U, =} (100 + a 120 dia: 105e > 
" 

H 496 în А jm 151°:180° 
=} (100 + 120 e' T+ 105 e) = (— 3626 +j 20) V = 41,41 emm v; 


U,— È (U, + гй, + ай) = + (100 + a? 120 d* фа 105 е5) = 


= E 
= £100 +100 е? 110583) = (5083 — j 9,73) V = 
. = 51,75 е-і10%'лә y 
Observaţie, Diterenjete dintre; rezaitatele obținute pe cele două căi se datoresc impreciziel 


calculului grafi + [dts 


Problema nr. 2.36. Sá:se exprimé erderile de putere prin efect Joule 
care au loc într-o rețea trifazată echilibrată, pur rezistivă, în funcție de com- 
ponentele simetrice ale sistemului trifazat nesimetric de curenți care o străbat, 


Rezistenţa pe fază a reţelei este R. 
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Solujie: 


Fie (14,113) sistemul de curenți nesimetrici care străbat rețeaua si I, Lu 
I, fazorii fundamentali ai sistemelor de componente simetrice ale acestuia. 
Puterea disipată în rețea prin efect Joule este: 


P= ЕП + ЕБ + RH = RU; + Ll Is) 
în care 


ы (+ L + L) (G ALD. 
= LE +u + LIE + LA + I) d IAD + D) + LA +I, 
Ls = (I, + I, + aL) (5 + ali + а) = 
= LE + LIS + LI + Шай + eL) + els + èI) + 
+ аг + ali), 
= (Io + ala + à?) (I5 + I; + aD) = 
= LIS + LIS + Idi + 14# + ali) + aL; + ali) + 
+ at + а) 


Prin urmare, 
Р = 3R(LI; + 1% + 11) = 3RUS + I3 + A) 


Problema nr. 2.37. Să se calculeze curenții din rețeaua echilibrată din 
figura 2.37, а, dacă această rețea este alimentată cu sistemul nesimetric 
de tensiuni: U, = 300 V, U, = j 100 V, U = — j 100 V. Impedantele din 
circuit au valorile: Z' = j 20 Q, Z” = 30 0, Z"y = 10 Q. 

Să se calculeze apoi puterile absorbite de rețea. 

Solufie : 


Fazorii componentelor simetrice ale sistemului de tensiuni se obțin cu 
relaţiile: 


U, =} (б, + Ua + U) = 100 V, 


U, = $ (U, + aU, + ай) = 42,3 V, 


U, =j + GU, + ай») = 157,7 V 


Ín figura 2.37, b sint arátate cele trei sis- 
teme de componente simetrice de tensiuni 
aplicate de reţelei trifazate echilibrate, iar 
Fig. 2.37, a * în figura 2.37, c. sînt prezentate schemele 
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-— . d 
Fig. 2.37,.5 


rețelelor monofazate corespunzătoare fazei întîi. Teoremele lui Kirchhoff 
scrise pentru aceste reţele monofazate. dau următoarele sisteme de ecuaţii: 


L-LhthH,lL-enh4H 


ц= 02-022} 22А, Ц = 20 


I, = (141 — j 2,12) А; 
U 


U, 
Пе ps i 7884, I =z- 
1 S 
I,—(525—j 7,88) А; 

VET T. AN б. 7 
be a E T 
= = 1,66 A, 

30 + 3-10 


1, = (1,66 — } 5) A 

Curenfii reali în rețeaua dată sînt deci: 

а= 1, +1, +1= (8,32. } 15) À 
I, — L, + al, + al, = (3,32 + j, 3,32)A, 

Is =L, + а, + al; = (— 6,65 — j 3,32) A; 
= —}15 А, .= 8,32 А, 
Ia = 4,98 A, I; = (—1,66 + j 3,32) A, 
= — 4,98 A; I} = (1,66 — j. 3,32) A; Fig. 237, c 
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1=+Ь+Һ%=—]15А, 
= +L +5 =5А, 
а= 1+ 1+ 1, = 15 + Iy =(5—]15)А 
Puterea complexă absorbită de rețea este: 
S = Us; + UI + Udi) = 
= 3[100(1,66 + 35) + 42,3(1,41 + 2,12) + 157,7(5,25 + 17,88)] = 
= (3170 + j 5500) VA; 
deci puterile activă și reactivă absorbite sînt: 
P = 3170 W şi 0 = 5500 VAR. 


Problema nr. 2.38. Un receptor trifazat este format din trei impedanfe 
Zu Za Za legate în stea. Sá se determine circulația curenților în rețeaua tri- 
fazată prin metoda componentelor simetrice. Se vor analiza cazurile rețelei 
fără și cu fir neutru (fig. 2.38). 

Solujie : 

Fie Ui, Us, О; tensiunile nesimetrice pe fazele receptorului si Ij, Is, Ју 

curenţii corespunzători. Există următoarele relații: 


Ui = Zi I, 
U-ZL. 
Us = Za Is 


sau exprimind curenții prin componentele lor simetrice, 
Ui—ZU, + L +1), 
Us = 241, + aIla + al), 
Us = ZI, + aL, + а) 


Cu aceste expresii, componentele simetrice ale tensiunilor pe fazele recepto- 
rului se scriu: 


Ui = $ (Ui + Ui UD) = SZ, La + D) + Zall + PLA al) + 
+ Z4L + ala + èL), 

U; = $ (Ui + aUi + а) = 
—i A, + Ia + L) + aZ, + 
+1, + al)+ 2401, aL + L), 
U; = $ (U; + aU; + а) = 
=Å ZA + L + L) + eZl + 
+, + al) + 42401,4 ala + AL); 
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sau ordonind după componentele simetrice ale curenților: 
U = SA +Z + Z) L + (Z + Z + aZ) L+ (Zi + aZ, + 
+ AZI, 
U = $ UZ + aZ, +a) L + (Z+ Z + Z) l + (Z + 
+ 2, + а) L]. 
Ш = S + Ж + oZ) Ip + (Z, + aZ + ад) La + 


+ (Za + 2 + 28) 1] 
Utilizind impedanfele de calcul: 


Z-itAT, 


Z=} (Z, + aZ, + aZ), 
Z=} (@+@+ aZ), 
rezultă: 
Ü = Zİ, +2 + 21, 
Ui = Zil, + Zola + Z4, 
= Zil, + Zala + Zol, 
a. Cazul rețelei fără fir neutru. Conform primei teoreme a lui Kirchhoff, 
Idi, 
adicá, 
L- 


În această situație, se obţine: 
Us = 21, + Zale 
Us —Z,, + 21, 
Ui = Za la + £l, 


Adoptînd ca fazor fundamental al sistemului de tensiuni de linie ре Uz, 
componentele simetrice ale acestui sistem sînt (v. problema nr. 2.32): 


Uu = —iV3Ua, Un = j V3 U. 
Rezultă prin urmare, 


Rezolvînd acest sistem de ecuații se obține: 
і, 042, + VuZe 


de unde se determină apoi curenții pe faze: 
hat 
I, = la + ale 
1, — al, + al, 


b, Cazul reţelei cu fir neutru. Tinind seamă de rezultatul problemei nr. 2.33 
cu privire la componentele simetrice ale sistemelor de fazori care au aceleaţi 
extremități, componentele simetrice ale sistemului de tensiuni de fază de 
alimentare (U;, Uz, Оз) se exprimă sub forma: 


U= 0; 
U =U; 
U, = U; + Uy, 


unde Uy reprezintá tensiunea punctului neutru al consumatorului față de 
punctul neutru al generatorului. Zy fiind impedanfa firului neutru $i Zy 
curentul care-l străbate, avem: 


Uy = Zyly 
Dar, 
1„=1,+1,+1,=31,; 
deci: 
Uy = 3231, 
jar 


U, = Ui +3241, 
Tinind seama de relaţiile de mai sus, rezultă: 
U, = Us + Uy = (Z, + 3Zy) 1, + Zila + Zale 
U, = Us = Zale + Zola + 21, 
U= Ui = Zil, + Zala + 21, 


Cunoscând tensiunile de fază de alimentare U;, Uz, Us, deci și cornponentele 
lor simetrice U,, U,, U, acest sistem detrei ecuaţii permite determinarea 
componentelor simetrice 7,, Ia Г, ale curenților, prin urmare si ale curenților 
In, 1, Із prin fazele receptorului. 

n cazul sistemelor de tensiuni de alimentare simetrice și directe, compo- 
nentele simetrice corespunzătoare sînt: U, = О, = 0, О, = U, 
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Problema nr. 2.39. O linie electrică 
trifazată avînd parametrii pe fază 
R=1Q si X = 0,50 alimentează 
receptorul trifazat dezechilibrat repre- 
zentat in figura 2.39. Parametrii recep- 
torului sint: Р, = R, = R,— 40, 
X,— —30, X, = X, = 30. La borne- 
le liniei se aplicá un sistem simetric 
direct de tensiuni între faze: 0, = 
= Uz = Ug = 380 V. Să se determine 
valorile efective ale curenților pe fazele Fig. 2.39 
receptorului. 

Soluţie : 
Impedanţele pe fază sînt: 


4 = (RI RD +j(X + Ху) =(5—] 2,5) О, 
Za = Z = (R + R) +j(X + X.) = (5 +j 55 Q 
[mpedanțele de calcul omopolará, directă și inversă sînt: 


ZL-i(htZzr-Z-06-i559, 


2,=20= 2, + (+ а)2]= (—}2) 0 


Alegind ca origine de fază tensiunea fazei întîi, componentele simetrice 
ale sistemului de tensiuni de linie aplicate sînt: 


Шы = — jU, V3 = — j 380 V; Uu = Un —0 
Componentele simetrice ale curenților rezultă (v. problema nr. 2.38): 
1,—0, 


= de uL. 0) 890 159. — (36,55 — j 816) A, 
Үз Zi—Z,Z үз (5+ jn5*— (—-j2* 


Түй. Bufe Zi (C 8990 — (7,02 + 11251) A, 
з ZI-ZZ V3 5 +}15)3 -i-j2* 


iar curenții pe cele trei faze: 
I, = I, + Ia + I, = (43,57 + j 4,36) A, 
1,— L, + aè L+ alı = (39/1 — j 27,15) А, 
L= L + aL + aL, = (O 3,86 + j 23,39) A 
Valorile efective ale curenților sînt deci: 


1,— 43/75 А, 
І, = 48,50 A, 
1,= 23/5 A 
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Problema nr. 2.40. Un receptor trifazat în triunghi are impedantele 2, == 
= (10 + j 6)0, Za = (20 — j10) Q, Z3, = (5 + j 20) Q şi este alimentat cu un 
sistem trifazat simetric direct de tensiuni între faze Uj, = Uz =U p = 380 V, 
Să se determine puterile aparente directă S4, inversă S, și totală S, Să se 
verifice apoi calculind direct puterea totală aparentă absorbită de receptor. 


Soluție: 


Se transfigurează triunghiul impedanfelor receptorului într-o stea echi- 
valentă: 


= Zu Za А (40 + j 6X5 + j 20) 0,83 + j 6,18) Q 
Asz% пото оо покр — 0931618 0, 
ZuZ (10 + j 6) 20 — i 10) ; 

2, илм = = (6,36 — j 2,34) О 
Se рдүн ж 35. j16 (6/36 —] 2,418, 

222, (20 —i 10)(5 + 120) 
Z Sa = = (10,87 + j 5,03 
CA Zat Zar Zu 35 + j16 0874130) 0 


Impedanfele de calcul omopolară, directă și inversă sînt: 
Ze = $ (Z + Z, +2) = (602 + 12,06) 0, 


Za =} (Z, + aZ, + д) = (— 0,47 + j 0,32) 0, 


Z =$ (Zi + Z, aZ) = (— 0,47 + j 291) Q 


Puterea rețelei la care este racordat receptorul fiind practic infinită, iar 
receptorul fără fir neutru, componentele simetrice ale sistemului de curenți 
absorbiți vor fi: 

I,— 0, 
EM SNC NE zd 
Li = pe g = (074 — i 156) А, 


Т И ДИНУ КЕ 
1= 5 п j 2,68) A, 


unde, considerind ca origine de fázá tensiunea primei faze, componentele 
simetrice ale tensiunilor de linie s-au luat: 


U,——jU y3 = — j 380 V, U, = Up = 0. 
Puterile complexe, directă și inversă, pe fază sînt: 
Si = Uu; = AS 074 + j 15,6) = (6040 + j 3430) VA, 
3 
S= UR =0, 
iar puterea complexă totală: 
S, = 3 (Sa + 5) = (18 120 + j 10 290) УА 
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Verificarea calculului se poate face determinind pe cale directă puterea 
complexă absorbită de receptor: 


= Usa + Unlss + UI; = Un 22 z PLU 29+ Uaz = 


2 te Ub US op, ш să 
A m Za EA 


1 1 1 S 
= 380% 18 120 1 " 
ETE E YID (9:120: 3:30 290) a: 


Problema nr. 2.41. Se dau sistemele trifazate de tensiuni si de curenţi 
pe fază: 


U, —j120 V, 1,— (64-19, 
— (120 — j 120) V, L=-—j6A, 
U, = —120V; I1-(—6—j64A 


Să se calculeze puterile activă, reactivă si aparentă, folosindu-se compo- 
nentele simetrice ale acestor sisteme. Se va verifica apoi rezultatul printr-un 
calcul direct. Determinarea componentelor simetrice se va face grafic, ele- 
mentele necesare calculului luindu-se direct din diagramele fazoriale. 


Solufie: 


În figurile 2.41, a si 2.41, b sînt arătate diagramele fazoriale pentru calculul 
grafic. Din aceste diagrame rezultă: 


U,=0V I,—2e-i*' A, 
U,— 134 el? V, Ia = 646657 A 
U, = 36 е-1е ү; I,— 374 e-i% A 


Defazajele între componentele simetrice ale sistemului de curenți și cele 
omologe ale sistemului de tensiuni sînt: 


фа = 75 — 62° = 13°, o, 166° —36° = — 202° sau ф = 158". 
Puterea activă absorbită rezultă: 
Р = 3(U „Io cos 9, + О.Г, cos 9, + Ul, cos și) = 
= 3(134-6,46 cos 13° + 363,74 cos 158°) = 2 160 W, 
iar puterea reactivă: 
Q — 3 (0,1, sin go *- U,I, sin 9, + ОИ, зіп 9) = 
= 3 (134.6,46 sin 13° + 36-3,74 sin 158°) = 720 VAR; 
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Fig. 2.41 
puterea complexă va fi: 


S= P +j Q= (2160 +j 720 VA 
sau, în modul: 
5 =2 277 VA 


Calculind direct puterea complexă а sistemului, rezultă aceeași valoare: 
S = Uli +0. + UsI5 = j 120(6 — j 6) + (120 — j 120) (+j 6) + 
+ 120(—6 + j 6) = (2 160 + j 720) VA 


Problema nr. 2.42. Un motor asincron, cu înfășurările conectate în stea, 
avînd impedanfele directă și inversă pe fază ZI = (40 4-j 25) О 2" = 
= (5 +j 8) Q, este alimentat printr-o linie echilibrată fără fir neutru cu 
impedanța pe "fază Z, = (0,2 + j 0,4) Q. Sistemul de tensiuni la bornele 


de alimentare ale liniei este: 
Usa = 1250 V, Uz = 1600 V, U, = 1600 V. Să se determine: 


a) valorile efective ale curenților pe linie; 
b) valorile efective ale tensiunilor la bornele motorului; 
c) puterea absorbită de motor. 
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Soluţie : 


Van 
Fazorii tensiunilor între faze la bornele de alimentare ale 
liniei formează un triunghi isoscel (v. fig. 2.42). Luind pe U, 
ca origine de fază se găsește: 


= Un 1250 
cos а = —— — — — 7 — = 0,391, de unde a = 67°. 
Uy 2 - 1 600 
f deett Un A 
și, deci: y. 
Us —1250em"t — 12% V, Fig. 2.42 
Ug = 16006779 — (—625 —j 1475) V, 


Ug, = 1600 eria = (— 625 + j 1475) V 
Componentele simetrice ale sistemului de tensiuni de linie sînt: 
1 
Un — E (Us + Un + Ux) = 0, 


Uu= iUn + aUn + Us) = 1475 V = 1475 e? ү, 


Un = + Un + Un + айы) = — 225 V = 225 eie ү 


Componentele simetrice directă și inversă ale sistemului de tensiuni de 
fază vor fi: 


,Ui ; 1475 
Ug =} E =j- = j 850 V = 850 c9 ү, 
E fa "vs um j 


j j= =j 130 V = 120 esame y 
Vă ys 


Linia fiind echilibratá, impedanfele ei de calcul rezultá: 


Z-iGZL-Z-(2404 0, 


L-Z-iüt444)Z- 


a. Pentru calculul componentelor simetrice directă si inversă ale curenților, 
se utilizează ecuaţiile generale: 


Ug = (Zo + 22) 1 + Z Io 
Un = Za la + (Zo +Z”) L 
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Tinind seamă de valorile impedantelor, aceste ecuaţii devin: 
Us = (Z + Z?) Lo 
= (Z, + 27) 1, 
de unde se obține: 


„=-—=® m = (9,53 +j 15,0) A, 
Z+ ZE (0,2 + j0,4) + (40 + j25) 


I. Un = 11% - (11,20 4- j 6,93) А 
20627" 02+i04)+6+i8) . 


Deoarece sistemul este fără fir neutru, componenta omopolará a curenților 
este nulă: 


lo =0 
Curentii de linie vor fi: 
L= L, + L, + L= (20,73 + j 22,03) A = 30,3 ettam A, 
I, — I, + а1, + al, = (— 3,29 — j 9,57) A = 10,12 е-ітивчолв" A, 
Ia = L, + aL, + atI, = (— 17,45 — j 12,47) A = 21,44 етае A 


b. Componentele simetrice directá si inversá ale tensiunilor pe fazà la 
bornele motorului sînt: 


Un = Ca = Zla = Zt = (40 + зз 033 19,10) = 
= (32 + j 842) V, 
Un = Un — Zl = Zl (5 + j 5) (1120 + j 693) = 
= (0,56 + j 124,25) V " 


Componentele simetrice ale sistemului de tensiuni de linie la bornele moto- 
rului vor fi: 


Ui, — 0, 
Ul, = — j V3 Ua = — j V3 (32 +1 842) = (1458 — j 554) V, 
Ui = j V3 Uy = j V3 (0,56 + j 124,25) = ( — 215,3 + j 0,97) V 
Tensiunile + г linie la bornele motorului rezultă: : 
Uiz = Uj, + Uja + Uj; = (1242,70 — j 4,57) V = 1 242,7 етот" y, 
Ut = 0}, + а, + ай = (—626,99 — j 1 448,22) V = 1 576,5e- immane y 
Uh = Ul, + aUa + а = (—615,71 + j 1 452,78) V =1 578 eiim y, 


c. Puterea complexă absorbită de motor este: 
S = 3(Шы1 + UI) = (40,831 + j 27,636) КУА 
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Problema nr. 2.43. Un generator trifazat simetric, avînd tensiunea de 
linie de 10 kV, puterea de 20 MW, factorul de putere cos o = 0,8 și reactan- 
fele de scurtcircuit: s, = 25%, și e, = 50%, alimentează un receptor dezechi- 
librat în stea, format din impedantele Z, = (8 + j 6) Q, Z, — 0 și 2; 
(6 — j 8) О. Să se determine curenţii debitati de generator. 

Solufie : 
Valoarea absolută a reactanţelor pe fază se calculează cu relația: 


х= 577 (0), 


unde U este tensiunea între faze (în КУ) şi 5 este puterea totală (în MVA). 
Avem: 


S$=-P-= 2% —25MVA 
созт 0,8 
$i deci reactanfele directă si inversă ale mașinii sint: 
хе 251010, 
100 25 
m 2010 2 
100 25 


Impedantele de calcul ale receptorului sint: 
Z-i5-LTZ 00429 
Za - Liz + 28) = (—0,64 +j 1,6) О, 
Zu = $ (Z, + Za + aZ) = (3,98 +j 5,67) Q 
Sistemul de ecuaţii care permite calculul componentelor simetrice ale 


curenților este: 
: КУЖУН Ia + Zilo 


Un = Zl, (Z, +27) L 
Dar Р 


deci 


Din a doua ecuaţie, 


și înlocuind în prima ecuaţie, se obține: 


nj. Z, +2р Е 
AUS Ce луд, + ZP LE 
iar 
+ Ura Za ^ 
1, j (la care se adaugă, evident, I, = 0). 


Үз & + Zn Gs + ZD- Zaži 
Neglijînd rezistentele înfășurărilor generatorului, impedanfele lui directă 
şi inversă sînt: 
Zi =јхр=ј10, 
zr-jxr-jzo 
Numeric se obține: 
I, = (— 298 + j 368) A, 
L= (42 + j 21,2) A, 
iar curenții pe fazele rețelei: 
Iı = L + L= (— 255,3 + j 4072) A, 
I, = аї, + aI, = (443,7 + j 91,4) A, 
I, = al, + aI, = (— 188,3 — j 498,6) А 


Observație. Aceşti curenți s-au obținut luind ca origine de fază tensiunea Uj4 = Up. 
Luind ca origine de fază tensiunea fazei Intti, avem Ui = — j 380 V si curenţii pe fază vor fi: 
1, = (407,2 + j 255,3) A, 
І, = (91,4 — j 443,7) A, 
1, = (— 498,6 + j 188,3) A 


Problema nr. 2.44. Pentru măsurarea componentelor simetrice directă a 
inversă de curent, se folosește montajul din figura 2.44, a, în care A, și Aa 
sînt ampermetre care măsoară direct aceste componente. Dacă Z' este impe- 
danfa aparatelor de măsură (presupuse identice), să se găsească relația între 
R și Z, astfel ca ampermetrul А; să măsoare componenta directă I, iar Aa 
să măsoare componenta inversă I, 


Soluţie : 


Se scriu expresiile curenților prin cele două ampermetre, utilizînd teorema 
superpozifiei. Se consideră cá se obțin curenţii în reţeaua dată prin supra- 
punerea a două sisteme de curenți, ca în figura 2.44, b. Rezultă: 


Z+R Z+Z 
a CA ®+ E R-E е ру 
Ü= bzi Meiz amyn 
2p ŽZ+Z PENES 
H-Bl Ix Cuin 
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Fig. 2.44 


Deci: 


IZ R) + IZ + Z’) 
@) Eid Fere 
+18 iniit 


la 


IAZ + Z) + 1527 +в) 
= 1 з ctre TM 
La =I + 1} —#®+# + ле 


Dar ampermetrele trebuie să indice componentele directă și respectiv inversă 
de curent, adică: 


La = 1,7 s al d E) = (a — Da + (02 — 1) L), 


La= L=} a + а + al) = (e — DI + (a — 1)1] 
Relaţiile între curenții primari și secundari ai transformatoarelor de curent 
fiind: 


һ=-П, з=- L-1, 
rezultă: 
I4Z' R+lZ+2) 1 
Eazy gl dabis ee dg 
_ ЗЕ+2) +2 +В) 1га ж 
o aa le) + (a — 0] 


Cum aceste identități trebuie să fie satisfăcute oricare ar fi curenții I, $1 Is» 
rezultă prin identificarea coeficienţilor: 
n I 
Z+22Z+R 


2+2 
Z+2Z+R 


=} (a— 1) şi -ic-1 
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Prin împărțirea acestor relații se obține: 
Z+Z  e-1 
ZR a-i 
de unde rezultă relația căutată între Z și R: 
Z=aZ – ак 
Problema пг. 2.45. Pentru măsurarea componentei directe a sistemului de 
tensiuni de fază se folosește montajul din figura 2.45. Dacă Z, este impedanta 
aparatului de măsură, să se determine Z si R astfel ca acesta să măsoare această 
componentă. Cum trebuie modificat montajul, pentru ca acesta să măsoare 
componenta inversă a sistemului tensiunilor de fază? 
Soluţie : 
Se scriu teoremele lui Kirchhoff pentru circuitul din figură: 


=а-+1=—4, 


2+1=1, 
de unde, eliminînd pe 7, si Т», se obține: 
ds RU, — 0) + ZU, — U) 
RZA, +ZR+Z) 
În funcție de componentele lor simetrice, 
U, — Us = (U, + a*U, + ай) — (U, + aU, + a*U,) = aţa — 1) (0, — 00), 
Us — U, = (U, + aU, + &*U;) — (U, + Ua +0) = (a — 1) (Ua — U) 
$i deci expresia lui 7, devine: 


R+Z aR — aZ 
I,—(a—1 * = - = 
L-í ia zo Ue viae] 


Pentru ca aparatul sá másoare numai componenta directá a tensiunilor, 
trebuie ca coeficientul lui U, sá fie nul, adicá 


aR+ 222 = 0, 


de unde 
Z= —a2R = Ке", 

care reprezintă relația căutată pe care trebuie să 
o satisfacă R și Z. 

Pentru ca aparatul să indice componenta inversă 
a tensiunilor, se anulează coeficientul lui U, în 
expresia lui 7, : 

aR+Z=0, 

de unde rezultă relația: 


Z = —aR = Ке-і w:o 
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adică Z, de această dată, este de natură capacitivă. Se observă că același efect 
se obține prin schimbarea impedantei Z și rezistenței R între ele în schema 
dată si se păstrează Z= ReF"99us* 

Problema nr. 2.46. Pentru măsurarea componentei directe a tensiunilor de 
linie se efectuează montajul din figura 2.46, în care V este un voltmetru avînd 
rezistența interioară Ra. Să se determine relaţiile care trebuie să existe între 
rezistența R, inductanfa L și capacitatea C. 

Solufie : 

Teoremele lui Kirchhoff pentru circuitul considerat se scriu sub forma 

următoare, notînd cu Z,, Za, Z,, impedantele fazelor: 


Us = — ZI + Zl 
Us = — 21 + Zala 
һ+1ь+1,=0 
Eliminind între aceste ecuații pe J, si 13, rezultă: 
-20»+ 20 
ZZ, + ZZ, + 2,2, 
Se alege Us ca fazor principal si se exprimă tensiunile în funcție de compo- 
nentele lor simetrice: 


Un = Uu + Un Un = aUu + aUn, (deoarece U;, = 0) 
Rezultă: 


L= 


PT = aZ + Z + at& _u, 
z 12+ 22+ 2.2, С ZA + 22 + ZZ, 
Pentru ca aparatul să măsoare numai componenta directă de tensiune, 
se anulează coeficientul lui U;, si se obține relaţia: 
a4'Z,— Z,—0 sau Z,— aZ, 


Însă: 
Z--iL--iüeZ-Rtjebo-R4jX, 
și, înlocuind în relația de mai sus, se obține: Й 
iy, (8 Узхи ү (Y3R ху 2 
ж (8-88) ана), o: 


de unde, prin identificare: 
Zac 2R 
X= Ys şi Xc= FR 


iar 


Problema nr. 2.47. Un generator trifazat simetric cu neutrul pus direct la 
pămînt are tensiunea electromotoare pe fază U,, iar impedantele de scurt- 
circuit omopolară, directă și inversă, respectiv, Z7, Zi $1 27. Să se calculeze 
intensitatea curentului de scurtcircuit care ia naștere în rețea si tensiunile de 
fază si cele de linie, la locul defectului, în cazul unui scurtcircuit net (fără 
arc electric) al fazei întîi la pămînt. 


Solufie : 
Ecuațiile la locul defectului sînt (v. fig. 2.47, a): 


ц=ц=0, Ui=0 
În funcţie de componentele lor simetrice, aceste ecuaţii devin: 
1+ ala + al; = I, + al, + e; = 0, 


Us +U +U; = 0, 
sau 
=L=, U+ +U = 0 


Sistemul tensiunilor electromotoare al generatorului fiind simetric si direct, 
rezultă: 3 
Um = Оа іаг 0, = 03 =0. 


Pe baza schemei omopolare și a schemelor monofazate de succesiune directă 
și inversă (v. fig. 2.47, b), se obține următorul sistem de ecuații: 


0= 271, + 0% 
Ua = Zăla + Ua, 


0 — Zr +U; 


Fig. 2.47, a, b 
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Ecuațiile în componente simetrice scrise mai sus alcătuiesc un sistem de 
6 ecuații cu 6 necunoscute: componentele simetrice ale curenților și tensiunilor 
la locul defectului. Rezolvînd acest sistem, se obține: 


guise E Ua 
HU S ERE. 
Ire pars. 
x 20 +20 +27 
, à (Z + ZP)U, 
U= Ua Z= 42 +2034, 
ETI Zel 2424 PIETE 
U= — ZPL 2701 
Zo + Za +27 
Rezultă deci: 
— curenţii prin fazele rețelei: 
3U, 
L=L+L +=, 
IT a” Zr + Zi + Z 


Lh-l-0; 
— tensiunile de fazá la locul defectului: 
Ui =U; + Us +U; =0, 


0007 -Z y 
mqz 5 


= U; + U, + aU i= 


= U; + aU; + aU; = € 


— tensiunile de linie la locul defectului: 
a(a — 1) (a27 — 27) 


U =U — Us = 


zem m 


Observaţii. 1* Pe baza ecuaţiilor la locul defectu- 
lui, cele trei scheme monofazate din figura 2147, b se 
pot conecta іп serie, obținindu-se schema echiwa- 
lentă de scurtcircuit care caracterizează defeetul 
dat (fig. 2.47, c). Din această schemă se deduc 
relațiile scrise mai sus şi care dau expresiile com- 
ponentelor simetrice ale curenților ([5 I5 14) 
ŞI ale tensiunilor (Us, Ug, Ut) la locul defectului. 
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2° Problema se poate rezolva altfel, notind cu AU,, AU,, AU,, căderile de tensiune pe fazele 
generatorului în cazul scurtcircuitului. Conform celei de-a doua teoreme a lui Kirchhoff, pentru 
prima fază se obține: i» 

Ui-U,—AU,-0 
Tn funcţie de componentele simetrice corespunzătoare, 
AU, = AU, + AU, + AU, = 2710 + 2р1 +2 
şi prin urmare, 
Un = ZPL + 2814 + 201, 

de unde, }іпіпа seama de egalitatea componentelor simetrice ale curentului Ја locul defectului: 


Ua 


GAR RE 


Tensiunile la locul defectului se obțin apoi fără a mai utiliza componentele lor simetrice, 
folosind relațiile: 


== = 


Vi = Va — AU, =0, 

ada — 1(ZP – aZ y 

BECIP IL MM 
U; = Us —AU, = ala — (2 + айр, + Ц) = AR Un: 

Problema nr. 2.48. Se consideră generatorul trifazat simetric din problema 

ecedentă. Să se calculeze curenții care iau naștere în rețea și tensiunile de 


az si cele de linie la locul defectului, în cazul unui scurtcircuit bifazat net 
(fără arc) între faza a doua și a treia (fig. 2.48, a). 


Solufie : 
Ecuațiile la locul defectului sînt: 
1-0, 6+1=0, U;—U; 
În funcţie de componentele lor simetrice, rezultă: 
&+%+Щ=0, 2 + (a? + a) (I4 +1)=0, 
Us + aUa +aU; = U, + aU; + a*U; 


U; = Ua — AU, = aU, — (ZBI + ZI + 9071) 


2° ds 
| ui 
ZI li 
Ж lu 
ДРУ Ж 
D= 
a b 


Fig. 2.48, a, b 
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sau 
L=0, 1+1=0, U =U; 


Pe baza schemelor monofazate omopolară, directă și inversă (v. fig. 2.48, b) 
și tinind seamă că sistemul tensiunilor electromotoare este simetric și direct, 
se obține următorul sistem de ecuații: 


0— 271,03, 
Ua = 271, + Us, 
o=; - Uf. 


Rezolvind sistemul alcátuit din cele 6 ecuatii scrise mai sus, rezultá: 


1-0 k=- = 
U =0, Ua=Ui = Од – Zile = zt 


Curenții pe fazele rețelei sînt deci: 


g= 


=L фа + al = C2 үз, 


ara 5+2 
Tensiunile pe fază la locul defectului rezultă : 


А 


22" 0, 
D peg dic PU. 
Ui =U, +0. +0. Zp + Zn 
U = U; = 0, + aU, + ай = — „0а, 
= Ms хэ Ma i Za + 


iar tensiunile din linie: 


Observaţii: 1° Pe baza ecuaţiilor la locul defectului, 
schemele monofazate din figura 2.48, b se pot conecta în 
paralel, obtinindu-se astfel schema echivalentă de scurtcircuit 
care caracterizează defectul dat (fig. 2.48, c), (schema de 
secvență omopolară de fapt nu există, căci nu există 7,). 

2* Rezolvarea problemei se poate face altfel, scriind 
pentru circuitul închis al fazelor а doua si a treia teorema a 
doua a lui Kirchhoff: 


Ua Va = AU, — AU, 
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unde AU, si AU, sint căderile de tensiune interne ale generatorului, pe fazele a doua si a treia, 
în cazul scurteireuitului respectiv, care pot fi exprimate prin componentele lor simetrice; se 
obţine: 


0. — aUa = (AU, + AU, + aAU;) — (AU, + aAU, + AU), 


Ua = AU, — AU, = 291, — ZI, = (24 + ZP l4 

dacă se (ine seama si de relaţia: 14 + Ij = 0. De aici se deduc expresiile componentelor sime- 
trice ale curenților (1, 14,14) si cele ale tensiunilor (U;, U4, О) obţinute si prin prima 

лода. 
P Caleulul tensiunilor se face cu relatille: 

227 Un 

Za + Ze 

Problema nr. 2.49. Se consideră generatorul trifazat simetric din problema 
nr. 2.47. Să se calculeze curenții de scurtcircuit si tensiunile de fază si cele de 
linie la locul defectului, în cazul unui scurtcircuit bifazat între fazele a doua și 
a treia cu punere la pămînt prin arc electric, impedanfa arcului fiind Z,. 
Să se studieze cazul cînd Z, = 0 (punere la pămînt netă — fără arc electric). 
Solufie : 

Ecuațiile la locul defectului sînt (fig. 2.49, a): 


D=0, Ut - UL =Z (5+ D), 


U = Un — AU, = Ua — (21+ ZII, + Ц) = ete. 


care, în funcție de componentele lor simetrice, devin: 
++ =0, 
U; + aU, + ай = U + ай + aU; = 


= ZA + а + ali) + (L + ali + а), 
sau 
&+%+1=0, =й, U,— О = 32,1, 
Pe baza schemelor monofazate omopolară, directă și inversă (v. fig. 2.49, b) 


91 ținînd seamă că sistemul tensiunilor electromotoare este simetric si direct, 
se obține următorul sistem de ecuaţii: 


0= 271, +U, 
Ua = 2110 + Us, 
0=2' +0; 
Rezolvind sistemul de ecuaţii obținut mai sus și utilizînd notația: 
N = 2027 + (22 + Zr) (27 + 82), 
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2° lo 
ju 
22 li 
Ù p 
2" Д 
ju 
b 
Fig. 2.49, a, b 
rezultă: 
Uj-Ui- zt +32004 ; 
u au, 
22 +324 N 
(Z? + Zr + 32a) Ua 
N 
= _ (Z+ 3ZAUa 
3241, = 
Curenţii pe fazele reţelei vor fi: 
Д = 0, 
ID + а vali = de DE =й + 320 En 
I= pal, + aul (a — 1127 — "2 +324103, 
Za = 13 + DB =81y = Га, 
iar tensiunile 1а locul defectului: г 
U =U; +U, +U; = 376 32202, 
U; = U; = U; + 0, + aU, = а, 
U= — Uh = U; — Щщ = ETÉP 3D, 


Fig. 249, c, d 


Observaţii: 1* Pe baza ecuaţiilor la locul defectului, schemele monofazate din figura 2.49, b 
se pot cupla, legindu-se in parale] ; se obține astfel schema echivalentă de scurtcircuit care carac- 
terizează defectul dat (fig. 2.49, c). 

2° Cazul scurtcircuitului net (fără arc) se poate studia direct, urmind acecasi cale ca mai sus, 
sau particularizind rezultatele de mai sus pentru Z4 = 0. Ecuațiile la Jocul defectulu! sint li. 
acest caz: 

I6, 


U, = U; =0, 


sau în componente simetrice 
L-H 


Schemele monofazate rămin aceleași (fig. 2.49, 5), deci si ecuaţiile corespunzătoare, schema 
echivalentă caracteristică defectului devenind cea din figura 2.49, d. Rezolvind sistemul de 
ecuații în componente simetrice, se obține: 


=0, UV =U =U; 


de unde rezultă: 


în care s-a utilizat notația: 


ZaZe + (Za + Zr) Ze 
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Problema nr. 2.50. Pentru măsurarea im- 
рейапјеі omopolare a unui generator se 
scurtcircuitează fazele a doua si a treia și se 
montează un ampermetru între fazele scurt- 
circuitate și punctul neutru și un voltmetru 
la bornele fazei libere (v. fig. 2.50). 

Să se arate cá impedanfa omopolară a 
generatorului este dată de relația: 


In Fig. 2.50 


unde U, si I, sint indicafiile celor douá aparate. Se neglijeazá impedantele 
proprii ale aparatelor de măsură. 


Soluţie : 

Montajul realizat este echivalent cu un scurtcircuit bifazat între fazele a 
doua și a treia cu punere netă la pămînt, care are schema echivalentă reprezen- 
tată în figura 2.49, d. (v. problema nr. 2.49). În acest circuit: 


Ш+ЦЩ+Ш =0, 
ш =U, =U; 
Curentul indicat de ampermetru se scrie sub forma : 
Ze = Id L= (D+ aI + aLi) + (L + aL + a) = 
= 2I; + (a* + a) a + 1) = 31, 
deoarece, din prima ecuație; 
+=- 
Tensiunea indicată de voltmetru este, tinind seamă de cea de-a doua ecuație: 
U= U; +U; +U; = 3U, 


Deci 


Problema nr. 2.51. Un generator trifazat simetric cu tensiunea electro- 
motoare pe fază U, are impedanța omopolară nulă, iar impedanfele directă 
și inversă Z7 şi, respectiv, Zř. Sá se calculeze intensitățile curenților de 
scurtcircuit atunci cînd între fazele întîi si a doua se află un consumator de 
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Ver |# 


Fig. 2.51, ab 


impedanță Z, iar între fazele а doua și a treia există un scurtcircuit net 
(fără arc electric) (v. fig. 2.51, a). 
Solujie : 

Notînd tensiunile de fază la bornele receptorului trifazat considerat 
(locul defectului) cu U1, Us, Us, se poate stabili următorul sistem de ecuaţii: 
L+l+L=0, 0= 0, U -U = Zl, 
care, exprimate prin componentele simetrice ale curenților și tensiunilor, 


devin: р 
l, =0, Ш&=Ш, 3U& — Z(L + L) 


Sistemul de tensiuni electromotoare al generatorului este simetric si direct, 
deci: 
U4,—U,4 Și U,—U,—0 


Din schemele monofazate din figura 2.51, b, rezultá urmátoarele ecuatii: 


0= ZI + Us, 
Un = 2010 + Us, 
o= +0; 


Rezolvînd sistemele de ecuații în componente simetrice, scrise mai sus 
se obține: 


în care s-a notat: 
М = 3ZPZP + Z(Z + 27) 
Curenţii de scurtcircuit vor fi deci: 
M 


DL =la+Ii = 


4 d — 1)2]0, 
1,= aH + ali Bezp + аа — DZ] Ua 


M 
3aZ? — a(a — 1)ZIU, 
I, = al; + au; = 8 Es. 
Is = ala tal M Fig. 2.51, с 


Observaţii: 1° Pe baza ecuaţiilor de 1а locul defectului, schemele monofazate din 
figura 2,51, b se pot combina legindu-se în paralel ca în figura 2.51, с; se obține astfel schema 
de caleul corespunzătoare scurteircuitului considerat. 

2° Soluţia acestei probleme permite studiul curenților de scurtcircuit în cazul unui scurt- 
circuit trifazat nesimetric la bornele generatorului constituit dintr-un scurtcircuit net (fără 
arc electric) între fazele a doua si a treia și un scurtcircuit cu arc electric de impedanţă 2 între 
prima si a doua fază. 

Problema nr. 2.52. Un receptor trifazat în stea, avînd pe faza întîi induc- 
tanfa L, ре faza a doua rezistența R si pe faza a treia impedanfa 2 (v. fig. 2.52), 
este alimentat cu un sistem simetric de tensiuni la borne de valoare efectivă U 
(puterea sistemului energetic de alimentare se consideră infinit de mare). 
Să se calculeze curenții în cele trei faze în cazul scurtcircuitării impedanfei Z, 
utilizînd: 

1° metoda componentelor simetrice, fără a introduce însă impedanfele de 
calcul Z,, Z4, Z, ale receptorului ; 

2° metoda componentelor simetrice cu introducerea irapedanfelor de calcul 
Zo, Za Zi 
"3 metoda directă aplicînd teorema potenţialului punctului neutru; 

4° metoda directă aplicînd teoremele lui Kirchhoff. 

Solujie : 
1° Cu notafiile din figură, se pot scrie ecuațiile: 
1,+1»+1=0, Ui—Us=iollu О —Us= RI, 
sau, în funcţie de componentele lor simetrice: 
1,= 0, (1— a) U, = joL(L + L), (a — 1) U, = R(aL, + L) 
Din acest sistem de ecuații rezultă : 
1 1 1 a 
să с ESE -[-2-—|U, 1=0 
(з) L=(-4 pr) D 


$i, deci, curenții de scurtcircuit din rețea sînt: 
U, 
D= Lt ab, 
aL 


D= et ela —i Pb 


D= LaL eno D +(+) 
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2° Notind cu Z,, Za, Za impedantele fazelor 


. А! 

f receptorului, impedantele de calcul omopolară, 
C L ғ directă și inversă ale sistemului trifazat de 

i 22 /  impedante se exprimă sub forma: 

de Z-i4 ++) = (ial +R), 
Un 

Za = + (Z + aZ, + rZ) =} (ial + aR), 
Р Z i + Z + aZ) = (ial + 48) 


Fig. 2:52 


. Alegind pe U» ca fazor fundamental al sistemului simetric de tensiuni de 
linie, componentele simetrice ale acestui sistem sînt: 


Uu = Un = (à — a) U, —— j V3 U, Nici A 


Componentele simetrice ale curenților rezultă: 


E 


din care se obfin apoi curentii de scurtcircuit in fazele receptorului. 
3° Notînd cu Y;, У,, Y, admitantele fazelor receptorului, tensiunea de depta- 


neutrului receptorului va fi: 


sare à 
á UY, U,Y, U.Y, 
== На Li tat a p esa, 
Yso Ї+ҮЇ,+Ү, 


Curenfii pe fazele receptorului rezultă: 
d-ou „уз, 


у ч 
1, (Ui Uy) Yi jeL oL 
e = (б, — U) Y, Et = — 030 


" 20L 3 U, 
оранд) 
4° Aplicînd teoremele lui Kirchhoff circuitului dat, se obține sistemul de 
ecuații rezultat si în prima rezolvare a cărui soluționare directă conduce la 


curenții căutați. 
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Problema nr. 2.53. Să se determine curenţii de lime în cazul unui scurt- 
circuit net (fără arc electric) la bornele fazelor întîi și a doua a receptorului 
din figura 2.53, a, alimentat de la o rețea electrică trifazată simetrică, avînd 
tensiunea de fază de valoarea efectivă U, — 10 kV. Receptorul este echili- 
brat și în triunghi, de impedantá pe faza Z' = (60 + j 30) Q, iar linia de ali- 
mentare are impedanfa pe fază Z = (10 + j 10) Q. De cîte ori, curentul 
de scurtcircuit prin prima fază depășește curentul în regim nominal? 


Solutie 
Ag transfigurează triunghiul într-o stea echivalentă, avînd impedanfa pe 
ză: 
Za d А 
1 = Ж =- Z = (20 10 Q 
Zr = f= Z= (бо+1) 


Ecuațiile la locul ‘defectului (la bornele receptorului) sînt: 
Ш+1.+1=0, Ui—Ui—U:s— L5Z'T, 
care in componente simetrice devin: 
1,—0, U; = а, 2U; —Z'(I, + al) 


Din schemele monofazate omopolară, directă și inversă (v. fig. 2.53, b), 
rezultă următoarele ecuații: 


0 — ZI, - U 
U, = Zl, 4 Us 
0 — ZI, +U 


Rezolvind sistemele de ecuaţii scrise mai sus se obține: 


" " Z'U, ; 927, 
U,=0, Uta Dig Ui Р 
L=0 QZ + Z)U,, «27 
za i az. zo! ^ IIS 
de 
к 
e li 
p ue 
2 94 
е 
а 5 
Fig. 2.53. 


Curentii reali de linie sînt deci: 
Z4 2. 
ЖИР КЫ ЛЕЕ а 


204029 + 


202 + (02 —1)27 


гае = 
In Lt flat а = V Uy 


= Zale а TU. 


În valori numerice, cu U, = U, e”? = 10 kV, se găseşte: 
1, = (0,582 — j 0,297) kA, 
Ia = (— 0,6 + j 0,02) kA, 
I, = (0,018 + j 0,277) КА 

În funcționare normală, curentul in prima fază este: 


Lin = = (0,231 — j 0,154) kA, 


U, 
2+2 
valoarea lui efectivă fiind: 
Ij = 0,278 kA 
Valoarea efectivă a curentului de scurtcircuit pe faza întîi este; 
I, — 0,654 kA, 
și deci curentul din faza întîi a crescut de 


Ii _ 0654 
Tim 0,278 


— 2,36 ori 


Problema nr. 2.54. Un generator trifazat simetric, de tensiune electro- 
motoare pe fază U, = 220 V (sistem direct) si de impedante omopolará 
Zn = 5 О, directă - (8 +76) Q și inversă 2" = — 2] 4 О, alimentează 
un receptor echilibrat” în stea avind impedanta fazei = (2 + j 2)Q. Să se 
calculeze intensitatea curentului de scurtcircuit și tensiunile de fază la locul 
defectului care apare prin punerea primei faze la pămînt, printr-un arc 
electric de impedantá 2, = 100 (fig. 2.54, a). 

Solufie : 

Fie Ј;, 1%, I5 curenţii si Ui, 
Us, Us tensiunile la locul de- 
fectului. Ecuațiile la locul de- 
fectului sînt: 


L=; =0, U = 241 
care, în funcție de componente- 


le simetrice ale curenților și ten- 
siunilor respective, devin: 


2 == 1, 
Fig. 2.54, a Us + U+ Ui = 3Zala 
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» 
us A " 
EN: Zie 
"M d 
Ш: t 


Fig. 254, b, с 


Schemele monofazate directá, inversá si omopolará prezentate ín figu- 
ra 2.54, b se pot transfigura ca în figura 2.54, c, conform teoremei generato- 
rului echivalent de tensiune (teorema Helmholtz-Thévenin), in care: 


VneZier Eri (48,25 + j 5,36) V; 
27+2 


2 i 2 
Zu= 22, = (161 +j151) 0, 2, = zi, 40, 
292 _ А 
Zu == (L695 + j 0,945) Q 


Din aceste trei scheme monofazate echivalente, aplicind a doua teoremă 
a lui Kirchhoff, se obține: 


0 = Za 1; TU, 
Us = 2,4 + UL 
0—Z, li +U; 
Rezolvînd sistemele de ecuații scrise mai sus rezultă : 
Use 
Zos + Ziet Zie + 324 
Uj— -ZuL = ( — 2,045 — j 1,33) V, 
Us, — Zu I4 = (46,24 + j 3,32) V, 
U; = — 5 = (— 5,2 — j 0,234) V 
Curenții de scurtcircuit sînt: 
Zi = 3I; = 3(1,3 + j 0,0585) = (3,9 + j 0,1755) A, I = 15 = 0. 


Lnhen- 


= (1,3 + j 0,0585) A; 


245 


iar tensiunile la locul defectului: 
Ui =U, +U + Ui = (39 + 
+ 1,755) V = Z, Iu 
Us = U, + а04 + aU; = 
— 19,48 — j 47,37) V, 
Us + aU; + a; = 
25,65 + j 41,63) V 


Ilie 


Fig. 2.54, d 


Observație: Pe baza ecuațiilor la locul defectului, rețelele monofazate echivalente din fi- 
gura 2.54, c se pot cupla, legindu-se In serie ca In figura 2.54, d. 


Problema nr. 2.55. Un receptor trifazat echilibrat în stea fără fir neutru, 
cu impedantele pe fază Z’, este alimentat, printr-o linie echilibrată de impe- 
danță pe conductor Z,, cu un sistem simetric de tensiuni stelate, avînd 
valoarea efectivă U,. Rupîndu-se conductorul fazei întîi, apare un defect 
longitudinal reprezentat în figura 2.55, a. Se cunosc capacitatea C și frecvența 
reţelei f. Să se calculeze tensiunile pe fazele receptorului în această situație. 


Solutie: 
Se consideră, la locul defectului, un sistem trifazat longitudinal de tensiuni 
nesimetrice (U1 , U% , Us) (v. fig. 2.55, a). Ecuațiile la locul defectului sînt: 


Ui =2'1, Us =U; =0, D; 144 1—0, 


unde s-a notat 
E 
fc 


Ex 
C 


În funcţie de componentele simetrice corespunzătoare, ecuaţiile de mai sus 
devin: 


1,=0, U; =U; —-Ut, 3Ui=ZU,+1) 
Din schemele monofazate din figura 2.55, b, rezultă următoarele ecuații: 
U-(Ar-ZLcU:, 
0= (2,+2)1, +0 


Fig. 2.55 


Rezolvind sistemele de ecuaţii scrise mai sus, se obține: 
Us =U; =U; —Z'UjN; 
= (32, + 32' + Z") UA NN, 


I = – ZUI NN 
în care s-au folosit notatiile: 


N, = 32,2) + 22", 
=2+2' 
Curenţii în fazele rețelei rezultă: 
= Ia + L= SUN 
І, = atI, + al, = [3а# N, + (a? — a) Z'] ШМ, Na, 
Jy = al, + #1, = [3a Na + (a — а?) Z") U |N, №, 
Tensiunile pe fazele receptorului sînt: 
Ui = 21, = 3Z'U,/Nu, 
Us = Z' I4 = [3а№, + (a? + a) 2"])2' 010, Ns, 
2'1,= 


EEA 


[3a N; + (a — a?) Z"] Z'U,|N, N; 


Capitolul 3 


CIRCUITE ȘI REȚELE ELECTRICE LINEARE 
ÎN REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL 


3.1. BREVIAR DE ANALIZA REȚELELOR ELECTRICE LINEARE 
ÎN REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL 


3.11. ANALIZA ARMONICĂ A FUNCTIUNILOR PERIODICE DE TIMP 


Serii trigonometrice. O funcțiune periodică de timp f(t) = f(t + mT), m = 
= +1, 22,.. în care T = 1/f = 2m|o e perioada, о e pulsafia (funda- 
mentală), iar fe frecvenţa (fundamentală), se poate dezvolta * ín serie trigono- 
metrică sau Fourier, de forma: 


i = 2+ à (А, cos kot + B, sin kot) (3.1) 
2 Im 
sau de forma 

$() = Fo + 27 F, V2 sin(bot + x) = Fo 2710, (2) 

coeficienții dezvoltărilor fiind dați de relaţiile: 

T 
A, e Fe at (3.3) 
L4 (t =2 (su si 29 

4, = 2 E Қ) cos kat dí, В, = 2 i f(t) sin kot dz, Ё = 1,2,3,..., (3.4) 
к= AET BL v= асі 2t. de 1 253, n, (3.5) 


* Dacă funcțiunea periodică e netedă pe porţiuni In cuprinsul unei perioade, adică dacă e 
mărginită și are în acest interval un număr finit de discontinuități (de prima specie), intervalul 
se poate descompune într-un număr finit de subintervale, în care funcțiunea e monotonă (соп- 
diţiile Dirichlet). 
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în care: F, e valoarea medie sau componenta continuă a functiunii periodice 
A, cos kot si B, sin kot sînt armonicele de ordinul k în cosinus si respectiv în 
sinus; f,(t)e armonica (în valori instantanee) de ordinul k, avînd valoarea 
efectivă Р, şi faza inițială y,, determinabilă univoc în (—7, л) numai prin 
arcsin y, şi arccos ys; f,(f) e armonica (in valori instantanee) de ordinul 
unu sau fundamentala. 

Determinarea coeficienţilor Fourier cu ajutorul metodei discontinuitáfilor. 
Metoda este avantajoasă pentru calculul coeficienţilor seriei Fourier a functi- 
unilor periodice cu variație poligonală. 

Notînd cu f(/, +) valoarea functiunii în dreapta punctului de discontinui- 
tate de abscisă /, si cu f(/, —) valoarea funcțiunii în stînga punctului de dis- 
continuitate și notînd: 


SP = Қ, +) – 0 —), 


SP = Ph+- а), 


unde f(?(/, +) si fm(4, —) sînt derivatele de ordinul m în punctele conside- 
rate, rezultă pentru coeficienții dezvoltării Fourier expresiile: 


==) S|” sin ki, — s D SPP cos it Tan sin А, + ..., 
mh ^ 7 "i 
B, = 2,27 SP cos i, E ЗУ) SP sin i — 57 SP cos ki, + ..., 
em L.S [.—-1 ste 4 gsm —-1 aste) 
-zL| y 5 uri) s A89] 


În aceste expresii sumele 25 Sf? sin At, şi respectiv 2 ) Sim) cos M, se calcu- 


leazá pente toate punctele de abscisă 1, in care funcțiunea prezintă salturi 
de ordonată de ordinul m (derivată de ordinul эл). În calcul se consideră func- 
tiunea f(/) nulă la stînga originii (4 = 0) si la dreapta punctului de abscisă 
i = 2n. 

Funcjiuni periodice particulare. Următoarele funcțiuni periodice particulare 
conduc la descompuneri spectrale particulare. 

I. O funcțiune periodică alternativă se dezvoltă în seria trigonometricá 
fără componentă continuă: 


9g f() dt = 0:5() = 35 (А, cos kot -+ B, sin kat) (3.7) 
s = 
П. O funcţiune periodică impară se dezvoltă în seria de armonice în sinus : 
$() = —T — 0:40) = 237 B, sin Ra, (3.8) 
=l 
B, =$ {| (бзш kot dt, PESE БУД (3.9) 
T Jo 
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а. Dacă la translația cu 7/4 funcțiunea periodică impară devine. pară, 
atunci seria e de armonice impare în sinus: 


10) = —«(T —1) = £(TJ2 — 2):t() 5 В, sin(2k + 1) at, (310) 
Baa - 0) sin(2E + 1) tdi, &—0,1,2,3,... (3.11) 
0 


b. Dacă la translatia cu T/4 funcțiunea periodică impară rămîne împară, 
atunci seria este de armonice jare în sinus: 


i = 7 — i) = ATP — 0:10 = n Basel, (3.12) 


Вь= т \, 0) sin 2&o£ d£, &—1,2,3,... (3.13) 

III. O funcțiune periodică pară se dezvoltă în seria de armonice în cosinus : 
10) = (T — 2:4) = d Ў А, cos kot, (3.14) 

А, = (710 d; А, = т n cos bofdi, k=1,2, 3,... (3.15) 


a. Dacă la translatia cu T/4 funcțiunea periodică pară devine impară, 
atunci seria e de armonice impare în cosinus : 


10) = -(T—1- Т2 2): 00) = Ens cos (2&+1)ut (3.16) 
Ana = т O cos (2k + 1) шй, &—0,1,2,... (3.17) 
o 


b. Dacă la translația cu T/4 funcțiunea periodică pară rămîne pară, 
atunci seria e de armonice pare în cosinus (avînd și componentă continuă): 


0) — (T — 1) Vi ASE de a (3.18) 
4, - 1 ia: Aui, (0) cos 2hotd/, k—1,2,3,.. (3.19) 


IV. O funcţiune periodică alternativă simetrică se dezvoltă în seria de armo- 
nice (instantanee) impare: 


10) = EHTI = Ў Ри 28-10) а, (20) 
dau = ү í(t) cos (2k + 1) £d, А=0,1,2,..., (3.21) 


4 
у 
4 
Ban = т 


Е 0) sin (22 +41) etdZ, k= 0,1,2... (3.22) 
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Descompunerile spectrale ale unor funcțiuni periodice particulare sînt 


reunite în tabelul 3.1. 


Tabelul 3.1 


Descompunerea spectrală (analiza armonică) a unor funcțiuni periodice particulare 


Funcţia periodică în (0,T) bo ors Seria Fourier 
iy. dee 
X 80 — 2kx) L—-4— У cosket 
p 2 ' пк 
ТЛ; 2. 
о 19 
E (Fèl — kr) — J cos(2&k — dot 
LET] D Z T kal 
1; 0<i<T]2, 
; [ iz sin(2k — 1) ot. 
—1; Т2<!<Т T ] U A 1 
1; 0 < ol < Yo 


0; Yo < ot < 2r — Yo 
1; 27 — Yo < ol < 27 


Y2 ў sin EYo cos kot 


т Riel 


үе 10 € ol € Yo 
1 i Yo Lot n Yo d adti 
(ко): туо < ot «m + Yor —— ка et- ol 
1 i RHY Kal < 2r — Yo When, Bi 
(ot — 2л); 27 — Yo < ot«2 
UT; 0 «T —IL sin ut 
T kal k 


2/7; 0 <t < Th, 
20— тт; TI2&t« T. 


aye 
2 oy CO aui 
mici К 


2/7; 0<t< Т/2, 
2T-—0JT;T2«t«eT 


гоя 


= 
* cos Qk ott 2 
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Tabelul 3.1 Continuare 


Funcţia periodică in (0,T) саба | funcției Seria Fourier 
AT ;0«t«TM, & 1 

= т; ТА<1<3Т!4, 1 Я = OX sint — Dat 
2 — шт: TA & 0e 3T] Hp gt e GER 


AT — 4; 3TA «t T 


= AUT; 1 ТІ, 
УТ, «Алле | 3-5 eat at 
AT —3; T2«!« T = А F n? Kaa (2k — 1) 
sinQk — ы — 
AT ;0<1< TD, i " = [e Ja 
1 — 24T; T2<t<T. E: x _ 2 cosQk — 1) of 
z X—1 


sin ul; 0 < ot < m, 4 $ cos2kot 


i.d 
t —-rsinet—— 
gt E ж i 


0 inoin Zr Tei (28) —1 
2 * —- 1 
t XLI ў —— o kot 
Tape eei ЕА M. "wg Pi 


1 LENT 
cos (o£ — 7/3); 0 < ot < 27/3- 4 | 355 „у. Cn A ara] 
EE TREEZET IE: 2n ii (30 —1 


Seria Fourier în mărimi complexe. O funcțiune periodică reală f(t) care 
admite o dezvoltare in serie trigonometricá de forma (3.1), poate fi reprezen- 
tatá ca sumá a unei serii cu termeni complecsi, exponentiali, de forma: 


№) = y C, eot (3.23) 


în care 
1 (7 
=С,=-— — hat $ 
C=C, 2010 di (3.24) 
este amplitudinea spectrală, 
Relaţiile între amplitudinea spectrală C,, coeficienții dezvoltării în serie 


trigonometrică A, și Bẹ, respectiv valoarea efectivă F, si faza inițială 
Y» a armonicelor (instantanee) sint: 


6-4. iB): |2С,=Е, ets (325) 
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Spectrul unui semnal. Mulțimea amplitudinilor ү2Е, ale armonicelor unui 
semnal sau си alte cuvinte mulțimea dublelor modulelor amplitudi- 
nilor spectrale 2 |C,| reprezintă spectrul semnalului. Spectrul semnalelor 
periodice e un spectru discret, care se reprezintă de obicei ca un şir discret 
de valori, funcțiuni de &. În șirul discret de valori, se calculează cu relaţiile 
echivalente: 


Var, — ҮЛЕ Bi 2| 6,] 26,6; = 26€ a (3.26) 

Seria irigonometricá pentru intervalul (0,2x). Pentru o funcțiune f(x) = 

= f(x + 27) periodică, cu perioada 27, seria trigonometrică (3.1) se pune sub 
forma: 


ft) = +0104, cos Ёх+- В, sin л) (3.27) 
їп саге 
a= f(x)coskxdx; k—0,1,2,.., (3.28) 
T Jo 
BELT f(x) sin kxdx; k=1, 2, 3... (3.29) 
T Jo 


Schimbarea intervalului (0, T) cu (0, 27) este avantajoasă în unele aplicații. 


3.1.2. CARACTERISTICI ALE MĂRIMILOR PERIODICE NESINUSOIDALE 


Valoarea medie a produsului a două armonice. Dacă 
fs = Е. sin(kot + ys) şi & = G [2 sin(fot + 3,) (3.30) 
sînt două armonice de ordinele Ё si /, valoarea medie a produsului lor pe o 
perioadă Т а fundamentalei e nulă dacă armonicele au ordine diferite & = 


și e egală cu produsul valorilor lor efective prin cosinusul decalajului între ele 
pentru armonice de același ordin: 


1 (7 sf 0; 5% 
Fh fedt osa Ms ss (3.31) 


Valoarea medie se anulează la mărimi în cuadratură. 


Valoarea efectivă a unei mărimi periodice nesinusoidale. Valoarea efectivă 
a unei mărimi periodice, definită în cazul general de relația: 


F-Jfifea (3.32) 


e rădăcina pătrată a sumei pătratelor valorilor efective ale armonicelor și a 
pătratului componentei continue din dezvoltarea în serie Fourier: 


Е=ЇҢ+И+Н +. +Рї>0 (3.33) 
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În cazul unui curent periodic dezvoltat în serie Fourier 


i) = 1, + V sinat +n) =1 + 240) (3.34) 


valoarea. efectivă este: 


1-|/3+ġa (3.35) 
= 
În cazul unei tensiuni periodice dezvoltate în serie Fourier 


ш) =U, + E U, ү2 sin(kot +8), (3.36) 


valoarea. efectivă este: 
U= f Ui +2 Ui (3:37) 


Coeficientul de distorsiune. Abaterea unei mărimi periodice (fie ea un curent 
periodic) de la forma sinusoidală se caracterizează (făcînd abstracție de compo- 
nenta continuă care nu afectează forma) prin coeficientul de distorsiune ka, 
definit ca raportul dintre valoarea efectivă 7, a tuturor armonicelor superioare 
(reziduul onmino) și valoarea efectivă a componentei alternative a mărimii: 


le ao VERBE (3.38) 
yr-n Yn-en-üe. 
Coeficientul de distorsiune e pozitiv si subunitar sau echiunitar: 05 A, « 1. 
Factorul de vîrf si factorul de formă. Pentru mărimi periodice alternative 
simetrice, de forma (3.20), se defineşte factorul de vîrf sau de creastă ca raportul 
între valoarea maximă și valoarea efectivă: 
__ Fass 
„=т= (3.39) 
și factorul de formă ca raportul între valoarea efectivă și valoarea medie a 
alternanfei pozitive: 


К cad, 
EF penp d (3.40) 
T 


unde ż e momentul în care f trece prin zero cu valori crescătoare. 


ta 


3.1.3. PUTERILE ÎN REĢIM NESINUSOIDAL 


Puterea activă absorbită de un dipol receptor alimentat ċu energie, astfel 
ca tensiunea la borne si curentul să fie nesinusoidale, de forma (3.36) si (3.34), 
în regim nesinusoidal, este media pe o perioadă a puterii instantanee absor- 
bite de el: 


Eiti 
Pol p= 4| шш (3.41) 
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Ea este egală cu suma dintre produsul termenilor constanti (puterea de curent 
continuu) și suma puterilor active corespunzătoare diferitelor armonice în 
parte: 


P= UMS +} Usla cos Qe (3.42) 


Ф = Pr — Ys (3.43) 


Puterea reactivă absorbită de un dipol receptor în regim nesinusoidal este 
suma puterilor reactive corespunzătoare diferitelor armonice: 


Q- 2 UI, sin 9; (3.44) 


Pentru o refea electricá izolatá si in regim periodic nesinusoidal, atit suma 
puterilor active, cit si suma puterilor reactive e nulá, dacá se calculeazá aceste 
puteri pentru toate laturile rețelei, cu u(f) si i(/) avînd sensurile de referință 
asociate după regula de la receptoare. 

Puterea aparentă absorbită de el în regim nesinusoidal se poate défini in 
același mod ca în regim sinusoidal, prin produsul valorilor efective ale tensiunii 
și curentului: 


S=UI (3.45) 


Puterea deformantă*, specifică numai regimului nesinusoidal, este definită 
de relația: 


D: = 5%— (P2+-Q2) (3.46) 
și are expresia: 


D= ŞIR + URW соь) (347) 
Factorul de putere, în regim nesinusoidal, e definit ca raportul dintre puterea 
activă si cea aparentă: 
P 
үр“ QD 
este subunitar chiar și dacă Q = 0, deoarece în general D Æ 0. 


o<k=2= <1; (3.48) 


3.1.4. ELEMENTE DE CIRCUIT IDEALE ÎN REGIM NESINUSOIDAL 


Se consideră succesiv elementele ideale de circuit: rezistorul, bobina și 
condensatorul sub tensiune periodică alternativă la borne, cu dezvoltarea în 
serie (3.36). Se determină în fiecare caz expresia curentului, a cărui dezvol- 


* Conceptul de putere deformantă a fost definit de C. Budeanu. Există si alte definiții pentru 
puterea reactivă si cea aparentă, Cele introduse aici se bazează pe teoria puterilor In regim defor- 
mant, dezvoltată de C. Budeanu. 
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tare în serie are forma (3.34). Calculul curentului continuu produs de o compo- 
nentă continuă a tensiunii este banal şi nu este luat în considerare. Deci 
U,—0 si I,—0. 

Rezistorul ideal e caracterizat de relațiile: 


U U i 
gx) bop? 5O Ach. (3.49) 
P-RB;Q—-0, D=0 
O rezistență nu modifică forma curentului față de cea a tensiunii. Factorul 
de distorsiune al curentului e egal cu cel al tensiunii. Puterile reactivă și 


deformantă sînt nule. 
Bobina ideală e caracterizată de relaţiile: 


ўча; 


i 


2; Bu kau (3.30) 


LA 
koL* 


P=0; © = Уу ш; 2+0 


О inductivitate reduce deformarea curentului față de cea a tensiunii deoarece 
prezintă o impedantá pe armonică 2, = koL proporțională cu ordinul armo- 
nicei. Puterea activă pe care o absoarbe este nulă. Puterea ei deformantă e 
diferită de zero. 

Condensatorul ideal e caracterizat de relaţiile: 


Ф= С; =RU фе 2; Bu > Baa (551) 


Р=0; 9- - E Uac; D£o0 


Un condensator accentueazá deformarea curentului față de aceea a tensiunii, 
deoarece prezintă o impedantá 2, = 1/kwC invers proporțională cu ordinul 
armonicei. Puterea activă e nulă. Puterea deformantă e diferită de zero. 


3.1.5. ANALIZA CIRCUITELOR LINEARE ÎN REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL 


În studiul circuitelor electrice lineare se poate aplica metoda suprapunerii 
efectelor. Mărimile periodice date: mărimile de sursă (tensiunile electro- 
motoare ale generatoarelor de tensiune și curenţii generaţi de generatoarele 
de curent) și mărimile la borne (tensiunile sau curenţii) determină univoc 
mărimile rezultante (curenţii prin laturi sáu tensiunile la bornele laturilor). 
Condiţiile inițiale, în general incompatibile cu condiţiile de periodicitate, nu 
influențează modul de variație a mărimilor rezultante si nu intervin în con- 
ае de determinare univocă a acestora. 

Metoda descompunerii spectrale constă în următoarele: 

a. Mărimile periodice date se descompun, cu ajutorul dezvoltării în serie 
Fourier, în componente armonice; 

b. Se studiază circuitul pentru fiecare armonică în parte, ceea ce se poate 
efectua cu oricare dintre metodele pentru regimul permanent sinusoidal, 
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inclusiv prin reprezentarea în complex. Se ţine seamă de faptul că pentru 
armonica de ordin £, pulsatia fiind de & ori mai înaltă decit а fundamentalei, 
reactanfele tuturor condensatoarelor vor fi de й ori mai mici decît pentru 
fundamentală, iar reactanfele tuturor bobinelor vor fi de k ori mai mari? 

c. Mărimile. periodice rezultante se obţin, sub forma dezvoltată în serie 
Fourier, prin suprapunerea în fiecare latură à mărimilor pe care le-ar stabili 
fiecare dintre armonicele de un acelaşi ordin ale tuturor mărimilor date. 

Metoda este utilă cînd interesează descompunerea spectrală a mărimilor 
rezultante sau cînd mărimile periodice sînt.date printr-o suprapunere de mărimi 
sinusoidale, în număr finit. 5 


с. Se selectează acele valori particulare dle condiţiilor inițiale care sînt 
egale. cu cele finale, atinse la sfîrșitul intervalului [0, Т); 

d. Se scriu soluţiile acestui regim tranzitotiu singular, pentru 0 & / < T, 
substituind valorile inițiale astfel determinate. 

Soluţiile de regim periodic, definite pentru оо <  « оо se confundă cu solu- 
file acestui regim tranzitoriu. singular în intervalul 0 & + < T și reprezintă 
continuarea periodică a acestora, cu perioada T pentru —co<i < 0 si T $ 
X € co. Cu excepţia acestui regim tranzitoriu compatibil (confundat), regimul 
periodic (forțat, permanent) e incompatibil cu condiţiile inițiale oarecare. 

Regimul tranzitoriu poate fi determinat cu oricare dintre metodele spe- 
cifice acestuia, cum ar fi metoda elementară și metoda transformatei Laplace. 
Regimul tranzitoriu poate fi determinat și atunci cînd mărimile date au descon- 
tinuitáti de prima specie in 0 « 7 <T, interpretînd derivatele în sens generalizat. 

| 4 d Н 

3.2. MĂRIMI PERIODICE 'NESINUSOIDAL: 


i 


i 


PROBLÉME REZOLVATE 

€ : ern. ` 

Problema nr..3:1. Teñsiunea gciierată la borne de un alternator este tunctiune 
de timp periodică. altermàtivá simetricá cu alternanfe de formă trapezoidală. 
Să se calculeze coeficientul de distorsiune și factorii de vîrf si de formă. Apli- 
саўе numerică: T, = T/8. 
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Solufie : 


Funcțiunea periodică alternativă simetrică cu alternanțe trapezoidale 
(v. fig. 3.1, a) definită pentru 0 «c ? 7/2 de: 


Um ,pentu0Ox/!«T|2 — To 


U,t|[T,, pentru 0 « t « To, " 
u(t) = 
[^s — tT, pentru TI2 — T, &t« T[2 


$i pentru 7/2 < / < T de relația de simetrie u(t) = —u(? — T/2), se dezvoltă 
în seria trigonometrică de armonice impare în sinus (v. tabelul 3.1): 


4Um « sink + i)eT, . 
u(t) = — y^ —— sin(2k + 1) ut . 
o тото 6  Qkci* ARN 


Valoarea efectivă a acestei funcțiuni se poate determina. simplu, fără a 


recurge la descompunerea spectrală cu ajutorul relaţiei de definiție (3.32). 
Astfel, ținînd cont si de relația de simetrie, se obține: 


v PR (son ra] е 


Valoarea efectivă a fundamentalei (armonica 1), obţinută din descompunerea 
spectrală, are expresia: - 


U, = Un пот, 
кү2 oT, 


Valoarea efectivă U, a tuturor armonicelor superioare (reziduul deformant) 
rezultă atunci sub forma: 


о, = үст? о: 2 oT,- 5 sineta 
эт 2 eT, 
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Pe baza acestor expresii se obţin: 
seficientul de distorsiune, 


Us 8 sin oo 2 
м 2 |= = oT, Il s; aT. 


$i factorul de vîrf, 
Um 2 
һат, 


Pentru determinarea factorului de formă este necesară determinarea valorii 
medii a alternanfei pozitive. Aceasta este dată de: 


EE v, (1 -22) 


Factorul de formă rezultă atunci 


2 
Eat 
3x ^ 


1 = 220 
7 


Numeric: Dacă T, — T]8, rezultă: U = 0,815 Um; Ua = 0,08 U,; k,—1096; 
ky = 1,23; k, — 1,086. 

Descompunerea spectrală se poate obține, fără a folosi tabelele, prin deter- 
minarea coeficienţilor Fourier, fie direct cu ajutorul relațiilor lor de definiţie, 
fie cu ajutorul metodei discontinuităților. În cele ce urmează se vor aplica 
comparativ cele două metode. 

Observind că funcțiunea periodică satisface atît condiția u(/) = u(—?) 
de simetrie impară față de valoarea nulă a argumentului, cit și condiția u(/)— 
= u(T/2 — 1) de simetrie pară față de valoarea 7/4 a argumentului, rezultă 
că seria trigonometrică are numai armonice impare în sinus, cu coeficienţii: 


Bogza 227 EX +1) state P sin(2k + 1) atat] 


T LT» Jo тә 


Dar 


feu. AA. 25 
S tsin(2k + 1) atdt = — e costat + 1) oTo + 


it căi 
+ Greg. OR H1) otdi, 


TM . 1 
l)etdt = 
Us mat AUX addi nm 


Rezultá atunci: 


cos(2& + 1) eT, 


4Um sink + 1) oT; 
т отак 4) 


În vederea aplicării metodei discontinuităţilor, se observă că funcțiunea 
periodică este continuă (si atunci toti S( = 0), iar prima derivată a funcfiunii 


Bua 
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prezintă discontinuități de prima specie la momentele £ = To, 7/2 — Ta, 
[2 + T, şi respectiv T—T,, cu valorile: 


50 =0 —u- SR , pentru /, = Tp, 
reb cim pentru 4 = T[2 — To 
Sy = 04 a = a, pentru 44 = T/2+ Te, 
Se SR qure pentru 4,— T — T, 
În consecință (v. breviar): 
Bun = -amy sin(2k + 1) ot 


= pasa, [sin(2k + 1) eT, + sin(2k + 1) o(T/2 — To) — 


— sin(2k + 1) e(T[2 + Ту) — sink + 1) «(Т — T9] = 


_ AUm sink + 1) То 
т (Q2k+ioTe 


O altă metodă de determinare a descompunerii spectrale se bazează pe 
reducerea la descompunerea spectrală a unor funcțiuni 3 periodice (unde 3(/) 
este funcțiunea generalizată impulsie sau a lui Dirac). — 

Metoda constă în următoarele (v. și fig. 3.1, b): . Эр 

а. Se calculează “derivatele generalizate ale funcfiunii регіофіб > г(е, 
pînă la obținerea unei funcțiuni 3 periodice. Astfel, pentru functiu ter- 
nativă simetrică, cu alternanfe trapezoidale sînt necesare două vări: 


Er, pentru 0 & /— To 
" 


0, pentru T< t < T[2 — To 


році) =|" P 
-—-, pentru T2 — T,« iS T[2, " 
— 0% щі — T[2), pentru T2 t« T 
[7 Una — T.) 4 3(£ — T|2 TS), pentru 0c t« Т2, 
D'*9u(t) = 


[i a T)-3(—T-- Tj) pentru T[2«1«T 


b. Se dezvoltă în serie Fourier funcțiunea D'?u(;. Deoarece această 
funcțiune este impară față de valoarea 7 = 0 a argumentului și pară față de 
valoarea 2 = T4, seria trigonometrică este o serie de armonice impare ín 
sinus, cu coeficienti dati de: 


WI a т) sintez + 1) o£ d 


r2- sin(2k + 1) oT, 


În consecinţă, descompunerea spectrală a celei de a doua derivate generali- 
zate este dată de: 


inQk + 1) eT, 


i-o o 


рт) = — sin(2k + 1) o 


Prin dou& integvări succesive, 'se obțin descompunerile spectrale pentru 
prima derivată generalizată : 


STAR © " 
Uo bhu Toe уу оТ cos(2k + 1) ct 
Жк - 


S. т fæ Qk-1)T, 


şi, respectiv, pentru funcțiunea periodică căutată: 


40 «& sin(2k + 1) o f, 
(2k +1) oTo 


u(i) = sin(2k + 1) eX 


Problema nr. 3.2. Circuitele de redresare convertesc energia de curent 
alternativ în energie de curent continuu. Trei circuite de redresare, cu diode 
ideale, conectate direct între rețeaua de c.a. monofazată sau trifazată si reţeaua 
de c.c., considerată ca o sarcină: pur rezistivă R, sînt reprezentate în schemele 
din tabelul 3.2, a. Să se calculeze valorile medii și efective, coeficienţii de 
distorsiune și factorii de vîrf pentru mărimile redresate. 

Soluţie : i 

Elementul redresor ideal este un element nelinear și pasiv de circuit, carac- 
terizat prin rezistență nulă la conductia în sens direct și rezistență infinită 
la conducţia în sens invers; trecerea de la starea de biocare la starea de con- 
ductie avînd loc atunci cînd-tensiunea aplicată schimbă de semn, de la valori 
negative la valori pozitive (fig. 3.2). 

Datorită acestor elemente nelineare, tensiunea redresată u(/) la bornele 
sarcinii rezistive și curentul redresat i(/) prin sarcină sînt funcțiuni periodice 
pulsatorii, cu formele de undă reprezentate de asemenea în tabelul 3.2, а. 

Descompunerile spectrale pentru cele trei forme de undă ale tensiunij 
redresate se pot obține fie direct din tabelul descompunerilor spectrale (v. bre- 


viar), fie prin calcularea coeficienţilor Fourier, așa i 


і 


cum se va proceda în cele ce urmează. А i 
Conexiunea monofazătă (CM) cu o diodă. Ten- 
siunea redresată, în irkeryalul O«: — T fiind dads rei 
dată de: $ dioda ideală 
=" sin e£, pentru 0<2<1Т/2, g 
0, pentru T[2« («T Fig. 32 
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Tabelul 3.2, a 


Circuitul de redresare | Conexiunea Graficul tensiunii redresate ч) 


( ) p pera dara 
Monofazată Un pentru 0<t<T! 
Umsinat ai ) eu ЖОШ zi T 0, pentru Т/2 <1< T 
кы тот оТ = 27 
Im Monotazată ud Um sin o, pentru 0< i< T 
cu punte de РУ, 
diode | dr—*—5—X1—3 eT-r 


Um sin (ot + тб), 
pentru 0 ctc T 


Зы = 27 


2 5 Trifazată cu 
3 ) trei diode 


rezultă pentru coeficienții Fourier următoarele expresii: 
T] : 

U,— z s U, sin ot dí — In. 

т), т 


B,— 201 0, sin ot sin дыд = Va 900 0х sattor 
fits a 1—k 14k 


25 


pentru БРА, By 
k=1, BQ-U.A 
ar TP 17. sin ct cos kat d d (к + юл ук кшт ют), 
o 2n 1+k 1—k 
k-impar, 4,—0, 


pentru 2Us "i A 
т (1—E X) 
În consecinţă, tensiunea redresatá si curentul redresat au descompunerile 
spectrale : 


SA Us e Be. Огу. т 
u(t) = Ri(t) UE einer e Ea sno =)] 


k= par, A= 


Conexiunea monofazată (CM) cu punte de diode. Tensiunea redresată u(t) = 
= Um | зіп at| este o funcțiune periodică cu perioada Т = п/о, definită 
în intervalul 0 Şż¿< T, prin: 

u(t) = Ua sin ot; 0<1<7. 

Funcțiunea satisfăcînd condiția u(/) —u(—1), de simetrie pară față de valoarea 

nulă a argumentului, se va reprezenta printr-o serie trigonometrică de armonice 
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în cosinus. Ршѕафа w a tensiunii monofazate fiind însă dublă față de pulsatia 
fundamentale, în formulele coeficienţilor Fourier, se va utiliza pentru pulsatie 
valoarea 20. Se obţine, cu T = 27/20: 


0-20" U, sin o£ d£ — — 2 Un 


Anc 7? y, sin ot cos 2kot di = 20 = c + A PRE а 1085 
т) т [142k 1—2, = 1—00) 
În consecință, tensiunea și curentul redresat au descompunerea spectrală: 
4 


ELS АЕ +5 Zar sin (2ko 3l 


х1 


Conexiunea trifazată (CT) cu. trei diode. Tensiunea redresată, cu perioada 
T = 2r|3o, este definită de: . 


щі) = Un sin (s BL pentru 0 « oí — 27/3 


Funcțiunea satisface condiția de simetrie pară si prin urmare seria trigono- 
metrică este o serie de armonice în cosinus. Pulsafia « a sistemului de tensiuni 
trifazate simetrice fiind de trei ori mai mare decît cea a fundamentalei, în 
formula coeficienţilor 4,, trebuie utilizată valoarea 3w. Se obţine: 


о. {1 Un sn (oce tare zo. cost чь 


tf Unm sin(w+ $] cos 3 Shot dt = Un cos T TC m ie 


Tensiunea și curentul d au atunci FS s spectrală: 


ц) = Ri — e inr a. E (s - | 


Valorile medii (componentele de curent continuu) obținute direct din aceste 
descompuneri spectrale sînt reunite în tabelul 3.2, b. 

Valorile. efective se pot determina fără a se recurge la descompunerile spec- 
trale, cu ajutorul relației de definiție. Se obține succesiv: 


= RI? E 7 sin? orar ca E ў 
T TJ 2 
pentru CM cu o diodă; 
2 2 Uh 2 U$& (n 1— cos 201 d 
U2= ЕГ > C sint otdi y Tu d(at) = E) 
pentru CM cu punte de diode; 


em (zu + =) 


2 


U:-Rp-U - dí sinat SL: SUR s e дш) = 
I o 
=v(4+4£). pentru CT cu trei diode. 
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Valorile efective ale tuturor armonicelor (fundamentala și armonicele superi- 
oare), pentru cele trei conexiuni sînt, în ordine: 


1 
yU:—vi- 0, [кг = 0,386 Un, pentru CM cu o diodă; 
1 
yU? — 0% — U, [s] = 0,308 Um, pentru CM cu punte de diode: 


1 
ү02— 0 = 0, Gee- [* =0,155 U,, pentru CT cu 3 diode. 
т т 


Coeficientul de distorsiune, același pentru tensiunea redresată și curentul 
redresat, calculat cu relația: 


uU. 
h.e vC 


are, pentru cele trei conexiuni, valorile date în tabelul 3.2, b 


Tabelul 3.2, b 
Nas Nee. ы ре ена КА 
Conexiunea a fundamen- | Ug m Ram | О mRL m | 4 Um 
Vo RI USRI | S, |= Vougo |= Ус) v 
diu 9 Ж... 
Monofazatà| —“m= ле Кенет 
ей о dodi т 2 2ү2 0,153 Um | 0,386 Um | 0,4 2,00 
= 0,319 Um | = 0,500 Um |= 0,3040 
2 1 22 
Monofazată | — Um | -=Ша= 2 Um = y 
sd punte т ГА 3x 0,063 Um | 0,308 Um | 0,2 | 1,41 
= 0,637 Um | = 0,707 Um |= 0,3000 
3ys 1, 303|3/3. 
Tritazată |——— Um = 21,313 Ua= 
e $ diode gm JE ux 0,051 Um | 0,155 Um 1,19 
= 0,830 Um |U m=0,843U m| = 0,1460, 


Factorul de vîrf, k, = U„IU, se calculează imediat și are valorile date de 
asemenea în tabelul 3.2, 5. 
Pentru caracterizarea unui circuit de redresare este util coeficientul de pulsafie, 
definit ca raportul dintre valoarea efectivă a tuturor armonicelor și compo- 
nenta continuă: 


ko = JU* — Val U, 


Valorile acestui coeficient pentru cele trei conexiuni sînt, în ordine 1,21, 
0,482, 0,187. 
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Problema nr. 3.3. Un circuit de redresare avînd sarcină rezistivă R, ali- 
mentat la borne sub tensiunea sinusoidalá u(/) = U, sin ot, absoarbe de la 
rețea un curent nesinusoidal pulsatoriu cu impulsuri de formă sinusoidalá 
(v. fig. 3.3), a căror amplitudine este 7,, = U„/R. Să se calculeze: a) puterile 


i(t) 


Fig. 3.3 


în regim periodic; b) randamentul circuitului de redresare definit prin rapor- 
tul dintre puterea de curent continuu în sarcină si puterea activă în sarcină. 
Solujie : 


Intensitatea curentului pe iodic pulsatoriu pea sarcină, aceeași cu cea 
absorbită de la rețea (v. fig. 3.3) este definită pentru 0 < o£ < 2z[n prin 
funcțiunea: 


0, pentru 0 < o£ < a, 
10) = n sin ot, pentru a< ot« т; 
0, pentru т< ut< 2x/n, 


unde Z, = U,JR. 
Valoarea medie este: 


1(T. n (= " n 

= 0104 = T. sin af (а) = Ia 2 (1 + cos а) 
Valoarea efectivă se obține din: 
2= (7 pa az in? =% eed 
n- zhena zt. sin? av dat) = 2 "(= «+ іп a) 
şi este: 
mecs E EXIT 
1-i АРЕ «++ sin 2a) 


Cu aceste expresii se pot obține puterile în sarcina rezistivă R. Astfel pute- 
rea de curent continuu este: 


Po = RR = U plal! + cos a): n[2z]* 


Puterea activă este dată de: 
p-Rn- о [s а +2) 
4 2 
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Fiind o sarcină rezistivă, puterea reactivă si deformantă sînt nule, Randa- 
mentul circuitului de redresare este: 


Hon 1+ cosa 
п= == 1 
т зке 


Pentru conexiunea simplă cu o diodă (у. problema 3.2), curentul redresat 
constă dintr-o singură alternanță a funcțiunii sinusoidale. În consecință, 


а= 0; п=1 

și 

Р,=10,1,; Р=10,1,; »—— 24065 
oa mim? 4 "m: n m „6%. 


Pentru o conexiune cu punte cu diode, curentul redresat constă din ambele 
alternanfe și atunci 


a= 0, n= 2, 
iar 


P, £ Usla: P= i ОЈ; з= 81,2%, 


Cu ajutorul randamentului circuitului de redresare astfel calculat, se poate 
aprecia eficacitatea cu care curentul alternativ este transformat în continuu. 
Valorile calculate pentru cele două conexiuni sînt maxime, deoarece au fost 
neglijate, în principal, pierderile de putere în elementele de redresare la con- 
ducfia curentului în sens direct. Se poate observa dublarea randamentului 
pentru conexiunea cu punte cu diode, faţă de cea cu o diodă, datorită redre- 
sării ambelor alternanfe ale tensiunii sinusoidale. 

Puterea aparentă la bornele de intrare a circuitului de redresare este: 


1 1 A 
S= 5 Un] = Umana “(т «4 т sin22], 


ya [Д1 = 
avînd valorile zya Ula și i U,l1, pentru cele două conexiuni discutate. 


Se observă cá P = 0,707 S pentru conexiunea cu o diodă și P = S pentru 
conexiunea cu punte de diode. În consecință, conexiunea simplă cu o diodă 
este cea mai dezavantajoasă energetic. Circuitul de redresare primește pe la 
borne o putere aparentă de |/2 ori mai mare decît puterea activă în sarcină, 
iar din aceasta numai 40,6%, reprezintă putere de curent continuu. 

Forma de undă reprezentată în figura 3.3, b este caracteristică circuitelor 
de redresare cu elemente de redresare comandate, unghiul fiind denumit 
unghi de deschidere al elementului. Prin comanda deschiderii elementului 
redresor se poate furniza în sarcină o putere de curent continuu variabilă. 


Problema nr. 3.4. Un acumulator avînd t.e.m. U, este alimentat printr-o 
diodă ideală de la о sursă de c.a. de tensiune e = E, sin оѓ (v. fig. 3.4, a). 
Ca urmare a conductiei unilaterale prin diodă, curentul de încărcare al acu- 
mulatorului este periodic pulsatoriu cu impulsuri de formă sinusoidală 
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(v. fig. 3.4, b). Să se calculeze sarcina electrică primită de acumulator în inter- 
S At. Aplicaţie numerică: U, = 13,2 V, R; = 1, E,, = 24 V, f = 50 Hz, 
—1h. 


* Fig. 3.4 


Soluţie : | 4 Ч 


s 
Valoarea mşdie a curentului pulsatoriu este: 


qot py 1 (E, sin o£ — О.) р) = + 25e 58e 288 — n5, 
27 8 > 2r Ri 


unde yọ (v. fig. 3.4, b) rezultă din condiția: 


E, sin y, = U, = E sau v = aresin [ш] 


În consecință, valoarea medie este: 


U,|1 Еһ үз 1 iUe 14 
To «ET z] de rm :] 
Sarcina primită în intervalul At este dată д = I, Az. 


Un caz particular, simplu de reținut, este acela pentru care valoarea efec- 


tivă a t.e.m. sinusoidale (Е,„/ Vă este egală cu t.e.m. a acumulatorului (U,). 
Atunci, Yo = 7/4 si prin urmare, 


= k-i] = 0,06831 Ё. 
Rl 4 Е; 


ч = 36001, = 245,916 E/R, [C], bentru Af = 1h 


Pentru alegerea diodei sînt necesare valorile curentului maxim prin diodă 
în timpul conducției și căderea de tensiune la bornele diodei în timpul blo- 
cării. Acestea sînt: 


E; 


In = 220 și ОЕ, +0, 


Numeric: “yo = 3322, 1, = 2,058 A, @ = 7 400 C, 1„ = 10,8 A, И = 37,2 V 


Problema nr. 3.5. Pentru măsurarea valorii de vîrf a unei t.e.m. periodice 
alternative sinăstrice, se conectează la bornele generatorului de tensiune, 
circuitul serie format dintr-un condensator C, o diodă D și un ampermetru A. 
Dacă aceste elemente se consideră ideale (condensator fără pierderi, diodă 
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cu rezistență nulă la conductie si rezistență infinită la blocare, ampermetru 
cu rezistență internă nulă) să se arate că indicatia aparatului corespunde 
într-adevăr valorii de vîrf a curbei de tensiune, indiferent de forma periodică 
de variaţie în timp a acesteia. 


[5 


D» 


Om © Y 


а 
Fig. 3.5 
Soluţie : . 
În absența diodei, curentul prin circuit satisface ecuaţia: 
i=c™, 


dt 


fiind de asemenea o funcțiune de timp periodică alternativă ssimetrică, tre- 
cînd prin zero la momentele de maxim ale curbei de tensiune și avînd valori 
maxime la momentele de anulare ale acesteia. 
Prezenţa în circuit a diodei ideale determină apariția unui curent pulsatoriu 
рип circuit, cu impulsuri pozitive, pe durata cărora ecuația (1) rămîne vala- 
ilă. Dacă se alege originea de timp la momentul de virf negativ al curbei 
de tensiune (са în figura 3.5, b), atunci intervalul de conducfie este 0 = і = Т/2. 
Ampermetrul magnetoelectric indică valoarea medie a curentului pulsa- 
toriu prin circuit: 
с 


v, 2с 
* du = Un 
Т JU, Y 


ir. 1 (72 n du, 
„= (“ч а=т{ с = 
9 т}, 0 TJy а a 
În consecință, indicația sa este într-adevăr proporțională cu valoarea de 
vîrf a tensiunii periodice alternative simetrice măsurate: 


a= Б, = 267%, Un = RU,, 


unde Å, este constanta ampermetrului. Constanta Ё = 2Cf4, a acestui sistem 
de măsură are valori mari pentru valori mari ale capacității condensatorului 
serie și frecvenței tensiunii măsurate. Prin alegerea adecvată a valorii lui C, 
la o frecvență dată a t.e.m., se poate lucra întotdeauna cu un miliamper- 
metru sau microampermetru. : 

Problema nr. 3.6. Un dipol receptor este alimentat la borne cu o tensiune 
periodicá alternativá simetricá, cu alternante trapezoidale. Másurarea acestei 
tensiuni se efectuează cu trei voltmetre de tip 2) magnetoelectric, b) electro- 
dinamic si c) electronic de virf. Sá se determine indicațiile celor trei volt- 
metre. в 


Aplicație numerică: Un = 10 V; T, = T[8 şi Т, = 0. 
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Soluţie : 

Aparatele magnetoelectrice indică valoarea medie a mărimii măsurate. 
Aparatele electrodinamice indică valoarea efectivă. Aparatele electronice de 
vîrf, după cum le spune și numele, indică valoarea maximă. 

În consecință, indicațiile celor trei tipuri de aparate sînt următoarele; 

а) Оа = 0 

b)U-U,y1—2][3eT, 

с) Umas = Um 


Problema nr. 3.7. Un dipol réceptor alimentat la borne sub o tensiune nesinu- 
soidalá absodibe un curent nesinusoidal pentru a cărui măsurare se inseriazá 
în circuit trei ampermetre, unul magnetoelectric, altul de inducție si altul 
termic, Primele două aparate indică I' = 3 A și respectiv 7" = 4 A. Să se 
determine valoarea indicată de ampermetrul termic. 


, Solufie : : 
Ampermetrul magnetoelectric indică componenta continuă, deci I' = I,. 
Ampermetrul termic indică valoarea efectivă, deci 
i т=ү+ї ++... 
Ampermetrul de indicfie indică valoarea efectivă a componentei alternative, 
prin jurmare: 


гүж. = VEZI 


În consecință, valiarea efectivă a curentului nesinusoidal absorbit de dipolul 

receptor si indicat de voltmetrul termic are valoarea I = ЇГ Г. 
Numeric: I=5A. } | 
ü 


) 3.3. MĂRIMI PERIODICE NESINUSOIDALE 


А „PROBLEME PROPUSE 
"Problema. nr. 3.8. $% se” calculeze valorile medii și valorile efective ale 
tensiunii la borne, curintulüi absorbit și puterii primite de un dipol receptor 
pentru care formele d: undă sînt reprezentate ín figurile 3.8, a, b, c și d. 
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Fig. 3.8 


Problema nr. 3.9. Tensiunea aplicată unui circuit constă din o componentă 
de curent continuu U,, o componentă sinusoidală U, sin оѓ si o componentă 
sinusoidală dublu redresatá U, |sin ої). Să se determine valoarea medie si 
valoarea efectivă a acestei tensiuni nesinusoidale. i 


Problema nr. 3.10. Forma de undă a unei tensiuni periodice nesinusoidale 
este pulsatorie avînd impulsiile dreptunghiulare, de amplitudine О, și durată 
To Perioada este T. Să se determine descompunerta spectrală a acestei unde 
și să se exprime valoarea medie si valoarea efectivă înfuncţie de U, și а = TT. 


Problema nr. 3.11. Regimul nesinusoidal de funcționare al unui circuit 
dipolar este caracterizat de următoarele mărimi: 


u = 300 VZ sin at + 60 VZ sin(3cot — 45°) + 50 sin ot; 
i = 202 sin(ot — 90%) + 5 V2 sin(3cot + 45°) + 4 (2 sin(5et — 60°) 
Să se calculeze: U, I, S, P, Q, D. : 
Răspuns : 
U = 310 V; I =21 A; 5 = 6500 VA; P = 100 W;Q = 5870 VAR; 
D = 2800 VAD. 


Problema nr. 3.12. La bornele circuitului din figura 3.12 a se aplică tensiunea 
reprezentată în figura 3.12, b. Dioda ideală va permit: trecerea curentului 
într-o singură direcţie (indicată de triunghi), Să se determine indicaţiile celor 
două ampermetre dacă acestea sînt: a) magnetoelectrice; 5) electrodinamice. 
Să se repete problema pentru prima armonică a tensimii aplicate, 


(Ише 


3.4. CIRCUITE LINEARE ÎN REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL 
PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 3.13. O bobină ideală avînd inductivitatea L este alimentată 
sub o tensiune la borne, alternativă simetrică, cu alternante dreptunghiulare, 
de valoare maximă U,. Să se determine variaţia în timp a curentului absorbit. 
Soluţia 1: 

Ecuația diferențială dc funcționare 


a circuitului, 4, = L di|d£, se poate „il 


scrie sub forma: 
U, leo 
=, pentru 0<{<Т/[2; 
qx z 
dt 7 i 
2, pentru T/2<t <T Fig. 3.13, а, b 


Soluţia acestei ultime ecuaţii se obține direct prin integrare si este: 


i40) + (arm io) +, pentru 0 < ^ € Tj2; 


ilt) i0) + Ve 2-0 ^ dt = i(0) + г (T — i), pentru тр << Т 


Tn 
Deoarece tensiunea. la borne, fiind funcțiune alternativă, nu are componentă 


continuă, rezultă cá si curentul prin bobină este funcțiune alternativă, Com- 
ponenta continuă a curentului este nulă numai dacă: 


T 
Е 
În consecinţă, variația în timp a curentului prin bobină e dată de funcțiunea 
alternativă simetrică cu alternante triunghiulare: 
T -i pentru 0 << T[2; 
40) = 
T =). pentru: T/2«:«T 


Această funcțiune е reprezentată grafic în figura 3.13, с. Se poate verifica 
grafic că tensiunea la bornele bobinei e prapor ршн cu derivata curentului. 


UT 
Valoarea maximă a curentului este 7, = TAA 


Solufig 2: 
Descompunerea spectralá a tensiunii la borne (v. Breviar, tabelul de des- 


compuneri spectrale) e seria de armonice: 


(0) = A^ Lan үт п@#+ 1) at 
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Amplitudinea armonicei de tensiune de ordinul m = 2k + 1 fiind tim = 
= (4/mm) Uo, funcțiunea care reprezintă în complex nesimplificat tensiunea 
la borne rezultă din însumarea reprezentărilor în complex ale termenilor 
dezvoltării acesteia în serie Fourier: 


40 SS 1 
= do ete 


т A-02k--1 
Impedanţa echivalentă complexă a bobinei pentru armonica m fiind 
Za = jonl, 


rezultă reprezentarea în complex a curentului absorbit: 


А E] 
1 Um _ 4Uo 1 già at 
m-L55..Zm noL 0 (2k + 1} j 


40, SN 1 з [or 2 2] 
noL 0 (2k +1) 


În consecință, variația în timp a curentului prin bobină are descompu- 
nerea spectrală: 


100) = р = —2U07 S 1  cos(2k+ 1) ot, 
i) = 9» (pp =- 2007 y hp) 
deoarece w = 2z/T 

Se recunoaște în seria de mai sus descompu- 
nerea spectrală a funcțiunii periodice triunghiulare 

Fig. 3.13, e reprezentată în figura 3.13, c (v. Breviar, tabelul 
у de descompuneri spectrale). 

Utilizarea metodei descompunerii spectrale pentru determinarea curentului 
prin bobină este mai anevoioasă decit metoda integrării, atunci cînd se cere 
soluția în forma compactă, deoarece este necesară sumarea unei serii trigono- 
metrice ; dar, este mai avantajoasă atunci cînd se dorește spectrul curentului 
sau diferitele mărimi caracteristice regimului nesinusoidal (cum sînt coeficienţii 
de distorsiune sau puterile). 

Astfel :oeficientii de distorsiune au următoarele valori: 


e i г" иг. 
> Xi o 
D MES = 18,9449, = 4,51% 
Moreno ES 
$ 1 ES 
ы=|/ POE Le — тая, = 1,21% 


Мв 


me = 
Ко (2k + 1) JE 
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Se verifică proprietatea cunoscută a unei bobine ideale de a avea un coeficient 
de distorsiune al curentului mai mic decît cel al tensiunii (efect de netezire). 


Problema nr. 3.14. Un condensator ideal, avînd capacitatea C, este alimentat 
sub o tensiune lə borne alternativă triunghiulară (v. fig. 3.14.6). Să se deter- 
mine variația în timp a curentului prin condensator, 


Soluția 1: 
Curentul prin condensator este soluţie a ecuaţiei diferenţiale: 
А du 
0) = С = 
unde 


Vu(i- pentru 0« t « T[2; 


(0) = , 
оз), pentru 72 <#< T 


Rezultă imediat: 
if 4CU,JT, pentru 0«: < T]2; 
+ ACUT pentru T]2 <t<T 
Curentul prin condensator este funcțiunea alternativă simetrică cu alter- 
nanfe dreptunghiulare de amplitudine 4CU,/T (v. fig. 3.14, c.) 


Soluția 2: 
Descompunerea spectrală a tensiunii la borne fiind dată de 


8 SK 1 
0 — UP cos(2k + 1) ot 


(conform cu tabelul de descompunere spectrale, v. Breviar), rezultá repre- 
zentarea acesteia in complex simplificat sub forma: 


ә 
at 2 n 
Ds Bac 
Admitanfa pe armonica de ordin m = 2A + 1 fiind Y, = јотС, rezultă 
pentru armonica de ordin m a curentului expresia : 
In = jomCU, 


Curentul are atunci reprezentarea în complex: 


Е ^ 
— 3% SS. MÀ ug. * DISCUS 1 
1= уз Fiole Cage” Үлт figi 


(deoarece o = 2z/T). 
În consecință, variația în timp a curentului prin condensator are des- 
compunerea spectrală: 


it) = 2»ly2 Y. ACU ys 1 a 
19 2| лен) za +H!) ot, 


în care se recunoaște funcțiunea periodică alternativă simetrică cu alternante 
dreptunghiulare de amplitudine 4CU,/T (v. Breviar, tabelul de descompuneri 
spectrale). 

Problema nr. 3.15. Circuitul serie R-L, cu R = 2 0 si L= 6,66 mH 
(fig. 3.15, a) este strábátut de un curent periodic, avind forma de undá tri- 
unghiulară (v. fig. 3.15, b). Sá se determine variația în timp a tensiunii 
aplicate la borne. Perioada este T — 20 ms. 

Solujie : 
Tensiunea la borne are expresia: 


s) = ul) +0) = Ri + L5 
unde 
ip = 3007 — 1, 0<1< 0,01; 
5 — 3001; 0,010— ¿< 0,02 


Componenta urmărește forma de undă a curentului: ир = Ri = 2i, iar 
pentru componenta sw, se obţine: 


di { 2 0<1< 0,01, 
и„=1,—= 
“ 


—2 0,01<2<0,02 


Prin adunarea ordonatelor curbelor tg și t, (v. fig. 3.15, c) se obţine va- 
riatia în timp a tensiunii la borne: 


uy(t) - 


6002, 0<1< 0,01; 
8— 6004 0,01<1< 0,02 


Problema nr. 3.16. Tensiunea la bornele unui circuit serie R-L e funcțiune 
periodică alternativă simetrică cu alternante dreptunghiulare. Să se deter- 
mine forma de undă a intensității curentului prin circuit. 


qu 


Fig. 3.16 
Soluția 1: 

Descompunerea spectrală a tensiunii aplicate la borne (v. breviar, tabelul 
de descompuneri spectrale) este dată de: 


E 
uy) =) жут +1) ot 


Impedanfa circuitului serie R-L pentru armonica de ordinul m = 2k + 1 
este: 


Zn = R + jmoL = [REF (moL): е! «очно 


În consecință, expresia curentului este funcțiunea periodică alternativă si- 
metrică a cărei descompunere spectrală este: 


= MÀ iyon [ro -aee (A) 
Îi a ya Faaa Sin met — are te (o 


Expresia obținută se mai poate eventual prelucra, ţinîndu-se cont cá 


= mel, 


Pn — E —— 
SUR VE ^ EUR VE maT 
Se obține: 
© 
it) = Ade 3 = sin(2k + 1) ot — 


k=O 2k -+ 1 R? -+ (2k + 15313 


4U, oL 


т 80 R? + (2k + 1) ойл PEREN 


Dacă se notează а= оГ [Е și se utilizează pentru prima sumă descompu- 
nerea în fracții simple, se obține în final: 


iW 4U, y^ sint + Dot 40, Ў Qk--1)sinQk + Dot _ 
zR ЁШ 2k+1 zR 42 (2k + 1} + а? 


4U, © cosQk +1) ot, 
naL {= 2k + 1} +a? 
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Pentru însumarea seriilor Fourier obținute, ultima expresie este cea mai 
convenabilă. Astfel sumele celor trei serii din ultima expresie sînt urmă- 


toarele: 


sin(2k + 1) at _ 


Emo 2k+1 


1, 0<ш<т; 
т< «2n 


—, 


sh aut — sh a(ot — x) » O<ut<z; 
TN (2 + sink + Dal _ S 


Pu sem Do mae z 
(2k + 1P a sh a(wt — x) — sh a(ot 27), п<0<27 
sh za 


9 hawt- т) chaol, орт; 
4 SNcosQk--l)ef _ z agas 


m 2 N ы ЕЗ - a 
n ATO (kF H a | but d het di 


Ínlocuind în expresia curentului si efectuînd operaţiile, se obține în final 


soluția: 
x 0ct« T]2; 


i) 

L 2 

ERES Th<i<T 
T 


Soluţia 2: 
Se consideră circuitul serie R-L, străbătut la momentul / = 0 de curentul 


й, la bornele căruia se aplică tensiunea: 
uj) = Uo, pentru 0< £« T[2; 
á —U,, pentru Т/2<{<Т 


Ecuația circuitului fiind 
Ri TLLA U,, pentru 0 «t« T[2, 


solutia se cautá sub forma: 


unde A rezultă din condiţia: 
HOY a în „%%Ь T. 
40) — 5, = +A, A=i, S 
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Curentul are deci expresia: 
U, TÉ „Ж 
i) - (i-e £ rime 2 pentru 0OS/s<TP2 


atingînd la capătul intervalului valoarea: 


RI 
Lz 


U, IET 
imp) - ^ —et 7) + ine 
Pentru intervalul 7/2 <} < T, ecuația circuitului fiind 

А а 
Ri+ L РЕ Uy 
se caută soluția sub forma: 
R T 
i=- +Be-îl-3), 


unde B rezultă din condiţia: 


(Т2) = — A^ +в, Вв = Т2) + 


Expresia curentului este deci: 
R T RT 
ip- - i - ete pei — t5). 
ES vtr -i(-2) 
+ ine T dE 24-2), TARIST, 


avînd la sfîrșitul intervalului valoarea: 


RT RT RT 
(Т) = (1-65) tije ET piet 


= е - її] 
Condiţia de periodicitate a curentului împreună cu condiția de continuitate 
impusă unui curent prin bobină cer însă ca: 
0+) = Т +) —T—), adică in = i(7) 
Valoarea inițială a curentului -ezultă deci din ultima relație și are ex 
presia: 


PF 

[ 
EIL 

] 

m 
SEIRE 
Sis | юч 


3 


În consecință, expresia curentului pentru 0 « / < 7/2, este dată de: 


-H-3 
i Ga — | TRIST. 
1-. P3 


Comparind cele douá metode utilizate, metoda descompunerii spectrale 
și metoda integrării ecuaţiilor circuitului (v. si Breviar), se pot constata avan- 
tajele primei metode atunci cînd se cere descompunerea spectrală a soluției 
şi avantajele celei de a doua metode, atunci cînd se cere variația în timp 
a acesteia, 

Soluția 3: 

Metoda integrării ecuaţiilor circuitului poate fi intrucitva simplificată 
dacă se observă că pentru intensitatea curentului — funcțiune periodică 
alternativă simetrică — condiţia de continuitate și periodicitate se poate 
scrie: 

10) = — i(7/2) 
Se cere soluția ecuaţiei: 


Ri+ LT =U, pentru 0« (« T2, 


care satisface condiţia i(o +) = — i (T/2 —) 
Dacă soluția completă se scrie și sub forma: 
R 
i) = + 0671, pentru 0«:i«T][2 


cu valoarea 

с=—2 

R 

În consecință, curentul are expresiiles, 
Us 


i) = 2 


și 
i) = — it — 7/2), pentru T2 «1 « T, 
rezultate care sînt în deplină concordanță cu cele obținute anterior. 
Problema nr. 3.17. Un condensator de capacitate C, fără pierderi, este co- 
nectat la bornele unui generator de impulsii dreptunghiulare de tensiune, de 


R e(t) 


Fig. 3.17 a, d 


» 


amplitudine 0, durată 7, şi perioadă Т, avind rezistența internă serie 7. 
Se cer curbele de variație als curentului si tensiunii la bornele condensa- 
torului. 

Rezolvare : 

Generatorul de impulsii dreptunghiulare se reprezintă prin schema serie 
din figura 3.17, a. La bornele generatorului în gol, tensiunea urmărește va- 
riafia în timp a t.e.m. e(t), reprezentată în figura 3.17, b. Prezența condensa- 
torului la bornele generatorului distorsionează forma de undă furnizată de 
acesta în gol, formă de undă care încetează de a mai fi seria periodică de 
impulsii dreptunghiulare. 

Tensiunea u(/) la bornele condensatorului satisface ecuația: 

du | [U, 0«t«T,; 
"== 
RC + ie Т,<і<Т 


cu condiţiile de continuitate și periodicitate 
ЧТ, —) = (Т, +) şi u(0+) = ЩТ —) 
Soluţiile acestei ecuaţii pentru cele două intervale sînt de forma: 


я L 
СЕС 
out ОУ, 
Ве- 4-78, Т,<і<Т 
unde constantele А și B se vor determina din condițiile de continuitate: 
U,d:Ae7nite = B; 
UÜt4A- Beige, 
cu n + 7.2 = T. Se obţin. жард: 
>. 
КС ашы 


а U, 
wu : 1— e-TÍRC 
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Tensiunea la bornele condensatorului este atunci dată de: 


0</<Т,; 


TET 


= ; 
i—e-7HRC 


Curentul prin condensator fiind dat de ecuaţia i = C du/d!, rezultă sub 
forma: 


Tı<i<T 


T 


Evoluţia în timp a tensiunii u(/ si a curentului i(/ prin condensator 
sînt date în cuprinsul unei perioade, Din periodicitate, rezultă: 


щі Т) = щй, Т) = 10), 


astfel încît evoluția în timp а acestor mărimi poate fi obținută pentru în- 
treagă axă a timpului. Curbele de variaţie în timp pentru două perioade sînt 
reprezentate în figura 3.17, c. 

alori mari ale raportului T/RC conduc la forme de undă ale tensiunii la 
bornele condensatorului, mai apropiate de seria periodică de impulsii drept- 
unghiulare. La o frecvență de repetiție f = 1/ T dată si la un raport im; I 
pauză T,/T, dat, distorsionarea formei de undă a generatorului se reduce 
prin micşorarea valorii capacității condensatorului paralel pe ieşirea sa. 


t 


? (ааб Sp Bri puet 


uc 
T 
-& 


Fig. 3.17, c Fig. 3.18 


O rezistență mică de ieşire a generatorului favorizează de asemenea menti- 
nerea unei forme de undă cît mai dreptunghiulare. 

Problema nr. 3.18. Atenuatorul unui osciloscop cu tub catodic (v. fig. 3.18, a) 
este un circuit prin care se reduce amplitudinea semnalului de intrare fără 
a se deforma forma de undă. Pentru reglarea atenuatorului se oscilogra- 
fiază o tensiune periodică alternativă simetrică, cu alternanfe dreptunghiu- 
lare (v. fig. 3.18, b) aplicată prin atenuator. Se modifică valoarea capacității 
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condensatorului variabil C pînă cînd forma de undă oscilografiată reproduce 
fără deformare forma de undă aplicată la intrarea atenuatorului. 

Se cere: a) valoarea C a capacității condensatorului reglabil pentru care 
atenuarea se realizează fără deformare; b) formele de unde oscilografiate 
pentru C Æ Co. 

Rezolvare : 

Reducerea tensiunii e (/) aplicată la intrarea atenuatorului se obține prin 
divizorul de tensiune format din rezistența R a atenuatorului și rezistența R, 
de intrare a osciloscopului. Impedanfa de intrare a osciloscopului nu este 
însă pur rezistivă. Partea sa reactivă se poate reprezenta printr-o capacitate 
echivalentă C, de intrare. Conectarea condensatorului reglabil C în paralel 
cu rezistența de atenuare R permite compensarea caracterului capacitiv al 
intrării osciloscopului. 

a. Determinarea condiției de atenuare fără distorsiune. Atenuarea fără 
distorsiune a unei tensiuni periodice oarecare aplicată la intrare are loc atunci 
cînd schema de atenuare formată prin înserierea grupurilor paralel RC 
și К, С, se comportă rezistiv pentru orice componentă armonică a tensiunii 
aplicate. Astfel, o tensiune sinusoidală e= E 2 sin at aplicată la intrarea 
atenuatorului apare la intrarea osciloscopului în raportul 

U, Y јәс + 1/R R1 — jo RC) (1) 


în condiția: 
RC = RC, C —C,R|R (3) 


Aceasta este condiţia de atenuare fără distorsiune. Condiţia rămîne valabilă 
şi pentru forme de undă ale tensiunii de intrare саге nu sînt neapărat peri- 
odice. Într-adevăr тайкы Меша pentru funcțiuni perde, prin 
descompunere spectrală în serie Fourier poate fi ri t pentru йаш 
aperiodice prin transformarea Fourier. Această condiție trebuie să rezulte 
atunci, direct din ecuaţiile circuitului, pentru orice funcțiuni de timp, apli- 
cate Ja intres Acest raționament este efectuat în soluționarea părții a doua 
a problemei. 

b. Independența condiției de atenuare fără deformare de forma de undă 
a tensiunii de intrare, Ecuațiile circuitului sînt: 


п үс om усш i 
С=С, ше (teorema I Kirchhoff) (4) 
щ = и 4 и, (teorema II Kirchhoff) (5) 


О atenuare fără distorsiune are loc atunci cînd uj(/) = ae(/), unde «e un 
scalar subunitar, determinat din ecuaţiile: 


(1 — a) m, = u 
и үс о[и усш 
xo [ue (6) 
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Eliminind tensiunea u(/) între cele două ecuaţii se obţine relația: 


yc 4 4 дщ 
( s 2) HC(U — а) — ac] =0 o) 
care își menține valabilitatea pentru o funcțiune de timp w,(/) arbitrară, 
aplicată la intrare numai dacă: 


1-а R с 


24-5. (8) 


оаа (8) sînt astfel identice cu cele determinate mai sus (relaţiile (2) 
si (3). 

c. Determinarea tensiunii de ieșire а atenuatorului atunci cînd tensiunea 
de intrare este unda dreptunghiulară. Ecuația diferenţială a tensiunii w(t) 
se obţine din ecuațiile (4) și (6) prin eliminarea celeilalte necunoscute, u(/). 
Dacă se notează. 


РЕ " RR 
C, — C-- C, si Ra 
se obţine: 
m Aa oe cS y ne 
Gert am Ca Dar (9) 


Deoarece mărimea' de intrare e fuacfiune periodică alternativă simetrică 
е(0) = — e(t + 7/2), determinarea soluției se va efectua numai pe inter- 
valul unei jumătăți de perioadă 0 < ż < T/2. Se va utiliza metoda inte- 
grării ecuațiilor de circuit (metoda regimului tranzitoriu compatibil cu cel 
periodic (v. Breviar), cu adaptarea cerută de periodicitatea e(t) = e(t + T) = 
= — e(t + Т2). Regimul periodic al tensiunii u,(f se obține din conti- 
nuarea periodică a functiunii de timp definită în 0 < 7 — T/2, soluție a ecua- 
fiei (9) cu condiţia: 


w(0 —) = —u(T/2 —) (10) 
În intervalul 0 < / < 7/2 funcțiunea wi(/) este discontinuă la ? = 0, avind 


saltul u,(0 +) —u,(0—) = 2 Ea. Derivatele în (9) sînt considerate atunci în 
sens generalizat, această ecuație putînd fi rescrisă sub forma: 


С, е = 2CE (i) + 2, 0<1< T[2 (11) 


O ecuaţie diferențială de ordinul unu y' + ay = f(t) are însă soluția: 


у) = е-“[у0—)+ | ent(z) aj] (12) 
Prin inspectie 
a- cr f) =2 z Е,3(0) 4 а (13) 
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Efectuînd integrala de convolutie în (11) cu f(£) si a dat de (12), rezultă: 


2RC — В,С; 
RC 


йд = е-®®[(0 —) + E, TES, (м) 
în care 4,(0—) determinat prin condiția (9) 
e dat de: 

= = = pe Bo 286-80. 

*«(0—) e =, 
усу — RC 2 
ВуСр — de TR ] (15) 

Înlocuind (14) cu (13) se obţine expresia 7 
finală a tensiunii la ieșirea atenuatorului: Fig. 3.18 c 


2. 


udh _ Re (у BaCe—RC 207! Fs» 
E, , R+R W RpCp 14e TRC», 


Graficul mărimii de ieşire- w(t), pentru diferite valori ale raportului 
R,C,[RC este reprezentat in figura 3.18, c. Funcțiunea de timp este dis- 
continuă, avind la 7 = 0 si # = T/2 salturi de valoare 


(0+) — (0—) = а2Е,02 — R,C,/RC) 


Se spune că circuitul este capabil de salt deoarece în acest caz, tensiunea 
de ieșire u,(/) care este şi tensiunea la bornele condensatorului C, este funcțiune 
discontinuă de timp. Se observă că circuitul considerat are o buclă formată 
numai din cele două condensatoare și tensiunea de intrare. Se poate com- 
pleta, mentionind că în circuitele electrice în care există ochiuri formate 
din laturi în care se află: numai ‘condensatoare și generatoare de tensiune, 
funcțiunile de timp care descriu căderile de tensiune la bornele condensatoa- 
relor sînt, în general, discontinue. 


Problema: nr. 3.19. Pentru neteziréa formei de undá a tensiunii redresate in 
circuitul ;de redresare monofazată cu punte de diode si sarcină rezistivá se 


utilizează un filtru LC cu bobina de inductivitate L conectată în serie și 
respectiv condensatorul de capacitate C conectat în paralel cu sarcina rezis- 


e ч : 
{ [ 


Fig. 3.19 


tivă R. Sá se determine variația în timp а tensiunii la bornele sarcinii rezis- 
tive R, dacă tensiunea aplicată la bornele circuitului se consideră de forma 
e(t) = E, |sin оі | 
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Solufie : 

Se va utiliza metoda integrării ecuațiilor circuitului (v. Breviar). Alegînd 
ca variabile independente tensiunea u(/) la bornele grupului paralel RC si 
curentul i(/) prin bobina L, ecuaţiile circuitului se scriu: 


= +» 
д ‚1 
ect gh 


unde 
e= Esin оѓ, pentru 0 c: <T = пе 
Aceste ecuații se integrează în condițiile de continuitate și periodicitate 
i(0) = (7) si u(0) = u(T) 


Tensiunea u(/, cerută prin enunțul problemei, satisface ecuația diferen- 
țială de ordinul doi: 
du , L du : 
LC ug o = E, sin ot, pentru 0<4< T, 


$i condiţiile de continuitate - periodicitate: 


40) = wn; (0), (2). 


Soluţia acestei ecuații neomogene se scrie sub forma: 
u(t) = u(t) + ult), 
unde u,(/) este soluția generală a ecuației omogene, cu expresia: 
u(t) = Ao, e** + Ac ea 


în care a, si а, sint rădăcinile, considerate distincte, ale ecuației caracteristice 
asociate ecuaţiei diferenţiale: 7? + 2ar + «3 = 0, cu expresiile; 
у=! 1 1 


= 44 a? rum " Sa 
аа=—а+[#—ф а=; ejl 


iar u(t) este soluția particulară a ecuaţiei neomogene, sinusoidal variabilă 
în timp, de forma 


u(t) = Е.Н(о) sin [et — $(«)] 


cu H(w) si ф(®) obţinute prin înlocuire si identificare, <u expresii finale de 
forma: 


н) E) СА et E 
(jo + 2ajo + e Voi + Заа? Vial + ә?) (02 4 а?) 
2ао 
ф(®) = arctg Fran 
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Pentru simplificarea operațiilor de determinare a constantelor 45, și A oa, 
acestea se pot considera de forma: 


= Еа, д А,Ењ 
о р даті «= e 


cunoscînd cá іп regim periodic араг în soluții funcțiuni de forma e*%='/ 
ТО — eT), m = 1,2. 
În consecință, expresia tensiunii u(/) la bornele sarcinii are expresia : 


ТО e Cad 


Em 


" 
xr As 


Н sin(ot — ф) + 4, 
1 


, 
1— 697 
dependentă de constantele A, și А, ce se vor determina cu ajutorul celor 
două condiţii de periodicitate, pentru ц(?) și pentru du/d. Se obţine sistemul 
de ecuații algebrice: 
A+ A, = Hsin(oT — 9) + Hsin = 2 H зіп ф 

234, + ®4, = eH cos(oT — ф) — eH cos y = — 2 eH cos ф, 

ultimele egalitáti fiind valabile deoarece oT = т. Observînd că: 


1 rur 
H sin Sot Н cos y = — ib — ab) _ 
Vad Fa! dni EI ET 


sistemul de ecuaţii pentru constantele A, si 4, devine: 


4; dg e ИНЕ o. тшп 
1+4: “rodii tot) 


abd — ot 


A A= — 200 —— a 
dat ala OOI FF ei F 0) 


Soluțiile acestui sistem sînt: 


A 200$ afat — о? — ао +) ot 1 
17 = 20 
аро. (af + i?) (od + ut) a — a af +o? 
ч 2оо} «hd — w? — a (x, + аз) oj 1 
2—— = 20 
оз a (а + ot) (ed +) а — а af +o 


Variația în timp a tensiunii u(/) la bornele sarcinii are atunci expresia 
finală: 


ud оё Ф: 2ао 
Em Паана in 197 — arc ыта) 
$ eod 1 d „з e , 
Маф |а ат еч афа? рет 


valabilă pentru intervalul 0 << 2< T. Pentru і > Т soluţia se obţine prin 
continuare periodică: u(/) = u(? — Т), i putînd avea orice valoare. 
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Problema nr. 3.20. Puntea Hay modificată, reprezentată în figura 3.20, a, 
poate fi utilizată pentru măsurarea pierderilor totale de putere în tole fero- 
magnetice în regim nesinusoidal. Tolele de probă sînt introduse în aparatul 


Epstain, a cărui infásurare primară este conectată într-un braț al punţii. 
Circuitul echivalent al aparatului Epstein este format din rezistența de c.c. 
a înfășurării primare Rw în serie cu grupul paralel format din rezistența №, 
de pierderi a tolelor și reactanfa inductivă X,. Schema echivalentă, de calcul 
a acestor punți este reprezentată în figura 3.20, b. Să se determine condi- 
fille de echilibrare a punţii. În diagonala de măsură este folosit un indicator 
de nul. 
Solufie : 

Puntea fiind alimentată de la o tensiune de formă nesinusoidală (de exemplu 
o tensiune alternativă simetrică cu alternanfe dreptunghiulare), condițiile 
de echilibrare trebuie să rezulte independente de frecvență. Determinarea 
condiţiilor de echilibrare se poate efectua considerind puntea alimentată în 
regim permanent sinusoidal, sub o tensiune de frecvență oarecare. Atunci 

ZZ, = ZZ, sau Z,Z, Y, = Za: 
înlocuind, se obține: Ы i а, 
RR, ( З, 390 ) = в„+ Balota 
Ry 1-cjeCR, Ra joLa 
Observind cá la echilibrul punţii în c.c. se îndeplinește condiția: 
RR. = К.В, (1) 

rezultă pentru echilibrarea їп с.а. relația: 


RR, = (R e - 


јәс) Ra + joLa 
din care, prin separarea părţii reale si imaginare, se obține: 
RR, = RR = ze (Ш) 
b 


Condițiile de echilibrare nu depind de frecvența tensiunii de alimentare. 
În ronchi ponti poate fi alimentată la o tensiune nesinusoidală. Se 
efectuează o echilibrare în c.c. cu ajutorul rezistorului variabil Rẹ, pînă la 
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satisfacerea condiției A,R, = R,R, (de observat cá R, e cunoscut fiind re- 
zistenfa de c.c. a înfășurării primare a aparatului Epstein si prin urmare Rẹ 
poate fi calculat din relatia de echilibrare). Se efectueazá apoi echilibrarea 
în regim periodic, prin reglări succesive, cu ajutorul 
rezistorului variabil R, și a condensatorului variabil C,. 

Rezistența totală de pierderi în tolă rezultă atunci, 


В.В. 
Re m 

Condiţia de echilibrare (II) demonstrează cá schema 
echivalentă a punţii Hay modificate, pentru regimul 
periodic (echilibrarea în curent continuu fiind efec- 
tuată), este cea reprezentată în figura 3.20, c. 

Schema de măsură din figura 3.20, a permite mă- Fig. 3.20, c 
urarea comparativă a pierderilor de putere totale în 
tole cu ajutorul punţii și cu ajutorul wattmetrului. Bobina de curent a watt- 
metrului este menținută permanent în circuit. Pentru măsurarea cu watt- 
metrul se închide intreruptorul K. Modificarea sensibilităţii wattmetrului se 
obține cu ajutorul rezistorului reglabil R, cu valoare mare față de reactanfa 
inductivă a bobinei de tensiune a  wattmetrului. Două voltmetre, unul 
pentru valoarea medie, altul pentru valoarea efectivă, conectate în infá- 
Șurarea secundară a aparatului Epstein, permit fixarea valorii de virf а 
inducției în tole și respectiv indică distorsiunea tensiunii în secundar. 

Prin echilibrarea în curent continuu se compensează rezistența înfășurării 
primare a aparatului Epstein, rezistența bobinei de curent a wattmetrului 
Si rezistența conductoarelor de legătură. 


Problema nr. 3.21. Circuitul serie R-L e alimentat de la un generator de t.e.m., 
и, = Us + Шу sin o (fig. 3.21). Curentul prin circuit si căderile de tensiune la 
bornele rezistorului si bobinei sint másurate cu aparate de tip magnetoelectric si 
apoi de tip electromagnetic. Sá se determine indicaţiile aparatelor in cele 
două cazuri și să se specifice dacă aceste indicaţii sînt suficiente pentru calculul 
puterii active. 

Aplicație numerică: R = 3 Q; oL = 4 Q; 


U, — 18V; U, = 40 V. 


Solujie : 
Deoarece intensitatea curentului prin circuit are expresia: 


“Ин, И.Д 
= et — Ф), 
t È + 7 sin (i 9) 


unde 
7 = |к* + (01) = 50; @) 


Ф = arctg s = 5%, 


Fig. 3.21 
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rezultă pentru căderile de tensiune, soluțiile: 
ug Ri 0,4 Шуып (ot — 9) 


„== USE cos (ut — 9) 


Numeric : 


i = 6 + 8sin (ot — 53°) 
tip = 18 + 24 sin (o£ — 53°) 
1, = 32 cos (ot — 53°) = 32sin (ai + 47°) 
Valorile medii indicate de aparatele magnetoelectrice si valorile efective 
indicate de aparatele electromagnetice se scriu fără dificultate. Se obține: 
Io = 64; Ugo = 18V; О, = 0 


1 = [вг + (8/2) = 825A 


Up = RI = 24/5V; О, =т= 221 V 


Puterea activă este dată de una din următoarele expresii: 
P = RI? = 3-68 = 204W 
sau 3^ 
P-UM, +501 cos ф = 6,18 + 1.40-8cos38= 


= 108 + 96 = 204W 
P E DUM 


o 
Ultimele остан arată cá pentru măsurarea puterii active sînt suficiente 
măsurările de curent cu ampermetrul magnetoelectric și electromagnetic și 
măsurarea tensiunii la bornele rezistorului cu voltmetrul magnetoelectric, 
sau numai măsurările de curent și tensiune la bornele rezistorului cu aparatele 
electromagnetice. 


Problema nr. 3.22. Măsurarea inductivitáfii și a capacităţii cu ajutorul me- 
todei industriale a ampermetrului și a voltmetrului este însoțită de o eroare 
sistematică atunci cînd tensiunea de alimentare este nesinusoidală. Presu- 
punind că aparatele sînt de tip electrodinamic (sau electromagnetic), cá 
ampermetrele au rezistența nulă și voltmetrele rezistența infinită, să se de- 
termine eroarea introdusă de prezența a două armonice superioare de ten- 
siune precum și valoarea reală a inductivităţii, respectiv a capacităţii. 
Aplicație numerică : 


U, = 2007; О, = 50V; О, = 20У; 1, = 100mH; C, — 4 pF. 
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Soluţie : 

a. Măsurarea inductivitàjii. 

Deoarece 

u = 02 sin et + Uj/2sin 3e£ + О,ү2 sin Sat, rezultă pentru curen- 
tul prin bobină, expresia: 


i= RE sin [ot — 2) 82: VZ sin pe- 3) Ti VZ sin (Set — i) 


Valorile efective ale acestor două mărimi, indicate de aparatele electro- 
dinamice sînt: 
U = YU ШЕ =U, 
I = 2-10 F UHS F 005 = 


Valoarea măsurată a inductivității fiind dată de 
Yati L VOIT Ut 4 Ui 
© Im ҮШ 13+ Д5 uj 


rezultă pentru valoarea reală, expresia: 


1 1 
y U} + U+ Ui 


Eroarea este dată de: 


ЯЕ 8 b-z)a+h-za tarias 
++ 


Numeric: L = 97 mH; є, = 3,1%. 
b. Măsurarea capacității. 
Pentru aceeași expresie a tensiunii aplicate, se obţin în mod similar urmă- 

toarele relații: 


i= aCU, VZ sin (o +) + 3aCU;| Z sin (at te 


ON = 
+ 5aCU, VZ sin c +2) 
1= oC |U} F 3U; F 5U = In; U =V F F U= Un 


ES ciroza, 
о Um Ub Ub Ul 
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În consecinţă, valoarea reală a capacității si eroarea introdusă au expre- 


siile: 
С=с Ui U$-- Ui ^ 
| U} + 3203 + UI 
РЕ Ca—C zaanza 
c U} + U} + U? 


Numeric: C =3 uF; = 33,3%. 

Eroarea sistematică la măsurarea їп regim nesinusoidal a inductivitátii 
a rezultat mult mai mică decît cea corespunzătoare măsurării capacității, 
deoarece bobina netezeste forma de undă reducínd conținutul de armonice 
superioare din expresia curentului. 

Rezultatele se pot generaliza fără dificultate pentru o tensiune periodică 
oarecare. Se obțin relațiile: 


È vya 
Kal i 


$ c -»uye 
=? 


GJ- ; detto , 
Pu ue X uye 
kal kel 
$u $ 0-00 
jor. £4 
^ PEZ У Ui 
kal А-1 


Proprietatea «> є, are un caracter general, așa cum se poate observa 
prin analiza ultimelor două relaţii. 


Problema nr. 3.23. Un receptor inductiv avînd rezistența R si inductivitatea L 
este alimentat sub o tensiune la borne sinusoidală avînd valoarea efectivă U, 
$i pulsatia о. În aceste condiții consumul de putere reactivă este compensat 
prin conectarea la bornele receptorului a unui condensator avînd capacitatea C. 

se calculeze puterile în regim nesinusoidal, atunci cînd receptorul complet, 
în care este inclus și condensatorul C, funcționează sub tensiunea la borne: 


uy = U, VZ sin ot + 0,1 U, VZ sin Зо. 
Aplicație numerică: R = 100 О; wL=25 Q; О, = 1000 V 
Solujie : 
Compensarea puterii reactive a receptorului inductiv, pentru frecvența 
fundamentală, are loc atunci cînd admitanta echivalentă a receptorului 


complet este pur rezistivă. Prin urmare, din condiția ca partea imaginară a 
admitantei complexe a receptorului complet să fie nulă: 


ees 


rezultă valoarea capacităţii C: 
СЫ 907 = а ie 2 5; 
Е? + (oL? 100 + 252 425`' о 
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Cu această din urmă valoare, admitantele echivalente complexe pentru 
fundamentală și armonica a treia sînt date de: 


1 R 100 Hd 
В + јә В? + (ог) 1002 + 252 425 


Y, = joC 4 


1 R fd oL 1 i 
+ 33 (ec -—— 
R-cjeL К+ (Sol R? + (312) 156,5 ' 4425 


Prima armonicá de curent are reprezentarea in complex: 


I, = ШУ, = 1000-1 = 9,425 A, 
425 


Y, = j3eC + 


fiind în fază cu armonica de tensiune. 
Reprezentarea în complex simplificat a armonicei a treia de curent este: 


—04U. \ 1 ае : 
1» = 04 UY, = 0,1 поо) 0,64 + 0,226} 


Valoarea efectivă а acestui curent este: 
I, = 0,642 + 0,2262 = 0,678 A 
Defazajul lui în urma armonicei a treia a tensiunii la borne 


Фа = — arc cos = — arc cos 0,914 


este negativ. În consecință, acest curent este defazat înaintea tensiunii care-l 
produce. 


Pentru a distinge puterile în cele două regimuri, se notează cu indicele 
subscript s, mărimile care corespund regimului nesinusoidal. Cu această 
к regim sinusoidal, 

puterea aparentă este: 

5 = О, = 1 000: 9,425 = 9,425 VA; 
puterea activă este: 
Р = Оу, cos o = 0,1, = 9 425 W; 
puterea reactivă este: 
Q = О, sin ọ = 0; 
— În regim periodic nesinusoidal, 

puterea aparentă este: 

5, = UI = ү0 400,101). V} F 1; = 1005: 9,45 = 9 500 VA; 
puterea activă este: 
P, = U,I, cos p, + 0,1 0,7, cos ф = 9 425 + 100. 0,678 - 0,944 = 9 489 W 
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puterea reactivă este: 
Qa = UI sin 9, + 0,1 UI, sin 9, = 0,1 О, sin ф = 
= — 100- 0,678 · 0,33 = — 48,7 VAR; 
puterea fictivá este: 
0, = UI sin ф, = — 1 005- 9,45 - 0,059 = — 561 VAR; 
puterea deformantă este: 


D = VQ — Qi = V561? — 48,7: = 549 VAD 
Factorul de putere al circuitului este: 
а #449, 
cos p, = ZE = 2200. = 0,0098 


$i se consideră capacitiv deoarece puterea reactivă este negativă. 

Din compararea celor două regimuri de funcționare rezultă că realizarea 
compensării consumului de putere reactivă în regim sinusoidal nu o asigură 
pe aceea de regim nesinusoidal. 

Dacă R, e rezistența liniei de alimentare, pierderile Joule pentru cele două 
regimuri se pot pune sub forma: 


5% Ri 
P, = R} = Rp 
І p1 Uu Ut 


Pra = RD = Ru A (Pe + (# +. D?) 


Creşterea relativă a pierderilor în regim nesinusoidal este: 


Pia Pr 100 = В 100 = 100 = [к=] 100 = 0,518 % 
Р; n n 9,42 


faţă de creșterea relativă a puterii active care este: 


„— Р 


Р, 100 = 9519 — 9 425 
P 


> D 
sus 100 = 0,68 % 

Problema nr. 3.24. Analiza armonică a unei tensiuni nesinusoidale poate fi 
efectuată cu ajutorul unui osciloscop electronic, dacă în serie cu intrarea sa 
se conectează un circuit rezonant serie, avînd inductivitatea L și capaci- 
tatea C. Dacă se notează cu R rezistența totală a bobinei si a intrării oscilo- 
scopului, atunci în circuitul R-L-C serie astfel format (v. fig. 3.24) se pot 
obține succesiv rezonanțe pe diferite armonice prin varierea inductivității 
circuitului bobinei. Dacă tensiunea analizată confine numai fundamentala 
şi armonica a treia, să se determine valorile inducti- 
vitátii necesare pentru obținerea celor două rezonanțe 
şi să se traseze curbele oscilografiate de variaţie în 
timp ale curentului prin circuit. Aplicație numerică : 
u = 300 sin ої + 222 sin Зої; f = 50Hz; C —20,3 pF; 
R=150 Q. 
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Soluţie : 
Condiţia de rezonanță a unui circuit serie R—L—C pentru armonica de 
ordin k este: 


LC(ko)? = 1 


În consecință, pentru separarea fundamentalei, А = 1, valoarea necesară 
а inductivitátii este: 


1 1 


= 1-= 1 
[^ 3142 + 20,3 - 106 


= 0,5 Н, 


iar pentru separarea armonicei de ordinul trei se obține: 


i. Jp 08 
С 908 
Cu aceste valori, impedanta Z, a circuitului serie pentru tundamentala şi 
impedanfa Z, pentru armonica de ordinul trei au următoarele expresii: 
— la separarea fundamentalei: 


Z = К = 150 
а= Riu а) Resin Le) 15% + 


+ j 942(0,5 — 0,055) = 150 + j 418 = 444 ei" 


— la separarea armonicei de ordinul trei: 


Р 1) А 1 
Z - Ri (or, sc) =R + je (s i = 150 + 
+ j 314 (0,055 — 0,5) = 150 — j 139 = 202,4 e-.* 
Z, =R = 150 


În consecință, expresiile instantanee ale curentului prin circuit la cele 
două rezonanțe, sînt date de: 

i = 2 sin ot + 0,5 sin (397 — 69), pentru rezonanța pe fundamentală si 

î = 1,47 sin (ot + 43°) + 1,48 sin Зоѓ, pentru rezonanța pe armonica trei. 

Tensiunea la borne considerată este funcțiunea alternativă simetrică de 
timp (deoarece are numai componente armonice de ordin impar). Curenfii 
rezultanti sînt de asemenea funcțiuni alternative simetrice. O astfel de ten- 
siune este caracteristică alternatoarelor obișnuite. 

Metoda de analiză armonică cu ajutorul osciloscopului prezentată în această 
problemă nu este unica metodă utilizabilă 


Problema nr. 3.25. Un circuit serie R-L avînd rezistența R = 8 О si reac- 
tanfa X = oL = 6 О este alimentat sub tensiunea sinusoidală la borne 


u = 220/2 sin оѓ. Dacă bobina circuitului, presupusă fără fier, se înlocu- 
ieste cu o bobină cu fier, în așa fel încît rezistența circuitului serie să rămînă 
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aceeași, se constată că circuitul este străbătut de un curent electric nesinu- 
soidal de forma: 


i= о}? sin (ot — е) + 551 VZ sin (fat — ey), 
k=2 


Pentru cele două situații, să se determine: a) valoarea efectivă a curentului 
absorbit; 2) puterea aparentă, puterea activă, reactivă și deformantá; c) 
factorul de putere, 


Valoarea efectivă а curentului pentru prima situaţie este: 
I = ШЕ + (oL)? = 220/ү8° + 62 = 22 A 


Pentru a doua situaţie, care corespunde unui regim permanent nesinusoidal, 
se cunoaşte valoarea efectivă a primei armonice și reziduul deformant: 


Тш (E ny — 9A 


k=? 


În consecință, valoarea efectivă a curentului este: 


1=VEFB= 20 F 9 = 22A 


(aceeași cu cea corespunzătoare primei situații, de regim permanent sinu- 


soidal). 
Puterile aparente S — UI = 220.22 = 4840 VA sint atunci aceleași 


pentru cele două regimuri. Deoarece rezistența circuitului se menţine aceeași 
pentru cele două situaţii, puterile active au aceeași valoare: P = RI? = 
= 8.222 = 3 872 W, iar factorul de putere nu-și schimbă valoarea. 

Luînd în considerare aceste caracteristici, cele două regimuri, cel perma- 
nent sinusoidal, corespunzător primei situaţii și cel permanent nesinusoidal, 
corespunzător celei de a doua situații, apar identice. Este evident totuși că, 
dacă în prima situație factorul de putere poate ajunge unitar prin montarea 
unei baterii de condensatoare (de reactantá X, = — 6 О), în cea de a doua 
situaţie factorul de putere nu poate fi complet compensat, deoarece puterea 
deformantă 


D = UI, = 220-9 = 1980VAD 


este nenulă. 
Puterile reactive sînt: 


Q = UI sin o = 2904 VAR 


și respectiv: 
0 = (S? — (P? + Ру)? = 2 120 VAR. 
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Problema nr. 3.26. La bornele unui circuit serie R-L-C se aplică o tensiune 
nesinusoidală de forma и = 10 + 100 sin (оѓ — z/2) + 10 sin (3e£ + x/4)- 
Se cunosc: R — 8 Q; oL — 3 О; ЦС = 9 Q. Sá se determine expresiile 
curentului prin circuit, a tensiunii la bornele bobinei și factorul de putere. 


Solutie : 

Curentul care străbate circuitul serie nu are componentă continuă, datorită 
condensatorului, care în regim staționar reprezintă o întrerupere de circuit. 
În consecință, sînt necesare expresiile armonicelor unu și trei de curent. 
Deoarece impedanfele pe armonice au expresiile: 

— 159*08/n:180 


ж Rxi(on-—)-s—-5 10е 


= ј "eg 4 M^ im 1 89*08/:]80 
2= 8+1 [ы xx] 84-6j— 10e 


valoarea instantanee a curentului prin circuit este: 
i = 10 sin (ut — 36752") + sin (3 — 8*08") 
Căderea de tensiune la bornele bobinei se obține direct, prin derivare, 
$i este: 
wat = 30 sin (cot + 53°08') + 9 sin (3w + 81°52') 
Factorul de putere este: 
k = PJS г 0,8. 


Problema nr. 3.27. Un circuit electric avînd două laturi conectate în paralel 
(fig. 3.27) este alimentat sub tensiunea la borne nesinusoidală и = 80 sin ct + 
+ 60 sin 3ш; f = 50Hz. Dacă r= 20, L = 20/n mH, С = 5/т mF, să se 
determine valorile instantanee ale curenților prin circuit și să se calculeze 
puterea aparentă, activă și reactivă. 

Solujie : 
Deoarece impedanfele pe armonice ale laturii capacitive au expresiile: 


Za =r +- 2—2j = 2,82 e- Merei 
joc 


=r + =2—Żj= 2,11 есіп 


Z 
jos јзәс 3 


curentul prin această ramură are valoarea instantanee: 
100) = 28,3 sin (e£ + 45°) + 28,4 sin (3e + 18726"). 


Similar, curentul prin latura inductivă are rag 
expresia : ut) 
i. A o] 
1,00) = 28,3 sin (ot — 45°) + И Gf) 
+ 9,5 sin (3e£ — 71*30"), Fig. 3.27 
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deoarece impedanţele pe armonice sînt: 
а= + joL = 2 + 2] = 2829497 
Жа =r +j3oL =2+ 6] = 6,33 ewm» 


Pentru determinarea curentului total se calculează pentru început impe- 
danţele echivalente ale circuitului paralel pentru cele două armonice: 


Za 2 £T 
Z= 2826 =2; Z= 2295 2 
= Za+ Za ^7 Zat Zi 


În consecință, circuitul paralel fiind pur rezistiv, pentru ambele armonice, 
rezultă: 


i = 40 sin ot + 30 sin 3o 
Circuitul paralel үт puterea aparentă 
S= 0, PAL yz 30% + 30% = 2 500 VA 
Puterile activă si reactivă absorbite de circuit fiind suma puterilor pe armo- 
nice, au expresiile: 
Р = 0,1, cos 94 + Usla cos Фф; = 2:80:40 ++ 60.30 =250W 


Q = U,, sin 9, + Usl; sin Ф = 0. 

Puterea reactivă este nulă, deoarece circuitul paralel se comportă pur re- 
zistiv, 

Problema nr. 3.28. Se consideră circuitul din figura 3.28. Tensiunea de la 
intrare, nesinusoidalá, confine armonica a cincea în propor! е de 50%. Dacă 
U, = 1414 V; R, = R, = oL, = 10C, = 10 Q;R, = 20 Q; Џос, = 30 0, 
să se determine valoarea instantanee a curentului si puterile absorbite. 


Solujie : 

Impedanfele echivalente ale circuitului pesrea fundamentală si armonica 
de ordinul cinci fiind Z, = 20 și respectiv, Z, — 17 4- 43j se obține pentru 
curent valoarea instantanee: 


# = 10 sin cot + 2,16 sin (Scot — 68730") 
Deoarece valorile efective ale tensiunii și curentului sînt în ordine, 
U = ү141,4° F 70,7? = 158 V; I = V(102 + 2,162)/2 = 7,24 A, 


rezultă pentru coeficienții de distorsiune valorile: 
yi58 — 141, — 0,45: 


Ld 158 
yz2s — 202 — 
Без л С 


296 


Circuitul are astfel proprietatea că netezește curba curentului. 
Puterile absorbite de circuit sînt: 


S = UI = 158- 7,24 — 1144 VA, 


P = P, + P; = 1414-707 + 70,7- Um cos 68*30' = 1040 W. 
2416 


Q = Q1 + Qs = — 707 7. sin 68°30' = — 1000 VAR. 

Problema nr. 3.29. Un filtru electric constituit din două inductivitáti 
Lu, La și o capacitate C = 20,3uF trebuie astfel dimensionat încît aplicind 
la bornele de intrare 7 — 7' tensiunea t= 100 sin c + 5 sin 3e£ (V), 
tensiunea la bornele rezistenței de sarcină R, să fie из = 5 sin Зоѓ (V). 

Dacă R, = 5 Q; f = 50Hz, să se calculeze puterea disipată în cazul de mai 
sus în rezistența Ry. 


Solufie : 
Întrucît tensiunea 4, nu confine componenta fundamentală, nici curentul 


$ nu o va confine si deci impedanţa filtrului pentru prima armonică trebuie 
să fie infinită: 


1 
jol —— 
јесу 


Zi = јә, + = оо 


: 1 
јә + — 
jol, 


Rezultă atunci pentru inductivitatea L, valoarea: 


Se observă că armonica de ordinul al treilea trece neschimbată prin circuit 
și deci impedanfa filtrului pentru această armonică trebuie să fie nulă: 


3iuL, — 1з guit t, Le 
ў " јәс _ Ci №4 
Za = jSoL, 4 jo ^ 0 
SjoL, + —— 3joL, + —— 
* T 3jeC, 1 ЗС, 


Se obține ecuația: La(9w?L, — 1/C;) = L,[C,, de unde: 


AE e 0,5 
2 Q9eMQC—1 ^ 9-1052-05.203.10* — 1 


= К L 
La = 62,5 mH. tL i 
uz 


Curentul prin circuit este evident 4 = sin Зоѓ, |“ 
iar puterea activă absorbită de sarcină este о! 
Р, = К, = 2,5 №. . Fig. 3.29 
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= 0,0625 H; 


Problema nr. 3.30. Se consideră filtrul electric din figura 3.30, la intrarea 
căruia se aplică o tensiune nesinusoidală care confine armonica a cincea. 
Să se calculeze capacităţile C, şi C,, astfel încît tensiunea и, de la ieșirea 

filtrului să fie sinusoidală, iar armonica funda- 


Bn © 2 mentală să nu fie atenuată. 
id y | „ Se dau: L= 0,2 H; f = 50 Hz. 
3 
r ^ = Solufie : 
Fig. 3.30 Impedanța prezentată de filtru pentru fun- 


damentală trebuie să fie nulă: 
1 


=} 


jaC, 


а-а-а 0 
crc 
јәс: 
Deci, 
-— jeL/(1 — e*C2L) — јәс, = 0 
În consecință, 
— etc,L 
mr E 


Impedanfa corespunzătoare armonicei a cincea trebuie să fie infinită: 


5.1 
Z e Ga ук na că 
5jac, 


1 
5jaL 4-— — 
joi T 


de unde rezultă condiția: 
i 1 dM 2 
SL. 2740; 12—25o*LC,. 


Prin urmare, 


е Ее ТЕ ЖЕГЕ. 
25а. 25-10%. 72.02 


m 


с, = %=#©®® _ 1-10. s. 2. 10.02 
2 wL 106. 72 .0,2 


= 0,48 pF 


Problema nr. 3.31. Un wattmetru electrodinamic, 
etalonat pentru frecventa fundamentalei de 50 Hz 
este utilizat pentru măsurarea puterii active con- 
sumate de un receptor inductiv avînd rezistența R și 
inductivitatea L (v. fig. 3.31). Să se determine in- 
dicatia wattmetrului dacă tensiunea la borne con- 
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fine și armonica trei de tensiune. Se neglijează rezistența bobinei de curent 
a wattmetrului. 

Aplicație numerică: U, = 100 V; О, = 20 V; = 0; 50Hz; 
R=10 Q; L= 30 mH. i "TET 


Soluţie : 
Valorile efective ale celor două armonice de curent sînt: 
LA 100 M. 
Les yr + (@®# i0 X 3148-003. TRSA 
E NET 20 0,67А, 


ҮК Go: — Үїбї $308. 008 


în timp ce defazajele lor față de armonicele de tensiune de aceeași frecvență 
se obțin din: 


R 10 
= 728 
COS Фу = iai Vio 314 - 0,03: 0, 
cos Ф = мє CY Tes o 0,333, 


astfel încît puterea activă absorbită este: 
Р = О, cos ф, + Usl cos ps = 7,28 - 100 - 0,728 + 
+ 0,67 · 20. 0,333 = 530,45W 


Indicaţia aparatului este egală cu valoarea medie a produsului dintre 
tensiunea la bornele bobinei lui de tensiune și curentul prin bobina decurent 
(cu condiția ca echipajul mobil al aparatului să aibă o frecvență proprie 
mai mică decit dubia frecvenței tensiunii si curentului). Puterea indicată 
de aparat este deci chiar puterea activă a consumatorului. 


3.5. CIRCUITE LINEARE ÎN REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL. 
PROBLEME PROPUSE 


Problema 'nr. 3.32. Circuitul R-L din figura 3.32, a este străbătut de curen- 
tul periodic reprezentat în figura 3.32, b. Să se determine căderea de ten- 
siune de la bornele circuitului, 


Problema nr. 3.33. Un circuit R-C este alimentat sub tensiunea la borne 
periodică alternativă simetrică, avînd alternanfele de forma unor impulsii 
dreptunghiulare de amplitudine E, si durata Tẹ. Să se determine tensiunea 
la bornele condensatorului a) prin integrarea ecuațiilor circuitului și b) 


Fig. 3.33 


prin suprapunerea tensiunilor la bornele condensatorului produse de tensiunile 
periodice pulsatorii cu impulsii dreptunghiulare pozitive și negative în care 
se poate descompune tensiunea aplicată la borne (fig. 3.33). 


Răspuns: 


uc(f) = — u,(t — 7]2), pentru 7/2 2 < T 


Problema nr. 3.34. Un circuit serie R-C este alimentat sub tensiunea 
la borne dreptunghiulară alternativă simetrică. Să se determine tensiunea 
la bornele condensatorului а) prin metoda descompunerii spectrale; 5) 
prin metoda integrării ecuațiilor circuitului (fig. 3.34). 


Răspuns : 
-ai 
da E A FIA 
ucl) _ эже-е" 
D 2-60-10), NS 
cap ÁN i TRIST: a ag 


A uy (t) 


bs d) : 
ый uc(t) m Uo T 


2 
Fig. 3.34 


Problema nr. 3.35. Sá se studieze circuitul serie R-C alimentat sub tensiunea 
la borne periodicá pulsatorie cu impulsii de formá triunghiulará. Sá se determine 
iensiunea la bornele condensatorului, intensitatea curentului prin circuit 
și să se efectueze bilanțul de puteri (fig. 3.35). 
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ift 
lees 
Ráspuns 
at — 1, 1 — (1 — aTe) exp (— (aT — T9) exp(—aT) , 0ci«cT 
ue) _] а 1— exp (— aT) —N SIST 
Us 1mp) eT, Toce T; a= 
1 — exp (— aT) ат, ыш И ЕС 


Problema пг. 3.36. Tensiunea aplicată la bornele unui circuit serie R-L este 
periodică pulsatorie cu impulsii de formă triunghiulară. Să se determine 
intensitatea curentului prin circuit. 


R upit) 
LAE 
el D ET T 
Fig. 3.36, a, b 
Răspuns: 
1—2ехр(— а(Т— T9) + exp (— a(T — 273) exp (— al) | at—1. 
1 — exp (— aT) aT, aT, 
0</<Т, 
— 2— exp (— aTe) — exp [— a (T — To] ехр[— alt — Та] _ at — 27а) —1 
40 _ 1— exp (— aT) aT, aT, Ы 
1, TUS IN 
1—2exp(— aTe) + exp (—2aT,) exp (— alt — 27,)) , Я 
1 — exp (— aT) aT, ; Tat KT; 


Problema nr. 3.37. Un circuit serie R — L este alimentat la borne cu o 
tensiune periodică pulsatorie cu impulsii de formă sinusoidală U, sin (wot + y), 
de durată T,. Sá se determine intensitatea curentului absorbit de circuit. 


в 
e—Ài Vb зто) 
L € gt 

Ss т 


Fig. 3.37 
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Răspuns: 
—aT-ny 


cos o [sin (9 — y) — sin (e — Y — eT) e е9 + sin (ot + 
1— esf 
in. ;0<<Т 
m tr-9:0&!& T, 
ат, 


cos e [sin (y — y) e 
1—e7 


= sin (p — y — eT] е-*0-79; Т„<<Т 


aT 


R oL о, 
=Ж®; eb. puts 
Чы EST ETE 


n Problema 3.38. Circuitul de redresare monofazat, conexi- 

i£ unea cu un tiristor, produce o tensiune, la bornele unui 

| ue 3, Тесерќог inductiv avînd rezistența R si inductivitatea L, de 
y forma celei din figura 3.37, undeunghiul de conductie oT, 
ветр) Se determină din condiția de anulare a curentului prin circuit 


ri (cînd are loc ieşirea din conducție a tiristorului). Să se deter- 
ig. 3.38 - e s Arr аата 
mine unghiul de conductie si expresia curentului prin circuit. 


Răspuns : Condiţia este: 


sin (y — 9) = sin (oT, + y — g)es«tt; tg o = E 


Problema nr. 3.39. Circuitul monofazat in conexiunea cu douá redresoare 
comandate permite controlul pue furnisate unui receptor inductiv avind 
rezistența К și inductivitatea L. Să se determine expresia intensității curen- 
tului prin circuit, dacă fiecare redresor comandat conduce numai impulsii 


de curent pozitive, 


Drm 


Fig. 3.39 
Răspuns: 
Ea [sin (wt + y — 9) — sin (y — 9) e-e]; 0 < ot « 6, 


0; < о < т, 


i) = 
Жа [sin (o£ +y — 9) + sin (y — 9) eese]; к< o£ к 0, 


0; п+0< of x 2x 
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unde: 


Z—|R Y AL; igo 57; sin (ү — 9) = sin (0 + y — 9) ev 


(ecuația de determinare a unghiului 0 de conductie). 

Problema nr. 3.40. Sá se determine tensiunea la bornele condensatorului 
unui circuit serie R — C atunci cînd tensiunea la borne este descrisă in cu- 
prinsul unei perioade prin funcțiunea e(t) = £ sin Q7. 

Răspuns : 

Га а-о. ag [ 0 ай = 
si rr ar] în 2 оц] ndn 
__ [20001 — cos QT) + (02 — 02) sin QT pre» AT — aT sin пт e 
(e? + Qui do i-. 


unde 
1 


a=— 

RC 
Problema nr. 3.41. Să se arate că tensiunea la bornele condensatorului 
unui circuit serie R-C (sau curentul printr-un circuit serie R—L) rezultă 
cu forma de undă reprezentată în figura 3.41, atunci cînd la intrarea cir- 
cuitului se aplică o tensiune la borne a cărei formă de undă este cea din 


figura 3.41, а, dacă aT = 4; а = ad sau а= xj 
RC L 


Fig. 3.41 


Problema nr. 3.42. Un regim permanent nesinusoidal pentru un dipol 
receptor este caracterizat prin urmátoarele expresii ale curentului si tensiunii: 


i = 153 sin (at + 35%) + 5/2 sin (3e + 45%) + 2 VZ sin (5et — 15°) + 
+ VZ sin (7t — 60°) (A) 
и = 20/2 sin (cot + 65°) + 10/2 sin 3et + 5ү2 sin (5et + 15°) + 
+ 2ү2 sin то (V) 
Să se calculeze puterile absorbite de dipolul receptor. 
Răspuns : 
S = 368 VA; P = 3047 W; 0 = 121,3 VAR; D = 168VAD. 
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Problema 3.43. Unui circuit format dintr-un condensator avînd reactanja 
Xo = — 10 О (la frecvenţa fundamentală) si o rezistență R = 100, i se 
aplică o tensiune nesinusoidală care confine armonica a cincea în proporție 
de 20% din fundamentală. Știind că valoarea efectivă a tensiunii este U = 100V, 
să se determine curentul, puterea absorbită și factorul de putere. 

Răspuns: 

1=17,2А; Р = 517 W; Е = 0,72. 

Problema nr. 3,44. Un generator aplică tensiunea: и = 120 gn o+ 
+ 45 sin (3e — 45°) + 45 sin Sat (V), la bornele unui circuit format dintr-o 
capacitate conectată în paralel cu o bobină. 

Se dau: Е 

eL = 15 Q; ЦС = 15 Q. 


Se cere: a) să se exprime valorile instantanee ale curenților 1;, їо, î (curen- 
tul total); 
b) să se calculeze puterea reactivă. 
Răspuns : 
а) i, = 8 sin (ot — 90°) + sin (3e — 135°) + 0,6 sin (5e — 90%), 
ie = 8 sin (at + 90°) + 9 sin (Зоѓ + 45°) +15 zin (5e + 90%), 
i = 8,04 sin (3e£ + 45°) + 14,5 sin (5e + 90°) 
b) @ = — 505 VAR. 
Problema nr. 3.45. Să se calculeze si să se compare puterile în regim "nesi- 
nusoidal pentru două receptoare serie, compuse, primul dintr-o bobină avînd 
rezistența R si inductivitatea L, al doilea dintr-un condensator avînd capa- 


citatea C legat cu un rezistor cu rezistența R, cînd tensiunea la 
borne este: 


-th = UVZ sin ot + UZ sin (+3) 


și cînd L și C satisfac relația: 
1 
, oC 

Aplicație numerică: U,—208 V; U4—40V; о = 31451; R—50; 
І = 30 mH. 

Problema nr. 3.46. Dacă la bornele unei bobine ideale se aplică o tensiune 
nesinusoidală care confine armonica a treia, se măsoară în circuit 7 = 8,25 A 
și U = 150 V. Dacă se aplică o tensiune sinusoidală cu aceeaşi valoare efec- 
tivă U — 150 V, se măsoară 7' = 10A. Să se calculeze valoarea efectivă 
a fundamentalei şi valoarea efectivă a armonicei de ordinul trei din primul 
caz. 

Răspuns: 

U, = 120 V; О, = 90 V. 
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Problema nr. 3.47. Pentru circuitul din figura 3.47 se cunosc R = l/uC = 
= 10 Q; eL = 5 О, Dacă valoarea instantanee a curentului prin ramura 
capacitivă are expresia 7, = 20 sin ex + 5 sin Зог, să se determine valoarea 
instantanee a curentului total. 


Răspuns: 
10) = 44,6 sin (cat — 116°30') + 5 sin (3f — 40°40'). 


Problema nr. 3.48. Să se determine inductivitátile L, di R 
L, ale firului din figura 3.29, astfel. încît tensiunea > 

la ieșire să ni conțină fundamentala tensiunii de la HU 
intrare si să nw*déformeze singura componentă armonică, 
de ordinul cinci, a acesteia. Se dă: C = 40g; f = 50Hz. уй) 


Fig. 3.48 


3.6. REGIMUL, PERMANENT NESINUSOIDAL ÎN SISTEME TRIFAZATE 
PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 3.49. Un generator trifazat are înfăşurări simetrice legate în 
stea. Aproximîndu-se t.e.m. pe fază prin fundamentala și armonica de ordinul 
trei, avînd valorile efective în raportul U,/U, = 2, să se determine raportul 
dintre indicaţiile a două voltmetre. de tip electromagnetic conectate, 
primul la bornele unei faze -și al doilea între faze. Rezistența internă а 
voltmetrelor se consideră infinită, 

Solufie : К А 

Se demonstrează că în sistemele trifazate armonicele de ordinul Ё = 35 
formează sisteme omopolare (sînt în fază), armonicele de ordin й = 3n + 1 
formează sisteme directe și arpnonicele de ordin $ = 3n — 1 formează sisteme 
inverse (n = 1, 2, ...). ~ ^ 

În consecință, alegind faza inițială nulă, t.e.m. pe fazele generatorului 
au expresiile: 4 . 


e, = Uj/2sin et + О, зіп Зо, îi 

в = ү sin (o£ — 120°) + UZ sin Зоѓ, 

в = 0.2 sin (wt + 120°) + Us/2 sin 30, 
iar t.e.m. intre primele douá faze este datá de: 

| eg = ĉa — ca = ҮЗ VZU sin (+ 30°). 


Indicaţiile voltmetrelor sînt date de valorile 
efective ale tensiunilor másurate si deci: 


| Vas = V8U,. 


| V4 = VU} + Ui = Uj/1-- 05* = 112 0, 
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În consecință, 


Van. 1,55 
Va 

Problema nr. 3.50. Un generator trifazat cu înfășurări simetrice produce 
la borne un sistem de t.e.m. alternative simetrice (cu armonice numai de 
ordin impar). Aproximîndu-se t.e.m. pe fază prin fundamentală și armonica 
de ordinul trei, să se calculeze valorile efective ale acestor două componente, 
cunoscindu-se următoarele două determinări: 

1. La funcționarea generatorului în gol, cu infágurárile legate în triunghi, 
un энени electromagnetic montat la bornele uneia dintre infágurári indică 
120 V; 

II. La funcționarea generatorului în gol, cu înfășurările neconectate între 
ele, același voltmetru electromagnetic, montat ca mai sus, indică 130 V. Rezis- 
tenfa voltmetrului se consideră practic infinită. 


Solufie: 

Se notează tensiunile electromotoare pe cele trei faze cu ед, e; si ec, curentul 
interior în prima determinare cu i, impedanfa unei faze cu Z și se atașează 
indicele 7 pentru márimile armonicei unu (fundamentalei) si indicele 3 pentru 
armonicele mărimii trei. 

Schemele corespunzătoare celor două determinări sînt reprezentate în 
figurile 3.50, a si 3.50, b. În prima determinare, datorită legării în triunghi a 
celor trei faze ale generatorului se formează o buclă în care se stabilește 
curentul interior 1. Acest curent este datorat armonicelor de ordinul trei ale 
tensiunilor electromotoare, 

Într-adevăr, din enunţul problemei, rezultă: 


e, = UZ sin (ot + y1) + 0302 sin (t + үз) 
£j = UV sin (s ку EX + UZ sin (3e + үз) 


в = UV sin (o tud x] + UZ sin (Bot +y), 


unde U, si Us, Yı și үз sînt valorile efective și respectiv fazele inițiale pentru 
armonicele unu și trei. Lucrind cu reprezentarea în complex simplificat, 
se scrie pentru prima determinare ecuația de circuit: 


Ea + En + Eg = Usa + Uis + Uic + 3Usa = 3(1,2, + 1023) 
Deoarece 


rezultă că acest curent interior are numai armonica trei, cu reprezentarea 
în complex: 


Tensiunea complexă la bornele voltmetrului este: 
ГА 
Uy = Uy, + Us, — IZ = Шы + Usa — 228 = Us 
2, 


În consecință, tensiunea aplicată la bornele voltmetrului este armonica de 
ordinul unu de tensiune, iar voltmetrul (fiind de tip electromagnetic) indică 
valoarea efectivă a acesteia, 


U, = Uu = 120 V 


prin prima determinare. 

Prin a doua determinare, tensiunea la bornele voltmetrului (considerat 
cu rezistență internă infinită) este chiar tensiunea electromotoare pe fază. 
Indicatia voltmetrului este egală cu valoarea efectivă a t.e.m. de fază 


U= Ut FU = 130V 
prin a doua determinare. 


Din cele douá determinári, rezultá valoarea efectivá a armonicei de ordinul 
trei de tensiune: 


U, — yU3 — Ut = V1302— 1202 = 50 V. 


Problema nr. 3.51. Un generator trifazat simetric avînd tensiunea electro- 
motoare de pe prima fază, e, = 300 sin «x + 60 sin (3e — 60°) (V), alimen- 
tează un receptor în stea cu fir neutru. Impedanfele fazelor receptorului, la 


ігесуепја fundamentală, sînt: 7, = 10(0); Za = 10j (Q); Ze = — 10j(9); 
Ze = 0. Să se calculeze curenții pe fază si pe firul neutru. 
Solufie : 


Tensiunile electromotoare pe celelalte două faze sînt: 
£g = 300 sin (wt — 120°) + 60 sin (3. — 60°), 
ce = 300 sin (ot + 120°) + 60 sin (3 — 60°) 


Curenţii pe faze rezultă atunci sub 
forma: 


i, = 30 sin ot + 6 sin (30/ — 60°) 


% = 30 sin (of + 150°) + 2 sin (Зы — 150°) 


ie = 30 sin (at — 150°) -+ 18 sin (3e + 30°) 
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Curentul în firul neutru este: 
do = i4 + is + iç = (30 + 2 - 30 - cos 150°) sin ct + (6 cos 60° +- 
+ 2 cos 150° -- 18 cos 30°) sin Зоѓ + (— 6 sin 60° — 2 sin 150° + 
+ 18 sin 30°) cos 3o£ = 30 (1 — 3) sin e + 17,1 sin (3t + 9220”) 
i, = 21,9 sin o£ + 17,1 sin (3o£ + 9%20') (A). 


Problema nr. 3.52. Tensiunea de la bornele primei faze a unui generator 
trifazat simetric în stea variază aproximativ trapezoidal, avînd expresia: 


ел SES? (sin ov від Зоѓ 4 jin Sat)» 


unde E, = 500 V. Să se afle curentul din conductorul neutru, dacă impedan- 
fele fazelor receptorului echilibrat sînt: 7 = 6 + 9] (О), iar impedanfa neu- 
trului 2, = 2 + 3j (О) (la frecvența fundamentalei). 

Solujie : 

Întrucît receptorul e echilibrat si sistemele tensiunilor pentru armonicele 
de ordinul unu și cinci sînt simetrice, 


Uu=0: Us =0. 

Curentul Î, este datorat numai sistemului de tensiuni homopolar corespun- 

zător armopicei a treia. La pulsatia 3o impedantele sînt: Z = 6 + 27]; Žo = 

=2+9j. 

Diferența de potenţial între neutrul receptorului și neutrul generatorului 
este: 

E Veni Lm e o 

S 4Y, PI 642732 + Эр 


1 
=U, 
2 °з 


Carentul pe conductorul neutru are atunci valoarea efectivă: 


I 1 U, 4 Em _ 4 __500 
P 22, 95m Z, Эт Vărai 
Se observă cá ре firul neutru circulă un curent de pulsatie 3o, care deter- 


mină pierderi suplimentate şi care pot cauza declanșarea releelor de punere 
la pămînt a liniei. 


2,44 A 


Problema nr. 3.53. Un generator trifazat simetric are tensiunea electro- 
motoare pe prima fază, e, = 100 sin ox + 30 sin Зоі + 10 sin 5eX. Fazele 
generatorului sînt conectate în triunghi. Generatorul alimentează un receptor 
conectat de asemenea în triunghi, ale cărui impedante pe faze la frecvența 
fundamentală sînt: 


Za = 2+i; Za =3+ 2j; Za = 1 + j, (9). 


Să se calculeze valorile efective ale curenților din fazele receptorului $ 
puterea activă consumată. 
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Soluţie : 
Se alcătuiește un tabel al impedanfelor fazelor la cele 3 pulsatii: 


Faza 1 | Faza 2 | Faza 3 
E | 24j | 34 2j | 14j 
Зо 2+ 3 3+ 6] 14-3) 
5o 21 5j 3410) 145] 
În consecință, 

1 pamm o эшүү 

п Vaza tao 342 

i 3x | айы узд, 


9--4 9--86 9-100 

юж зө И-И 

1+1 '1+9 1425 
Р = 2. 45? 4 3.28? + 1: 71? = 11,4 kW. 

Problema nr. 3.54. Un generator trifazat simetric are tensiunile 44, “p, ис 

de fază nesinusoidale de forma unor trapeze cu ү, = şi amplitudinea U,,. 


Generatorul alimentează un receptor în stea echilibrat, fără fir neutru. Să 
se calculeze diferența de potențial Uyo dintre neutrul receptorului și neutrul 
generatorului. 

Soluţie : 

Din tabelul 3.1. (v. breviar) rezultă coeficienţii dezvoltării în serie Fou- 
rier a tensiunilor: 


=71А; 


= 


120 sin(n + 1n/3 


т? Qn +12 
Pentru fiecare armonică: 
Unsa Catre UY e ont, 
=No ~ 3Y 


Dacă sistemul de tensiuni U 4, О, Ше este simetric, U yox = 0, k = 3m + 1. 
Această tensiune este diferită de 0 numai pentru sistemele omopolare. Pentru 
ca sistemul tensiunilor trifazate să fie omopolar, este necesar ca: 22 + 1 = 
= k = 3m, unde m = 1, 2, 

Ori, în aceste cazuri, coeficienţii dezvoltării au valorile: 


12Um sin mr _ (у 
т® (my P 
deci: Uyo = 0. 


309 


Prin urmare în cazul unei tensiuni trapezoidale cu y, = E nu apare o depla- 
sare a neutrului, dacá receptorul este echilibrat. 


3.7. REGIMUL PERMANENT NESINUSOIDAL ÎN SISTEME 
TRIFAZATE 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 3.55. Un alternator trifazat simetric, cu înfășurări simetrice 
are t.e.m. pe faze cu armonice numai de ordin impar. Aproximindu-se aceastá 
t.e.m. prin fundamentală și armonica de ordinul trei, se cer valorile efective 
ale acestor două componente cunoscînd următoarele două determinări: 

a. La funcționarea generatorului în gol, cu înfășurările legate în stea, 
un voltmetru electromagnetic montat la bornele uneia dintre înfășurări 
indică 130 V. 

b. La funcţionarea generatorului în aceleași condiţii ca la prima determi- 
nare, același voltmetru montat între două dintre fazele generatorului indică 
208 V. 


Problema nr. 3.56. Un generator trifazat simetric legat în triunghi, alimen- 
tează eaa dezechilibrat in n peia ale cărui impedanțe de faze sint 
Zas = 6 + 3j; Zso = 9 + 4,5); Zoa = 12 + 6j (Q). Tensiunea electromotoare 
pe fază a generatorului conține, pe lingă fundamentală, armonica a treia 
și a cincea, cu valorile efective U, = Ре 200 V; Оз = 30 V; 0, = 20 V. 

Să se calculeze valorile efective ale curenților absorbiți de receptor și poia 
activă absorbită. 


Problema nr. 3.57. Tensiunea electromotoare pe fază a unui generator 
trifazat simetric legat în stea este (SE E.[sin wt — (1/9) sin 3w], unde 
Es =m V. Dacă pentru fundamentală "impedanfa firului neutru este 
Za 2j (0). ier impedanța pe fază a receptorului echilibrat legat în 
stea € sete „гь + 6j (9), uH se détermine curentul prin conductorul neutru. 


Capitolul 4 
CUADRIPOLI SI FILTRE ELECTRICE 


4.1. BREVIAR DE ANALIZA 
CUADRIPOLILOR ȘI A FILTRELOR ELECTRICE 


4.1.4. CONCEPTE GENERALE 
! 


Se numește cuadrifol general sau tetrapol, un circuit electric cu patru borne 
de acces, ale cărui laturi nu prezintă cu reţelele electrice exterioare cuplaje 
diferite de cele prin borne (fig. 4.1.1). 

Funcționarea unui cuadripol general ca element de lanț de transmisiune 
a energiei electromagnetice sau a semnalelor electromagnetice e determinată 
prin șase variabile, care pot fi trei tensiuni electrice şi trei curenți. 

În regimul permanent sinusoidal studiat prin reprezentarea în complex, 
se pot alege drept variabile caracteristice curenții Ту, 75, 7; referitori la trei 
din cele patru borne și tensiunile U;, Uz, Us dintre aceste borne si borna 
a patra. 

Tinindu-se seamă de structura interioară a cuadripolului, curenții pot fi 
determinaţi în funcție de tensiunile la borne, cu ajutorul a trei ecuații de 
forma: 


Ii = D(Us Us Us), а = 400, Us Us), Is = 1001, Us Us) — (4.1) 


numite ecuațiile caracteristice ale cuadripolului, necesare și suficiente pentru 
studiul comportării lui în conexiunea din care face parte. 

Cuadripolii diporți sint cuadripolii generali ai căror borne sînt grupate în 
două porți (prin poartă a unui multipol electric înțelegîndu-se o grupare de 
borne de acces pentru care suma algebrică a curenților este nulă, oricare ar fi 
potenfialele bornelor multipolului): una de intrare, la care sensurile de refe- 
тіпа ale tensiunii aplicate U, si curentului Z, sînt asociate după regula de la 
receptoare si alta de ieșire la care sensurile de referință ale tensiunii U, si 
curentului J; sînt asociate după regula de la generatoare (fig. 4.1.2). 


1d; 422 
4 % 
71 L2 
Fig. 412 
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Interacțiunea unui astfel de cuadripol cu exteriorul este complet caracteri- 
zată de numai patru variabile: tensiunea de intrare sau ишаа, U;, curentul 
de intrare sau primar I,, tensiunea de ieșire sau secundară U, și curentul 
de ieşire sau secundar I}. 


4.1.2. ECUAȚIILE ŞI PARAMETRII CUADRIPOLILOR LINEARI PASIVI 
ŞI RECIPROCI 


4.1.2.1. Forma fundamentală a ecuaţiilor cuadripolilor si parametrii funda- 
mentali. O primă formă fundamentală a ecuaţiilor cuadripolilor lineari exprimă 
mărimile de intrare U,, 7, în funcție de mărimile de ieșire U,, Z, prin ecuații 
lineare și omogene de forma: 


U, = AU, + B Bl, 
I, = CU, + DI, 

Coeficienţii A, B, C, D ai acestor ecuaţii se numesc parametrii fundamentali 
ai cuadripolului sau constantele cuadripolului. 


Între parametrii fundamentali ai unui cuadripol reciproc există relația 
de reciprocitate: 


(4.2) 


4D — BC = 1, (4.3) 


un cuadripol numindu-se reciproc dacă teorema reciprocității din studiul rețele- 
lor electrice lineare este verificată în raport cu oricare pereche de laturi ale 
cuadripolului conectate la bornele de acces. 

O a doua formă fundamentală a ecuaţiilor cuadripolilor exprimă mărimile 
de ieşire Us și Za în funcţie de cele de intrare U, și Ii: 


U, = DU, — ВІ, 


4 
1a At ix 


În cazul alimentării inverse a cuadripolului (fig. 4.1.3), inci se leagă sursa 
de alimentare la bornele 2—2' și receptorul la bornele 7—7', se schimbă 
sensurile de referință ale curenților în relațiile (4.2) si (4.4) și se obţine: 

Us = DU; + BI, 


4.5 
Zi = Cui + Al, 9 


în саге (71, Us, Li, I; au sensurile de referinţă din figura 4.1.3. 

1 "P £2 Un cuadripol se numește simetric dacă are 

Е comportări identice pentru cele două sensuri 
“ 


(opuse) de alimentare, condiţie satisfăcută 
dacă. există egalitatea: 


Fig. 4.1.3 A=D (4.6) 
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Parametrii fundamentali au următoarele interpretări experimentale: 


U, ne 

A =(7) — raportul de transformare al tensiunilor la 
aa funcţionarea în gol; 

B= 88 — valoarea reciprocă a admitanţei de transfer la 
d. funcţionarea ín scurtcircuit; 
U, Jua=0 


(47) 
с = —— — valoarea reciprocă а impedantei de transfer la 
=) funcţionarea în gol; 


D= (3) -— rgportul-de “transformare al curenților la 
1 Juss “funcționarea ín „scurtcircuit. 


Parametrii fundamentali ai cuadripolului se pot determina deci efectuind 
trei din următoarele patru încercări: o încercare de mers în gol cu alimentarea 
pe la bornele primare (Z, = 0), o încercare de mers în scurtcircuit cu alimen- 
tarea pe la bornele primare (U, = 0), o încercare de mers în gol cu alimentarea 
pe la bornele secundare (Z; = 0) și o încercare de mers în scurtcircuit cu ali- 
mentarea pe la bornele secundare (U; = 0). 

Se mai definesc următoarele mărimi caracteristice ale cuadripolilor: 

— impedanja primară de mers în gol, adică raportul: 


ela) 24 
Zn (îm 5-2 en 
— impedanfa primară de scurtcircuit, adică raportul: 
U, BI B 
2[2 = 5, 
oil rd zi: (45) 
— impedanja secundară de mers în gol, adică raportul: 
[5 i xD. 
dr PR (0) 
şi impedanja secundară de scurtcircuit, adică raportul: 
[Up SEE 
dal ti aria (en 


Cu ajutorul relaţiilor (4.7), (4.8), (4.9) se deduc expresiile parametrilor funda- 
mentali ai cuadripolului în funcție de impedantele Zio, 2, 2%: 


de; (4.12) 

(4.13) 

; (4.14) 

A (4.15) 


Pentru determinarea semnelor din fața radicalilor, se alege semnul pentru 
A care face ca partea reală a mărimii 


В = Sue, (4.16) 
care are dimensiunea unei їтїрейап{е, să fie pozitivă: (Qe {B} > 0. 
În funcţie de А se pot determina apoi constantele: 
D= afe (4.17) 


și 
(4.18) 


Dacă se calculează parametrul C cu formula (4.14), ceilalți parametri 
rezul'ă din relațiile? 


A = CZ 
В = CZao Zu, = CA 2а 
D = CZ» 


4.1.2.2. Parametriiimpedan(á ai cuadripolului. Dacă parametrul fundamenta 
C este diferit de zero, ecuaţiile fundamentale (4.2) ale cuadripolului se pot 
explicita in raport cu tensiunile U;, U, si se obține următoarea formă a ecua- 
filor cuadripolilor lineari si pasivi: 
Ui = 211 +221, 
şi (4.19) 
Us = 221, + 2213, 


ai căror coeficienți sînt parametrii impedanfá аі cuadripolului : 


Zu = (2), = 4 impedanfa de intrare la mersul în gol; 
Lin. 


= [Pi] „425—5. 
Zu = p e 2 
U, E а (4:70) 
Za = (2) = =, impedanfa de transfer la mersul în gol; 
10335-0 € 
=|) =-2 
Za = [Fa s c 


Condiţia de reciprocitate exprimată cu ajutorul parametrilor impedaníà 
are forma: 


Za = Zu. (421) 
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4.1.2.3. Parametrii admitanfá ai cuadripolului. Dacă parametrul funda- 
mental B este diferit de zero, în ecuațiile fundamentale (4.2) se pot explicita 
curenţii Ј,, 7,, obținîndu-se sistemul de ecuaţii: 


1, = YU, + XU 
1» = YgU; + Vas 
ai căror coeficienți sînt parametrii admitanfá ai cuadripolului și anume: 


(4.22) 


Yu=(2)  —2, admitanța de intrare de scurtcircuit; 
U,ju-o В 


a (4.23) 
„la = i ircuit; 
у= (2 js Ez admitanța de transfer de scurtcircuit; 


Ya- [Bs 23 


Condiţia de reciprocitate exprimată cu ajutorul parametrilor admitanţă 
se scrie sub forma: 
Үһ= — Ya 4.24) 
4.1.2.4. Relaţii între parametri. În cazul A, 0, parametrii admitanță se 
pot exprima în funcție de parametrii impedanţă, prin relaţiile: 


2, 2 2, 2, 
Yu = 22: si c cl Vn mc Es aa aan (4:29) 
unde: 
А, = 2123 — Zon. (4.26) 


În cazul Ay +Æ 0, parametrii impedanță se pot exprima în funcţie de para- 
metrii admitanjá, prin relaţiile: 


з=н 23—38; Za; Za (27) 
unde: 
Ay = ҮҮ. — YuYn (4.28) 
Există relația: 
AA, = 1 (4.29) 


Parametrii fundamentali A, В, С, D se exprimă în funcție de parametrii 
impedanfá, respectiv admitanță (dacă Za + 0, respectiv У, 0), prin 


relaţiile: 
mita Naro dia. rd. | 
T a Y e Za Ya (4.30) 
Cati bt, poo Zu lu К 
T 4м Xa! 77 Za Ya 


Condiţia de simetrie exprimată cu ajutorul parametrilor impedantá, respec- 
tiv admitanță, are forma: 


Za = — Zu, respectiv Y = — Yu (4.31) 


Un cuadripol simetric reciproc are numai doi parametri independenti, iar 
condiţia de reciprocitate pentru cuadripolii simetrici este: 


42=1+8B-C (4.32) 


4.1.3, DETERMINAREA PARAMETRILOR CUADRIPOLILOR 


Determinarea parametrilor unui cuadripol se poate face analitic sau experi- 
mental. În cazul unui cuadripol de structură complexă, care poate fi prezentat 
ca o asociație de cuadripoli mai simpli, se pot utiliza metode matriciale pentru 
determinarea parametrilor, 

4.1.3.1. Determinarea analitică. Dacă este cunoscută structura cuadripolului, 
se pot obţine cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff, eliminind succesiv curenții 
din laturile interioare si presupunind date tensiunile U, și U;, ecuaţii de forma 
celor fundamentale, a acelora în Y sau în Z si prin identificári, se pot determina 
apoi parametrii cuadripolului. 

O a doua metodă consistă în folosirea relaţiilor (4.7), valabile în regimurile 
de mers în gol și în scurtcircuit, care permit determinarea parametrilor funda- 
mentali, iar apoi a formulelor (4.20) și (4.23) pentru determinarea coeficienți- 
lor Z, respectiv Y. 

4.1.3.2. Determinarea experimentală. Dacă nu se cunoaște structura cuadri- 
polului linear pasiv, se pot determina experimental valorile numerice ale 
parametrilor cuadripolilor (la o frecvență dată) efectuînd trei încercări experi- 
mentale: de exemplu două încercări de mers în gol (odată cu alimentarea pe la 
bornele primare și a doua cu alimentarea pe la bornele secundare) și o încer- 
care de scurtcircuit cu alimentarea pe la bornele primare. 

Din aceste încercări se determină trei din impedanfele Zio, Zi, Zoo, Zuse 
definite de relaţiile (4.8), (4.9), (4.10) si (4.11). Comparind (4.20) și (4.23) 
cu (4.8), (4.9), (4.10) și (4.11) se stabilesc relaţiile: 


Zw = Zu 
1 
Zu SF 
Ж (4.33) 
Zo = — Za 
1 
Zu == 
Zac Y. 


Se deduce, de asemenea, si relația de legătură: 


202. = ZaoZ uo (4.34) 


din care rezultă cá numai trei dintre impedante sînt independente. 
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Parametrii fundamentali se determină din relaţiile (4.12), (4.13), (4.14), 
(4.15). La cuadripolii simetrici, A = D, Zi, = Zso Zi, = Zu Și relaţiile 
cu djutorul cărora se determină ара fundamentali iau "forma : 


1 
Я 
= IE + YioZuse 


(4.35) 


4.1.4. MĂRIMI CARACTERISTICE ALE CUADRIPOLULUI 


41.4.1. Impedante de intrare. Un cuadripol alimentat pe la bornele primare 
$i care are conectată la bornele secundare o impedantá de sarcină Z,, prezintă 
la bornele de intrare impedanfa echivalentă complexă: 

Ай, + BI, AZ В 
CU, + DI С2,+р' (4-30) 


numită impedanjá de intrare primară. 

Un cuadripol alimentat invers (pe la bornele secundare) si care are conec- 
tată la bornele primare o impedanţă de sarcină Z, = TA , prezintă la bornele 
de alimentare o impedanță echivalentă complexă: ` 

U; U, _ DU; + BI;  DZ B 


24=23-= nt a Pute 4.37 
AR d, FAN, CZ+A' n. 


numită impedanjă de intrare secundară. 
În general: 
Za f Za 4 2а+2, 


4.1.4.2. Impedante caracteristice sau iterative. Impedanţa caracteristică directă 
Za este impedanfa de sarcină care trebuie conectată la bornele secundare ale 
cuadripolului pentru ca impedanta de intrare primară să fie egală cu ea: 


Ze = Za 5 Za = Za (4.38) 


Expresia acestei impedante caracteristice, obținută folosind relațiile (4.36) 
şi (4.38), este următoarea: 


Za = (4.39) 
În funcţie de impedanjele de gol și scurtcircuit, se obține: 
Za = lao — Zao + V (Zio — Zu + 1 ZuZul (4.40) 
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Impedanța caracteristică inversă Z., este impedanța de sarcină care trebuie 
conectată la bornele primare, pentru ca impedanța de intrare secundară să 
fie egală cu ea: 


Zi = Za > Za = Za (4.41) 
Expresia ei în funcție de parametrii fundamentali este următoarea: 


DA VA+DE+A4 
2а= ®=Ё#Не+ ++ (4.42) 


Dacă se exprimă parametrii fundamentali în funcție de impedanfele de gol 
și de scurtcircuit AR 4.12, 4.14 şi 4.15), se obține: 


Za = 12 — Zu £ [2,0 Zao)? + 3242, (4.43) 


Impedanfele Z, și Z,,, definite mai sus, se numesc si impedanjele caracteris- 
tice iterative ale cuadripolului. 

4.1.43, Impedan(e imagini. Se numesc imfedanfe imagini ale unui cuadripol 
o pereche de impedanfe Z; și Zi, dintre care prima este impedanţa primară 
de intrare, dacă a doua este impedanfa de sarcină conectată la bornele secun- 
dare, iar a doua este impedanfa secundară de intrare, dacă prima este impe- 
danfa de sarciná conectatá la bornele primare: 


Za = Za 9 Za = Za Şi Zi = Za 9 Za = Za (4.44) 


În funcție de parametrii fundamentali, impedanja imagine primară Za 
are expresia: 


Zu = 


|2- «zz (4.45) 


iar impedanja imagine secundară Z,, are expresia: 


= +222, (4.46) 


Z=} 


Impedania caracteristică a unui cuadripol simetric. În cazul cuadripolilor 
simetrici există relațiile: 


4A-—D,Zw—Z» # Zue = Zuo (4.47) 


iar impedantele caracteristice și imaginile, definite mai sus, sînt egale: 


E „ей з 
Za = Za = Ze = Za = Za = + 2 = + Zo Zue (4.48) 


cu 


-Z (449) 


4.1.5. CUADRIPOLI NERECIPROCI 


Cuadripolii nereciproci au patru parametri independenți. În cazul lor, 
relaţiile: 


4D— BC —1, Za= Za şi Yn = —Yn 


nu mai sînt valabile. În cazul rețelelor lineare, astfel de cuadripoli nu se pot 
realiza. cu elemente de circuit dipolare (pentru care e valabilă teorema recipro- 
citátii), ci numai cu elemente de circuit multipolare. 


4.1.6. APLICAREA CALCULULUI MATRICIAL ÎN STUDIUL CUADRIPOLILOR 


Cu ajutorul calculului matricial se pot scrie sistematic sistemele de ecuații 
ale circuitelor electrice lineare si, în particular, ale cuadripolilor electrici. 

4.1.6.1. Matricele cuadripolilor. Ecuațiile caracteristice ale cuadripolilor 
diporti, lineari si pasivi formează sisteme de ecuații lineare, care se pot scrie 
sub formă matricială. 

Forma matricială a ecuaţiilor fundamentale ale cuadripulului este urmă- 


toarea; 
“= = A [2] 4.50 
|2 € DILI: E 1, ор) 
їп саге 
Аһ А АВ 
Ад=[ 28-22 4.51 
A |22) x 
se numește matricea fundamentală a cuadripolului. 
Matricea 
Zu 2, 
г21= [2:2] (4.52) 
Zn 2 


se numește matricea impedanță a cuadripolului. În cazul cuadripolilor reci- 
proci există relația: 


. Zu = —Zn (4,53) 
Matricea 
Yu Yi 
каке 
Yn Үз 


se numește matricea admitaniá а cuadripolului. La cuadripolii reciproci Уу, = 
= — Ya. Matricele impedantá și admitantá sint inverse una alteia: 


[ек e. Тар" (4.55) 
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Explicitind în ecuaţiile fundamentale (4.2) ale cuadripolului pe U, si Z; 
în funcție de U, si Т,, se obține un sistem de ecuaţii a cărui formă matricială 
este următoarea: 


U |+ Da Ba) 2] (éd 
Za] Da Da jl 
Matricea: 
Du D, 
un -[» 22] (457) 
D; De ! 
se numește matricea тіхій directă а cuadripolului. La cuadripolii тесіргосі: 
1 
Dui —Ds— 5 
Matricea: 
Fu Е, 
Е] |=: Axw|.rpy1, 4.58 
unes zo: (4.58) 


care intervine în ecuația 
== pe ra ri 
Ji Fn En 1, 
se numește matricea mixtă inversă а cuadripolului. Elementele ei sint: 


B, c 


ар BC 
; En DUM f, 


4 


Fu= (4.59) 


; Fn= 


(4.60) 


4.1.6.2. Conexiunile cuadripolilor diporti. а. Conexiunea în lanț (fig. 4.1.4) 
Între matricea fundamentală [ А] a cuadripolului rezultant obținut prin 
conectarea în lant a doi cuadripoli și matricele [ A” ] si [ A" Jale acestora există 
relația următoare: 


lal=(4')-[4"] (4.61) 
În general, pentru # cuadripoli 
conectaţi în lanț se obţine relația: 


гај= Шау (4.62) 
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b. Conexiunea în serie (fig. 
4.1.5). Pentru acest tip de co- 
nexinne, între matricea [Z] a cua- 
dripolului rezultant si matricele 
[Z'] si [Z']a doi cuadripolicom- 
ponenfi există relația: 

12]=12' +Z" (463) 


care, pentru m cuadripoli com- 
ponenfi, are forma: 


12 -EUn (4.64) 


c. Conexiunea în paralel (fig. 
4.1.6). Matricele [Y],[Y'],[Y”] 
ale ouadripolului rezultant și a 
doi chadripoli componenti conec- 
tati în paralel satisfac relația: 

[Ү]=[Ү']1+[Ү"] (4.65) 


care se poate generaliza pentru 
n cuadripoli componenți: 
LY]J-Y,LY'] (4.66) 
k=l 


d. Conexiunea serie-paralel (fig. 
4.1.7). În acest caz, regula de , 
compunere a matricelor este ur- 
mătoarea: 


[D]-[D']-[D'] (4.67) 


sau, mai general: 


[2] -EUn (4.68) 


e. Conexiunea paralel-seria (fig. 
4.1.8). Expresia matricei [F] a 
cuadripolului rezultant, în cazul 
conexiunii paralel-serie, în funcţie de matricele [F'] și [F"'] ale cuadripolilor 
componenți este următoarea: 

[F] - LE] -- LE") (4.69) 
sau, mai general: 
LF]- DIE] (4.70) 


к 
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41,7, FILTRE ELECTRICE DE FRECVENȚĂ 


Filtrele electrice sînt sisteme de transmisie a căror caracteristică de frec- 
venjá a atennării prezintă rzinime pronunțate pentru intervalele de frecvenţă 
pe care sistemul trebuie să le favorizeze (să le selecteze). Ele se realizează 
din lanțuri de cuadripoli simetrice adaptate (cere se pot reduce, în cazuri 


simple, la um cuadripol simetric adaptat), 
Interval dc irecara sau bandă de irecera $2 numește orice interval de frecvențe, 


cuprins între o frecvență inferioară f, = EX: o frecvență superioară 
2ш "ES 


Je = > f, tn care filtrul prezintă o atenuare foarte mică (sau chiar nulă 
n 


în. cazuri idealizate), Frecveufele f, și f, se numesc frecvențe de Мете. 

Ytesral intervalelor din spectrul de frecvență se numesc imervglede atenuare. 

lnlerval de oprire sau bandă de oprire este orice interval йе frec- 
vențe în care filtrul prezintă о atenuare foarte, mare (infinită In s.u. 
ideaiizute), în raport cu aceea pe care o prezintă în afara acelui interval, 

4.1.7.1. Filtze nodisipative, simetrice și adaptate. Ur. cuadripol pasiv 
nedisipativ este format numai din elemente de circuit reactive. Elementele 
schemei sale echivaleute în T fiind de asemenea toate reactive, mărimile 
Y, Zu, Za ale acestei scheme sînt imaginare, iar din relațiile: 


YegZz-Éf (471) 


rezultă că parametrul C este imaginar, iar A si D sînt mărimi reale, Din con- 
diția de reciprocitate rezultă că și parametrul В este imaginar. 
п cuadripol nedisipativ este caracterizat deci prin relațiile: 


Im {А} =0, Әт (D) = 0, &«(B) =0, Re {C} = 0. (4.72) 
Pentru un cuadripol nedisipativ simetric, din relațiile; 
ch g = ch (a -+ jò} = ch a cos b + sh a sin b = A (4.73) 
shg = sh (a + jb) = sh а соз b -+ j ch d sin b = VB- G (4.74) 
și Ж 
2; =| (4.75) 
se determină condițiile: uu 
Im {chg} = sh asin à — 0 (4.76) 
si У 
Әт{2,} = 0, Refsh g} = sh acosb = 0, (dacă B- С < 0), *. (4.77) 
тя 5 t 


RaZ) = 0, Jaish g} = ch a sin d = б, dacă B.C 0, ~ (478) 


*in care g este exponentul de transfer caracteristic, a este atenuarea caracteristică, 
iar b este defazajul caracteristic ai cuadcipolului simetric adaptat. 


Condiţiile (4.76) si (4.77), respectiv (4.76) si (4.78) determină valorile frec- 
venfelor pentru care atenuarea este nulă (intervalele de trecere), respectiv 
nenulă (intervalele de atenuare). 

Intervalele de trecere. În cazul frecvenţelor pentru care impedanfa caracte- 
risticá este reală, din satisfacerea relaţiilor (4.76) si (4.77), rezultă condiţiile 


a=0,Z=z=|| |>% (4.79) 
—1 <141= А = cosb < +1, (4.80) 


adică о Qr aris nulă si o impedanţă caracteristică reală și pozitivă. Defazajul 
depinde de, frecvenţă, cum rezultă din relația: 
°з n 
zi eu b = arccos А (4.81) 
Condiţiile. (4.79) si (4.80) definesc intervalele de trecere ale filtrului nedisi- 
pativ simetric. 


Е, recventele de tăiere sînt determinate de valorile extreme: 


A = +1, sat 4? = 1, sau BC = 0 (4.82) 


În cazul filtrelor în II sau în T rezultă de asemenea: 


Ami lA gs (4.83) 


Intervalele de atenuare. Pentru frecvențele care determină o impedanță carac- 
teristică imaginară, relațiile (4.76) și (4.78) conduc la condiţiile: 


50, д; Zis ||; (4.84) 
A = А = +сһа, sau А < —1, sau А > +1, (4.85) 


(deoarece ch а > 1), din care rezultă că atenuarea nu este nulă, ci are expresia 
dependentă de frecvenţă: 


a = argch |A| > 0 (4.86) 


А 

1n gazul cuadripolilor reali, cu pierderi, impedanfa de sarcină а unui lanţ 
de cu&dripoli nü poate fi realizată astfel încît să depindă de frecvență conform 
relaţiilor (4.79) si (4.81). Rezultatele de mai sus se obțin deci din idealizări. 
În cadrul acestor idealizări, studiul unui filtru consistă în determinarea frec- 
ventelor de tăiere cu ajutorul relaţiilor (4.82), respectiv (4.83) pentru lanţurile 
în II sau în T și în analiza caracteristicii de frecvență a defazajului (4.81), 
în intervalele de trecere si a atenuárii (4.86), în intervalele de atenuare. 
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42. CUADRIPOLI ȘI FILTRE ELECTRICE 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 4.1. Se consideră cuadripolul a cărui schemă e reprezentată 
în figura 4.1. Să se calculeze parametrii А, B, C, D, 2,ь, Y, pentru cazul 
cînd оС 4 1. 

Solujie : 
Se scriu următoarele ecuaţii cu ajuto- 


rul teoremei a II-a a lui Kirchhoff apli- 
catá celor două ochiuri din figură: 


Fig. 4.1 


Comparînd cu ecuaţiile: 


se obține: 
1 1 
Zu =i (aL — 22 
1 
£n] 
22= -Za =j% 


Pentru determinarea constantelor Y, Y;, Уза, se rezolvă sistemul de 
ecuaţii în raport cu 7, si Ia: 
L= - 10, + zu 


а= dU ti (Zac) о, 


Comparind cu ecuaţiile: 


І, = Ү.0; +Y, 
тей: 4з 201 2U: 

heca 

Xa =i (ġe) 

үһ= — Yu sd 


Pentru determinarea constantelor A, B, C, D se rezolvă sistemul de ecuaţii 
în raport cu U, şi Ia: 
U, = (1 — e'LO) U, + јә, 
I, = jeCU, + I, 


Comparind ecuaţiile găsite cu ecuaţiile fundamentale ale cuadripolului 
se obține: 


— etLC 


Io 1o lw d. 
qoa 
&EÉ 


Verificare : 
AD — BC —1— e* LC + оС = 1 
Problema nr. 4.2. Se considerá cuadripolul din figura 4.2. Sá se determine 
parametrii 4, B, C, D ai cuadripolului. 
Solujie : 


Aplicînd teoremele lui Kirchhoff pe cele două ochiuri ale schemei, se ob- 
fine sistemul de ecuaţii: 


(Zi + Zj) Ji + a — 13 ZU, 
(Za + Zi) Ia — (a — 19) Z =U, 


Rezolvind acest sistem de ecuații în raport cu mărimile de la intrare U, si 3, 
se obţine: 


uz -(i-ez5u +| +42 az)-zz 


ldentificind cu ecuaţiile: 
U, = 40,+ ВІ, 


I, — CU; + DI, 


se obtin pentru Pat fundamentali 
expresiile: 


i -— 
4=1+2+8; c=z 


2 - [i A2À a e 22-8; 


2, + 2, 
2 Za+Z 
р=1+ 25 


Problema nr. 4.3. Să se determine constantele A, B, C, D și impedanţa 
caracteristică primară pentru cuadripolul din figura 4.3, a. Date numerice: 


R=10Q; В,=50; X—100; X,—50. 


Fig. 43, a, b 


Soluţia ші: 
Cuadripolul dat fiind un cuadripol in T, se va considera schema generalá 
(fig. 4.3, b) a unui cuadripol in T si se vor determina pentru această schemă 


constantele 4, B, C, D. 
Aplicind metoda curenților ciclici, se obțin ecuaţiile: 


(a*y)h-r2-U 


deoarece: 


Din ultima ecuaţie. 


Zi = YU, + (1 + 23У), 


şi, introduciad în prima, se obține: 
U = (1 + ZY) Urt (Zi d Za + ZZ) І, 


Prin urmare: 
4=1+21 
В = 2, +2, +22, 
С=Ү 
02=1+2.У 

Numeric, se găsește: 
Z -jX-joQ 
Z,—-R-100 
E KU MM DIM s 


REPAS 5415 


Deci: 
4=1 42y = + 5 -24j 


В= 2-2 +241 = 10104, 10-10 
1 H 
Co mg (01—304) 5 


= (20 + j 20) 0 


1 
= + * -j= —1 
D-lcZY-ig——1:41-j-2—-j 


Verificare: 
4р — ВС = (2 +j) (2 — j) — (20 4 320) (51 —j 0,1) = 1 
Soluția a doua: 
Se cunosc relaţiile: 
= =. [№ ai (li 
4=те-(Ш„„ 273. 


Din încercarea în gol se află: 
4 -(2), е = аах) т 3j 
ae 


Ro + iX, 5+] 
Din «ларе: 
U, = AU; + BI, 
Zi = CU; + DI, 
se obține: 
U, ib 
(= PIE g 74» 
adică 
Dc 
Em 
n7 120 PP ie > 
Ж Lj JX 
fa 
p^ UI p R 
Jo | H 
r z ră s^ 
с d 
Fig. 43, 0, 
Dar din figura 4.3, c, rezultă că: 
Zi = Ro + j(X + Xi) 


$i deci: 
Ro + (X + Xe) 
Ra + 6X. 1 1 a 
ca ®% x K = (0,1 —j01)5 
нуны mem bys 7 00 00 
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Din încercarea în scurtcircuit (fig. 4.3, 4), se obține 


R + jX, 
II Rt — 
ad RERSRPX 


2-(2) EIS ES 15 +15 
EN 


Todi, + T S 5 10 
La scurtcircuitarea bornelor secundare avem 


sux cum 
f. rx Pa р’ 
dar din figura 4.3, d, rezultă că: 


și deci: 


(Roti XR, 
нту" 
astfel încît: 
B = DZ, = (85-5915 


xt | + (нә + 1Х) |= 
o 


R+ R, +iXo 
= кух Et — 10 + j 101515 


20 + j 20) Q 
sas (000-120) 
Pentru calculul impedanfei caracteristice primare, se folosesc relațiile 


== 
1 CU, + DI, 
din care rezultă ecuația: 
CZ + (D — 4) Zu — B=0, 
pe care rezolvind-o, se obține 
á= y A — D) 5 
£y == е d T 
$i numeric: 


241—241 GIF 30-4120 = 

Ze = 0121025 20,1 — j 0,1) +152 aoa рода * 0110 01-4104 — 
10 10 A 5/3 — 1) +i 51 уз) Q 
-15 af a EADE N 


ҮЗ +1) —15үз—1)@ 


Se refine numai prima valoare deoarece a doua are ea reală negativă 
şi deci nu pie fi realizabilă practic. Deci: m Y 


= 5(/3 — 1) +j 5V3 + 1) = (3,65 + j 13,65) Q, 
adică este formată dintr-o rezistență de 3,65 Q în serie cu o bobină ideală 
de inductivitate; 
І = 156 .198 — 4,34 102H 
25:50 314 


434 mH, 
în cazul frecvenţei reţelei de alimentare f = 50 Hz. 
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Problema nr. 4.4. Să se determine valorile elementelor schemelor echiva- 
lente în T, II si Г ale unui cuadripol oarecare ai cărui parametri А, C, D au 
valorile: А = 0,3 +j 0,6; C = (0,1 +j 0,2) S; . D = 0,5 + j 0,5. 

Soluție: 

Aplicînd teorema a 11-а a lui Kirchhoff celor două ochiuri independente 

ale schemei echivalente în T din figura 4, 4, a, se obțin ecuațiile: 


U =Z, + (L-1) 


Fig. 4.4, a, b 


Rezolvind acest sistem de ecuații în raport cu mărimile de la intrare 
(£a, U3) , se obțin ecuațiile: 


I, -UY (AY +1) L 
Ui = (ДҮ + 1) Us + (2,2,7 + Z, + 28) D 
de unde, prin comparație cu ecuațiile: 
U, = А0, + BI, 
I, = CU, + DI, 
se obţin coeficienţii fundamentali: 


А=1+2У; B- ZZY +2 +Z; 
с=ү; D=1+2Y 
Rezultă de aici: 
X-6 zi; gs2. 
Numeric: ї 
Z-y$-0-i499;Z-(4j99:;Z-(0-j390 
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În cazul cuadripolului în II, se aplică prima teoremă a lui Kirchhoff la 
nodul B și а doua teoremă a lui Kirchhoff pe ochiul care se închide în lungul 
celor două tensiuni la borne jx 14, e si se ua ecuaţiile: 


sau 
w 1 
0, = (5+ 1}0, + 2-2 
usi +1), un 
2 
а= (X. x2) + (F +1), 
de unde rezultá: 
Y . и: 
а=1+7; B=% 
ул, Y 
С=Ү,+Ү, +292; р=1+& 
С=Ү,+Ү, + у: 2 ub 
sau 
D- A-— 
Xo; Bi = 
Numeric : 
42-1 L (— 0,5 +j 5,5) Q 
Y, = (— 00164 + j 0,180) S 
Y, = (0,0985 + j 0,082) S 
Y, = (0,12 + j 0,1165) S 
Observaţii: 


a. Cuadripolul echivalent în T poate fi realizat (deoarece impedanele respective au părţile 
reale pozitive) sub forma arătată în figura 4.4, c; 


b. Cuadripclul echivalent în П nu poate fi realizat (deoarece Уз are partea reală negativă) ; 
e. S-ar fi obţinut aceleaşi rezultate utilizind incercările de gol si de scurtcircuit. 
De exemplu, în cazul cuadripolului în T: 
7 e—nnnrp—1— un gen c= ( A ) Yet: 
А 0,2-0 
Pentru determinarea elementelor 
cuadripolului echivalent în T (fig. 4.4, d), 


f 0 z se pot scrie ecuaţiile: 
с In = a + YUa 
Fig. 44, e U,—U, t 21, 
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Es = Ua + ZU: + YU) = (1 + ZY)U; + Zl, 


I;—YU + de 

?2 1 2 
05 55 

А 2 

Й 47 

1, r L9 е 

e 
Fig. 44, d, e 


Indentificînd cu ecuaţiile: 
se obține: 


Deci: 


1 СРУ 
01 +302 1+2} = (2—40 
Realizarea acestui cuadripol este arătată în figura 4.4, е. 


$ 
Z-Y- 


Problema nr. 4.5. Fiind dat cuadripolul nesimetric din figura 4.5, a, săi se 
determine schema echivalentá in T. 
Date numerice: R, = К, = 100; R,—50; №, = 150, 


Solufie : 

Schema echivalentă în T are coeficienții Za identici cu cei ai cuadripo- 
lulai dat. Se vor egala deci coeficienții Za ai ambelor scheme, determinaţi 
din ecuaţiile: 

U, = Zula +21, 
Us = 231, + Zal, 


În acest scop se calculează coeficienţii Za ai cuadripolului dat. 
La mersul în gol, în cazul alimentării pe la bornele primare, avem: 


Ia=0; Uj-—Zul: 
Uso = 231,0; 
dar din schemă se constată că: 


п, — + BOO RQ р 
0 +++! 


Za = EHR RHR) — 108 
В+ R+ Rat Re 


Pentru determinarea coeficienţilor Z;, și Za se aplică teorema а doua a lui 
Kirchhoff circuitului (7) din figura 4.5, 5 si cu notațiile din figură, se obține: 


Bali — Rali +U» =0; 


dar 
ra e е Lope Us oU. 
аат c TEXTS 
adicá 
Rezultá: 
deci: 


Coeficientul Za, se determină scriind ecuațiile 
bornele secundare, cu bornele primare în gol (Г, 
pozitiv pentru curentul 7,. Se obțin ecuaţiile: 

Uso = 2.1 


Uso = 2.1.5 


în cazul alimentării pe la 
= 0), păstrînd același sens 


Pentru cuadripolul în punte dat, avem în această situație: 


an Br ROGS RR); _ _ 003150045 p _ _ 
Bw ВЪВ +В, в, im 10 + 15+10+5 Io 9271 
de unde rezultă: 
Za = — 9,310 


Pentru determinarea, coeficienţilor 2 
ai schemei în T, din figura 4.5, c, se /9 
procedează astfel: 

— alimentind circuitul pe la bornele 
primare, cu cele secundare ín gol, se 


obține: ră 
Uy = (2, + 28), 
Uso = 21,5 
şi corespunzător: 
21=2+2 
Zu = i 


— alimentind circuitul pe la bornele secundare, cu primarul în gol și păstrind 
acelaşi sens pozitiv pentru curentul 7,, se obține: 


Uso = — (Za + 2)1% 


adică 
Za = 28 = —(Z+2) 
In 
Identificind coeficienţii 2,, ai ambelor scheme, se obține sistemul de ecuaţii: 


Za —Z 4-100 
Zu = Za = 258 
Za = — (Za + Z) = — 9,379, 
de unde rezultă valorile elementelor schemei echivalente în T a cuadripolului dat: 
2,—210—2,5— 7,50 
Za = 9,37 — 2,5 = 6,870 
Za = 2,50 


Problema пг. 4.6. Pentru cuadripolul din figura 4.6, a, să se determine coefii 
ientii Zi;, 2, Za, coeficienţii A, B, C, D precum și elementele саай 

wr Жытын. Date анаа: Xi = ub вО Dali i: 
x oM =10; R=10. 
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Solujie : 
Aplicind teorema a doua a lui Kirch- 
hoff pe ochinrile 7 si 2, cu sensurile [de 
gere pozitivă a ochiurilor alese ca. 
р figură, se obține sistemul de ecuaţii: 
U, = jX + RU, — 1) + jXuls 
Us = — XL, + Rs — 12) — Xala 
sau 
U, = (EX) L + (7 R + Xa) Ia 
U, = (R — Xa) D + (— R —jX9 1, 


Rezultă: 
Zu — R+iă 
Za = Za = —R + Ku 
£a = —R — Xs 
sau numeric: 


Za = (i90 


Za = Zuse 
Za = (—1 — }2)0 
Rezolvînd cea de a doua ecuație a sistemului de mai sus în raport cu Z, 
se obține: 
‚Ж 14 2j 
-jati 5 
adicá: 
С =@5+105)5 
1+2j 
1-j 


= —054j15 


Pentru determinarea coeficienţilor A si B se poate exprima U, în funcție 
де U, și de I; sau se folosesc formulele: 


1418 o 14453; в Citi2C95-i19-1 ( „у, 
4- n 14j2; B TV (6 + jo 
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Fig. 46, b с 


Elemenicle cuadripolului în T echivalent sînt (fig. 4.6, b): 
Ж=б= (0,5 +j0,5)S 


0,5 + j 0,5 O 
EE a CII un 
0,5 +05 

D-1 —05--ji5—1 М 

2 с 1+} е 
2 
Realizarea cuadripolului este prezentată în figura 4.6, c. 
Problema nr. 47. Să se determine parametrii А, B, C, D, și Yi, Уз, Yas 
ai cuadripolului din figura 4.7, а si elementele cuadri: ui în IT echivalent: 


Date numerice: К = 10, X, —20, X, —20, X, = 


Solufie : 
Aplicînd metoda curenților ciclici (fig. 4.7, a) se obţine sistemul de кай; 


U, = ХМ — }Х + (Ху — X1 I 
—U; = — Xu; + jX: + j(Xu — X) 1 
0 = (X, — X) Li + Xu — X) I+ [R +(X, T3 —2Xu d Is 
Înlocuind datele numerice si ţinind cont că I=L, J,—1; şi L; = Im 
sistemul devine: 
U = Al — jl — jL 
UV = ii — lat ile 
0= —iZa — ifi (1 +2j) Z 
de unde, eliminind pe 7, și explicitind 
curenţii Г, și 7, se obțin ecuaţiile: 


3 Fig. 47, e 
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Yu = nU 5 
Үз = -Yn == +s 
Уз = 24125 


Pentru determinarea coeficienţilor A, B, C, D se explicitează sistemul de 
ecuații de mai sus în raport cu U, și Г, și se obține: 


Usi 233p], 


1+1 11-3) 
Za 45 0, + 10 1, 
Prin urmare: 
д= 1-31 в 9+3 0, Й 
E 10 = 10 
Qa UH. pH 
10 10 
Verificare : 
e 9 3j )[1-2 7i 
4D — Bc = ci a \( 51) : Е 


Elementele cuadripolului echivalent în II se determină scriind ecuaţii, 
care rezultă din aplicarea primei teoreme a lui Kirchhoff în nodurile M și 
N(fig. 4.7, b): 

Ii = U, — U) Ys + = (Yi X) U, — YU, 
l= Urbi uos = XU, — (Y: + Y) U: 
adică: 
Үһ=Ү + Y 
Ya = —(YX: Y) 


Ye = Ya = —Xi 


дн 0S wb, s: 


1р à 


% 
p 


Fig. 47, b, c 
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de unde rezultă: 


Vi = Yn + = Sl (-4)s 


Bio tata - (88253) 


Yi = Yu = -Yn HL. Se -iJs 


Realizarea cuadripolului în II echivalent este indicată în figura 4.7, c. 


Problema nr. 4.8. Să se determine parametrii fundamentali A, B, C, D ai 
cuadripolilor din figurile 4.8, a şi 4.8, b. Pentru cuadripolul din “figura 48, b, 
să se determine apoi impedantele de gol si de scurtcircuit precum si coefici- 
епі 21, Zi, Zan Za 
Soluţie : 

Pentru cuadripolul din figura 4.8, a, prin încercările de mers în gol și de 
scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele primare, se obține: 


1,=0; О, = АШ» 


Lio = СШ 
Dar 
U, 
Ia 
Ur = Us 
Deci: 
U 1, I 1 
А= 2% =1; Cozi 
Te "oU. UV. 2, 


şi deci: 


в= 2: р- 2А 
2, 
Verificînd rezultatele, se obține într-adevăr: 
др вс= 2+2 4 c 
UT $a = 2, 2, 


În cazul cuadripolului din figura 4.8, b, aplicind teorema a I-a а lui Kirch= 
hoff în circuitul primar si în cel secundar al transformatorului, se obțin ecu- 
aţiile: 

U, = (R, + jeL;) Z, — joMI, 
—U; = — jeMI, + (Е, + joL;) 1, 

Explicitind acest sistem de ecuaţii în raport cu mărimile din primar, se 

obțin ecuaţiile: 


9} Rita a Batu у | Ыла RR 
u= oM ue м UM +i[ M oM ~), 


Identificind cu ecuaţiile fundamentale ale cuadripolului 
U, = AU, + ВІ, 
1 = CU; = DI, 


rezultă: 
д = UE 
= oM 
Lo Rila у Belu ү [ө RR _ 
£2 M м *i[ M oM om) 
E 
Gu 


D= ааз 1) 


Identificînd primul sistem de ecuații cu sistemul: 
Ui = Zul; +21, 
Us = Zal; +21, 
se obține: 


Za = — (Ra + јог). 
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În cazul încercării de mers în gol (Z, = 0), ecuațiile devin: 
Vo = (Ri + је), 
Uso = јем, 
десі impedanta de gol este: 
Zi = TAS =R, + jol, 
10 


is 


Scurtcircuitind bornele secundare (U, = 0) se obțin ecuațiile: 
Uy, = (Ri + јә) Lise — JOMI nue 
0 = — joMI,, + (Ra + ioLy) Los, 
de unde prin eliminarea lui 7,,,, se obține ecuația: 
А wM? 
Um = E +јә + Ex TRUE zl 


Impedanja de scurtcircuit, în cazul alimentării pe la bornele primare, re- 
zultă: 


E 
2, = Sit = R + jol, Le 
ata 

|- (Fix P) + ien- Ri + oL} aL) 


Problema nr. 4.9. Sá se determine parametrii 4; B, C si D, elementele cua- 
dripolului in T echivalent si impedanfa caracteristică Z, în cazul unui cua- 
dripol simetric, știind că în urma efectuării încercărilor de gol și de scurtcircuit 
cu alimentare pe la primar s-au obţinut următoarele rezultate: 


Uj = 100; U,,—513V 
lo= 20A; 1,,=10 А 
Pio = 1,2 kW (inductiv); Р = 492 W (inductiv) 
Solujie : 


În cazul cuadripolilor simetrici (А = D = А, = А) ecuaţiile generale 
se scriu sub forma: 


IU; = 4(0, +21) 
Zi = AYU: + 12) 
cu 
1 
AI — ,2,,) = 1 sau d = az 
Încercarea în gol permite să se calculeze: 
-|Y.—2-—028; cse = Pie = — 0,6, 
о 


Uho 100-20 — 
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adică: 
Y, = Ye cos фы — jYosin e, = 0,2 + 0,6 — j 0,2 - 0,8 = (0,12 — 0,16 j) S 
Folosind datele de la încercarea de scurtcircuit, se calculează: 


U, 51,3 
Ze g 02-92 33430 
PLUIE ле ЖЕТУ 


COS Qi, = et E. sei 06 
Wd indies ENI, ы 


Deci: 
2, == 2 COS Ф. + }2,, Sin Pise = 5,13*0,96 + j 5,13- 0,283 = (4,92 + j 1,44) 
Rezultă: 


1 e 
A + ү 1 — (0,12 — 0,15 j) (4,92 + j 1,44) 


1 Я 
= —— е-173:9° mig = — е-136,95° т:180° 
+ Ї ver © gt 


4 = + (1— 0,75}) =р 
В = Z,A = 4-(4,92 + j 1,44) (1 — 0,75 j) = + (6,01 — 2,24 j) Q 
C = AY, = + (1 — 0,75 j) (0,12 — 0,165) = F 025; S 
Există deci doi спайгіро care dau aceleași rezultate la încercări de gol 
și scurtcircuit. 
Elementele cuadripolului în T echivalent sînt: 
ZQ2-ÓIi.2520-959-1. 40 sau Z,2(3485j0 


с +025] 
23 do ry ud 
Acc T.i +410 
Z=Z 


Cei doi cuadripoli în T, echivalenți din punctul de vedere al încercărilor 
de gol si de scurtcircuit indicate, sînt realizabili (fig. 4.9, a si 4.9, b). 
Impedanfa caracteristică a acestui cuadripol simetric se calculează cu una 


din formulele: 
=] 2= y 
2- +] ®-+ 
Н 3 : ај 
у EP. 7 3 z 
A 4j -4j 
1 MET a^ 
а b 
Fig. 49 


Numeric se obține: 
Z, = + [8,96 4 24,04} = + 5,05 eit m180°, 


2 
dar se reține numai valoarea 

Ze = 5,05 ei3%40n:180 Су = (2,88 + j 4,2)Q 
deoarece cealaltă soluție, avind partea reală negativă, este nerealizabilă 
practic cu elemente pasive de circuit. 

Problema nr. 4.10. Să se calculeze constantele A, B, C, Dale unui cuadripol 
pentru care s-au făcut încercările de mers în gol (I) si în scurtcircuit (II) cu 
alimentare pe la primar și încercarea de mers în gol (III) cu alimentare pe 
la secundar, obtinindu-se. următoarele rezultate: 


(0 U —100V; „= Ww A; U= V: Рус = 5000W (capacitiv) 


Y ya 
UD) Uy, = AY Tis RA I4,—10]10A; P,,—4000W (capacitiv) 
UII) Ua = 100V; Ip = Au P, = 2000 W (inductiv) 
Sá se calculeze apoi elementele schemei echivalente in T. 
Soluţia întii : 


Folosind numai datele de la primele două încercări și valoarea factorului 
de putere cos pz dedus din cea de a treia încercare, se obţin relaţiile: 


U, = А0, + ВІ, = AuUs + AuZuela 
1, = CU; + DI, = А.У + Aud; 
Pentru determinarea márimilor: 
Aso = Аве», Уо = Yio €, 
Ain = Age бн, 2 =2 uo, 
se calculează pe rînd modulele și argumentele lor: 


U, 21 1, 1 

Asa = utn? Ya-ot-yp 
-de.ys; = 500 51, - — 45° 
dul 5; COS Pro 10000 2 yg? 9w 45 


(unde s-a luat valoarea negativá datorită caracterului capacitiv al acestui 
defazaj). 


Zu, = D =1; 
Л 
соз Фф = 20002 0,8; фу, —83648'; (cu aceeași precizare са mai 


10000 
sus asupra semnului) 
соз Pao = агт — 0447; ф = 63*30' (unde s-a considerat va- 
loarea pozitivă, datorită caracterului inductiv al acestui defazaj). 
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Pentru determinarea argumentelor a, si au, se folosesc relațiile: 


Уш 21а Sin (фис — 99) 
одо + ота) = — 10 ae SE (ue Ф) 
tel e 1 — Yio Zane 05 (Pise — P10) 


unde numărătorul și respectiv numitorul au semnul lui sin (eso + æg) $i 
respectiv COS («о + ш), iar оу — aue = Фо — 920 = Pise — 9uc 
Se obține: 


ыд ЙЕ, 1 — sin (— 36%48 + 45°) 


0,1425 — 
0419 — 


=arctg 


2 
= arc tg 0,336 = 18530" sau аз, + ay, = 378°30' 
Pio — Фао = © — Фо = — 45° — 63*30' = — 108%30' 
Cele două valori pentru (oo + «,,) sînt singurele posibile și distincte, 
deoarece corespund cu semnele cosinusului și ale sinusului (ambele > 0), 


iar «o ȘI ase fiind definite fiecare într-un interval 27, suma lor este definită 
într-un interval egal cu 4л. Rezultă: 


бо = — 45? sau оү, = 135° = 180° — 45° 
Gg, == 63°30' sau aue = 243°30' = 180° + 6330" 


ҮЗ 1 — A cos(—36%48' + 45°) 
ya 


Se obțin două sisteme de soluţii: 
А» = x Zen etm = 4 (1— j) 
Aue = + |3 е? sim — + (1.2) 


Yo = me (0,5 +0,5;) S 
Дш = 15 е0" ii = (0,8 — 0,6 j) Q 
şi deci: 
4=40= + (1— }) 
В = Am Zu = + (2 + j)Q 
C = Aso Yi — 31S 
D= åm = (1 +2)) 


a Impedanfele elementelor cuadripolului 
echivalent În T sînt: ре 


2, 22 
žo 
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Observaţie: 
S-au reținut numai soluțiile cu semnul plus, deoarece celălalt sistem de soluții cores- 
punde lui C 2 — 1 < 0 și deci 2, = — 1 < 0, nerealizabilă practic. 


Solufia a doua: 


Folosind datele tuturor incercárilor, se calculeazá impedanfele de gol si 
scurtcircuit: 


1 


Zo = ү =Зе-н* me (1 —i) O ; Zue = (08—060 0; 


Zo = Зон = [Зе =н — (1 +23) Q 
e 
Folosind apoi relaţiile: 


1 ; 4 = CZ; Be 2Р2; D= CZ 


Za Ze Zu 5 
se obține același rezultat ca mai înainte. 


Problema nr, 4.11. Să se determine condiţiile pe care trebuie să le îndepli- 
nească coeficienţii din ecuaţiile cuadripolului pentru ca acesta să nu consume: 
putere activă (cuadripol fără pierderi). 


Soluția initi: 
Folosind ecuațiile: 
U, = Zul, + Zuls 


Us = 211, + Zale 


Zu = Ra +jXu 
Za = -Zn = Ra +} Ха 
2а = Bat i Xa 


$i punînd condiţia ca puterea activă totală absorbită să fie identic nulă, 
se obține relația: 


P = P, — P, = Qe(UIi — 0.) = Ret Zu + Zali la — 2410 — 
— Zyli) = 0, 
Ral — Ral + Re {Zalli + I51,)) = 0 
Dacă фу este defazajul dintre 7, și Т», atunci, 
Til, + БІ, = 21,1,соз фу 


cu 


sau 


i deci: 

ч £ 22 
Rul? — Rali + 261,1, COS Ф = 0 & 

pentru orice valori ale variabilelor indepen- 

dente I, I, Și Ф. Fig. 411 
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Trebuie deci ca: 
Ru =0; Ra=0; В, = 0. 
Mai rezultă: 


XyXkX3h. 52. 
-—— = imaginar. 
j Xs S 
Soluţia a doua: 


Rezultatul se poate obține mai simplu folosind următorul raționament: 
orice cuadripol admite un cuadripol în T echivalent (fig. 4.11) pentru care 
avem: 


21=2+2, 


cu I 
Z-RtjX, 
Z= 8+} Х, 
Zo = Roti Xeo 


Pentru ca acest cuadripol să nu aibă pierderi trebuie ca el să nu aibă pier- 
deri nici în cazul funcționării în gol, deci: 
Ri = Ro= 

și nici la funcționarea în scurtcircuit, deci: 
R0 


Rezultá: 
Ru = Ra = В. = 0. 


Problema nr. 4.12. Să se determine condiţiile pe care trebuie să le îndepli- 
neascá coeficienții 2,1, Zss, 2 = — Zan pentru ca un cuadripol să fie pasiv. 


Solufie : 
Scriind ecuaţiile: 
U; = Zalı + Zuls 
U: = 2.11, + Zal, 
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$i punînd condiţia ca puterea activă totală absorbită să fie pozitivă, se obține 
relația: 

P = P, — Pa = Qe(U,I1 — Шу = Ruli — Rai + 28,1,1,соз > 0 
pentru orice valori ale variabilelor independente Т,, Г, și Ф: (s-a notat cu qj, 
defazajul dintre 7, si 7). 


Din cazul 7, = 0, se deduce — Ras? > 0, adică Ra < 0 
Din cazul /,— 0, se deduce Р > 0, adică К> 0 


Cu notația x =? trinomul Rn% + 2R% cos qj — Ra > 0 trebuie 
să nu-și schimbe semnul şi deci să aibă rădăcini imaginare, ceea ce are 
loc pentru 

fi 
Ra <$ PuC св Ra) 
costais 
adică: 


—lRu(— Кы) < Ra < + Ru (— Ra). 

Problema nr. 4.13. Să se găsească elementele matricei admitanfá a cua- 
dripolului în II pe două căi: 

a. prin calcul direct; 

b. p compunerea acestui cuadripol din trei cuadripoli elementari conec- 
tati în paralel. 
Solufie : 

a. Aplicînd teoremele lui Kirchhoff circuitului din figura 4.13, a; se obțin 
ecuaţiile: 


I, = UY, + Da + UY, 


U, =$ (a + ШУ) +U 
Y, 
sau 
1,= (Y; +X) U, — YU, 
1,— YU, (Y, + Y U, 
de unde rezultă: 
е [®+%д = 
E X, - (+1) 


b. Considerind cuadripolii elementari din figurile 4.13, b, с, d, se scriu 
ecuațiile lor de funcționare de forme: 
[ZI=IEI-U] 


şi se deduc din ele expresiile matricelor admitanfá. 
Pentru cuadripolul elementar din figura 4.13, 5, se scriu ecuaţiile: 


Di = YU Di =0, 


21, 4 1: 2, 
1 T 2-2 sei 2 
2) |% % ГАЙ 5 Ib Т 
ri ły г tz 
a b 
i 122 Ж“ Wk dE 4 
U E^ % Lr % 
7 2 pi » 
с Р d 
Fig. 4.13 
adică: 
[I] -[YT[U] 
> Ү,0 
у" 
[20] 


Pentru cuadripolul elementar din figura 4.13, с., se scriu ecuaţiile: 
Di =0, 5 = — УШ» 
adică: 


uj =[¥'VIU] 


tY]- [ E 


Pentru cuadripolul elementar din figura 4.13, d, se scriu ecuaţiile: 
Zi = If = Y, (U, — U3), 


cu 


adică: 
"= LY"]- [U] 
cu Y Y 
mn _ | 20 — 2o 
HC EY 


Cuadripolul în П dat se realizează prin ponectarea, în paralel a acestor cua- 
dripoli elementari, deoarece: 


[ZI = 027-127-127. aec ad 


== 557 
Rezultă: 
E Pta Xa 
ziera ә | 
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Problema nr. 4.14. Să se găsească elementele matricei [A] a cuadripolului 
în T pe două căi: a) prin calcul direct; 5) prin compunerea acestui cuadripol 
din trei cuadripoli elementari legaţi în lant. 


4 > 1 {2 
y l^ I 
gu 
Ir 
4 2 DEP 2 
22 
ГА » ou ur ГА 
ЕК 4 e 2 
c d 
Fig. 4.14 


Solufie : 
a. Pentru cuadripolul dat in T, avem: 
Uı = AU, + BI; 


Za = CU, + DI, 
sau 
unde: v "M n Р 
47i). - 7^ ресс S 
(2) „Zi. в = da -(E zu 
Za JUa=0 Z^" 
Econ; 
Z, 


b. Considerind cuadripolii elementari din figurile 4.14, b, c, d, se scriu 
ecuațiile lor de funcționare de forma: 


1-8) 


$i se deduc din ele matricele coeficienţilor fundamentali [А]. 
Pentru. cuadripolul elementar din figura 4.14, b, se scriu ecuaţiile: 


U= Us + 21; 
Za = 15, 


p EI us ш 


adică: 


14 
Ате a 
м-р 2] 
Pentru cuadripolul elementar din figura 4.14, c, se scriu ecuaţiile: 
Ui-Ur 
D= ZU +I 
2, 
adică: 
05 „ [Ui 
=[41". | 
]-ur [E] 
cu 


Pentru cuadripolul elementar din figura 4.14, d, se scriu ecuaţiile: 


U =U, +2, 
Ii = Ia 
adică: 
[z]-[] 
cu 


wih 4| 


Prin conectarea în lanţ a acestor cuadripoli elementari se obține cuadripolul 

în T si se observă cá, prin substitufii succesive, se obține relația: 

0; nr Amar qm гај 

=[ A" [A] TA" 

[E] 

adicá: 
[4] - [AA] L4"] 

Calculind, se obfine: 


, ZI | o 2, H 2, 
0з | z, 1] [0 FA zl 
Z, 2.7. 
+2 UR. 
1 Z, 
2; ш 


adică același rezultat ca si cel obținut prin calcul direct. 
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Problema nr. 4.15. Să se determine elementele cuadripolului echivalent 
în T al unui transformator fără miez de fier. 


Fig. 415, a, d 


Inductivitatea infágurárii primare este L, а ínfágurárii secundare La, 
iar inductivitatea mutuală M. Rezistenfele înfășurării primare si secundare 
sint R, respectiv R} 

Se vor trata separat cele două moduri de asociere a sensurilor de referință 
ale curenților și tensiunilor arătate în figurile 4.15, a si b. 

Se presupune cá: L, > М > Le. 

Solufie : 
Cazul a. Ecuațiile cuadripolului din figura 4.15, a sînt: x 
U = (R, + јә) Li — joMI, 
—U; = (R; + јог), — joMI, 
Pentru cuadripolul în T echivalent (fig. 4.14, а), se scriu ecuațiile: 
U, = (Z + Zo) 1, — Zale 
— Ua = (Za + Zo) L — 241 
Prin identificare rezultă pentru elementele cuadripolului în T, expresiile: 


а= Rk alla — М), Za = Ra + j o(La — M), Zo —j oM, realizabile 
practic, ca în figura 4.15, c. 


1 
CIM) 
1 2 
B dr fe 
M 
, >” 
è d 
Fig. 4.15, c, d 


Cazul b. Pentru cuadripolul din figura 4.15, 5, ecuațiile de funcționare 
se scriu: 


U, = (R, + joL,) І, + joMI, 
= Оз = joMI, + (Ra + јә.) 15, 
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iar pentru elementele cuadripolului în T echivalent, rezultă expresiile: 
Zi — Rt je(L; + M); Z = Ra + jo(L, + M); Z= — joM, 
realizabile practic, ca în figura 4.15, d. 

Problema nr. 4.16. Să se determine 
tensiunea de ieșire a cuadripolului din 
figura 4.16, а, dacă la intrare se aplică 
o tensiune U,, iar impedanfa de sarcină 
a cuadripolului este Z,. 

Soluţie : 

Se calculează funcția de transfer a 
acestui cuadripol exprimînd pe U, cu 
ajutorul parametrilor fundamentali A 
și B ai cuadripolului: 


p p i 
О Щщ Mata 4, B 
4.16 : " 
Fig. 4. anis 


Pentru determinarea parametrilor A si B se consideră cuadripolul dat 
ca fiind realizat prin conectarea în lanț a doi cuadripoli de tip Г (fig. 4.16 ,b). 

Parametrii fundamentali ai cuadripolului T rezultă din încercările în gol 
și scurtcircuit. 


Se obține: E 
jol + — 
ИР s BE с — qt 
4 -(2),-. TE cea 
јәс 
‚ [0 - 
e= (8), - m iet 
B- AE as 
1,]U, = 
р'=1+8с_ 1 
us A 


Matricea fundamentală a cuadripolului rezultant obținut prin conectarea 
cu lanţ a cuadripolilor în Г componenți rezultă de forma: 


[4] = [4- [4] 
și deoarece cuadripolii legati în lanț sînt identici: 


га) - [1 zc T că [ — 3С + eL? — yQeL — LC) 
& E 1 i(20C — e*LC?) 1— ac 
Rezultă deci: 


А = 1 3e8LC + 20°; В = јог — osL1C), 
350 


1 

Ko = 2шю], — eC ' 

1—3 eILC* + oiii j ——— 9 
2, 


adică: 
1 


U, 

1 зашо + uf aca + je EC 

Problema nr. 4.17. La bornele de ieșire ale unui cuadripol, avînd atenuarea 
a= 1 Np și impedanfa caracteristică Z, = Z, = 600 Q, se leagă un filtru 
a cărui impedantá de intrare este o rezistență ideală care variază între limi- 
tele de 150 si 600 Q pentru diferitele frecvențe ale semnalelor de lucru. 

Să se calculeze impedanja de intrare a acestui cuadripol. 
Solujie : 

Impedanja de intrare a unui cuadripol avînd impedanța caracteristică 
Ze, impedanfa de sarcină Z, si exponentul de transfer g este dată de expresia: 


În cazul numeric dat: 


£22,—-600;g—a-—INp; b=0 şi 2, = К,, 


unde R, variază cu frecvenţa între limitele 150 Q...600 О, 


Prin urmare, impedanfa de intrare a cuadripolului dat va fi o rezistență 
pură de valoare: 


=Z, —gBotZetha, 
Za = Za = ZFR i 
adică: 
Za = Ra 600 Ra + 600:0,761 _ 6oo(1,31 Fă 3314 ) 
600 + R,-0,761 0,761 R, + 600 


Impedanfa de sarcină a cuadripolului dat e constituită din impedanța 
de intrare a filtrului conectat la ieșirea sa. Se constată că la creșterea impe- 
danţei de sarcină R, crește și impedanfa de intrare a cuadripolului. 

Pentru К, = 600 Q se obţine la intrarea în. cuadripol Ra = 600 Q, așa 
cum era de așteptat în cazul unei sarcini acordate. 

Pentru R, = 150 Q, se obține Ru = 508 Q. 

Se observă că dacă impedanfa de intrare a filtrului variază de la 150 Q 
la 600 Q, impedanta de intrare a cuadripolului dat variază numai cu 


ARa _ 600 — 508 


— 15,39 
E» we = 153% 
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L L Problema nr. 4.18. Transformatorul din fi- 
ta 2 2 gura 4.18 are rezistența înfășurării primare 


19 М, = о 
Аи 7, — 5 О, rezistența  înfășurării secundare 
[A f n Ú% r7,—5 О, геасіапја  infágurárii primare 
ij ad , % = 37,5 О, reactanfa înfășurării secundare 
Г “2 ж = 37,50 si reactanfa de cuplaj x, = 30,4 Q. 
Fig. 4.18 Să se determine impedanja caracteristică, 
atenuarea si coeficientul de defazaj 5. 
Solufie : 
Impedanța caracteristică a acestui cuadripol simetric se calculează cu 
formula: 


Ze = 122... 

în care Z;, este impedanfa primară de mers în gol, iar Z,,, este impedanța 
primară de scurtcircuit. 

Valorile acestor "y uA rezultă din ecuaţiile care se obțin din aplicarea 
teoremei a 11-а a lui Kirchhoff pe cele două ochiuri ale circuitului: 

0, = (n + ја) — јем e 
— Us = (rs + јх) Za — iu Dn 
Dacă se înlocuiește în ele 7, = 0, respectiv U, = 0, se obține: 


у, U, а 
Zi = [2 ias 
(20) от 
U, у, E 
Z (2) = ја + 
fe Tne (LJe Ја жЕ» 
Numeric, avem: 
37,5 


Za = nt in = 5+] 31,5 = |524 31518 i = 


= 37,8 e229 лю (у 


si 
Zu, = 5+ 137,5+ тле =8,22 +j 13,3 = 15,65ehrit лв С 
Rezultă: 


Z= y: 37,8" 15,65 gi57*730" л:180° —. 24,3 e157*7'30” mi180* Су 
Pentru valoarea 180°—57°7' 30” = 122°52'30", partea reală a lui Z, se 
obține negativă. 
Pentru calculul lui g , se utilizează formula: 


tg g= Zu 
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Numeric, se obține: 


2 LE A oo 
th gg jew 
e 37,8 


Dacă se notează 
thg — th(a+i b) = | g|e* 


= 0,642. e- i730 st 


$i se fine cont că: 


se obține relația: 
1, 1+ |һф]е# 


ат Бакасы 1 — |thg ei 


În cazul numeric dat, |th g| = 0,642 și y = — 2571730". 
Rezultă: E 
a = In 1,79 = 0,581 Np — 5,02 dB, 
b- i (— 43°) = — 21°30 = — 0,376 rad. 


Problema пг. 4.19. Să se determine tensiunea de la bornele secundare 
aflate în gol ale cuadripolului în punte din figura 4.19, a, dacă se cunoaște 
curentul 7, de la bornele de intrare. 

Soluţie : 
Din ecuațiile fundamentale ale cuadripolului: 
D= AU, + BL 
n = CU, + DI, 


Fig. 4.19 
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pentru І, = 0, se obține: 
Lio = CU 

Problema se reduce la determinarea parametrului fundamental C. Consi- 
derînd cuadripolul dat ca realizat prin conectarea În serie a unui cuadripol 
în II si a unui cuadripol elementar transversal (fig. 4.19, b), matricea impe- 
danjá a cuadripolului dat este suma matricelor impedantá ale cuadripolilor 
componenți: 

12]=127 +127], 

[271 fiind matricea impedanţă а cuadripolului component în П, iar ( Z"] matri- 
cea impedanţă a cuadripolului component monoelement. 

Elementele celor două matrice se determină cu ajutorul încercărilor de gol 
și de scurtcircuit. Pentru cuadripolul în II (fig. 4.19, c), se obține: 


Uio = Zulo 


Uso = Zn Lio 


Deci: 
Z, = Ше Zu 224) 22, 
Жау жЕ 2, 
Lio Z + 42 
=Z, = — Pit 22922 
Sa» — 2ц = — "32 dX 
Zi 424 
iar 
42% 
Оз = І. = 
20 210 Erti 
adică: 
Zn = — 23 


În cazul dat: 2 Z, = R, iar 


RIZ, + В) m 
7 Z,--2R Z, + 2R 
= R LORS В) 
Z,-2R Z,- 2R 


Procedind similar pentru cuadripolul din figura 4.19, d, se obține: 
£u > Zu Zn = — Zu Zu = — Zu = Zu 


și deci: 
2 — 2, 
Za 1 = 
vi [2 == 2] 
Rezultă: 
RZ, + R) КЫ 
+2; — 2, 
Z,-2R Z + 2R 
2] -[2 Zu] = [2]-127= 5* Eni 
Zn £n MENT. RZ, + 2R) 
- 21 En 
Z,+2R Z,-2R 
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adică: 


А, nm 

Zn = Z FAR +2, = 

și deoarece din relațiile de la mersul în gol: 
I, CU 


Uso = 2311, 
se deduce: 


și rezultă: 


unde 7,, este cunoscut. 


Problema nr. 4.20. Să se determine defazajul dintre tensiunile de la intrare 
și ieșire pentru cuadripolul în dublu T din figura 4.20, a, dacă z =R, 
iar impedanța de sarcină este o rezistență pură de valoare R, = R. 


Solufie : 


Schema cuadripolului dat poate fi considerată ca realizată prin conec- 
tarea în paralel a doi cuadripoli în T (fig. 4.20, b) si deci matricea admitanță 
a cuadripolului dat este egală cu suma matricelor admitantá ale cuadripolilor 


componenti. 


08 +213 


Z +28 


Pentru cuadripolul in T cu schema din figura 4.20, c, folosind încercarea 
de scurtcircuit cu alimentarea pe la bornele primare, se deduc relațiile: 


Lise = Ya Uis 
Lue = Yn Uwe 
de unde: 
1 
ү, due 
21 rien , 
din figura 4.20, c, rezultă: 
Lomo Ew qu 25325, 
EM Er че Z(Z, + 421) 
гуу +2 
Zoia 2 
2*5 
adicá: 
= + 229 
TCU ZE Razo 
Se constatá deci cá: 
Y= — Y, 20 E29 
nd E ZZ HAZ) 
De asemenea, 
Toi E^ Mie X nU 2 а 
mal MEER Z, Z, +423) Z "Zi 
Ar Zeb 
de unde 
is APE. A 
Zu = Yu zz y 
În cazul primului cuadripol component, 
1 1 
Z T реготу 
Zi=Ri; 2, Тас JK, 
iar pentru cel de-al doilea: 
imita В, R 
EPT 1 £5 
Corespunzátor, pentru primul cuadripol component in T: 
з 28 — j4R 
Yu Сй > II УТ ды 
RR — j 4R) 
ө, ni ati l-as 
Ya = RU —]}4) 
iar pentru cel de-al doilea cuadripol component în Т: 
„ _2 6-2 
= RGcri9 
VP E, 
EE RAJS 
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Prin urmare, pentru cuadripolul în dublu 7: 


»u ые: үй ыб poe ИИС ОРА 
Уг УР Hi }= 
ар NAUES Zppeb N П 


14 4 1 2+12j 
Y, Yan + Yi i == 
ъз алын Rü—j4 Rd-j4 R 17 


Pentru parametri fundamentali A si B ai cuadripolului dat, se calcu- 
leazá: ^ 


Ое 
P 4-(£) | = 0 Us 
Dar din relatia: 
1з = YU, + YU; 
la mersul în gol, Г, = 0, şi se obține: 


0 = YqUs, 4- YaUzo 
de unde rezultă : 


E = Ta e TEE 
кый: Уы Ya 6 
Analog, 
8-(5) 
d, JUa=0 


dar prin scurtcircuitarea bornelor secundare se obțin relațiile: 
Lue = Yu ue 4 


Laos = YU ue 
de unde rezultă: 
в= 1.858 
= qum Eke 
În cazul unei шеше, de sarcină oarecare Z,, tensiunile de la intrarea 
și de la ieșirea cuadripolului dat sînt legate prin relația: 


U= AU, + Bl — (4 - 2)0, 


de unde cu Z, — R, se s 


19,54- j 11 — 
Ж, er ES! e = 2,62 ei 1530 m:180° 
U, + 2, 64-j6 
та urmare tensiunea U, este defazată înaintea tensiunii U, cu unghiul 


= 15°30'. 


Problema nr. 4.21. Să se determine frecvențele limită de trecere ale filtrului 
trece-jos din figura 4.21, a și ale filtrului trece-sus din figura 4.21, b, știind 
că pentru ambele tipuri de filtre: L— 1 H; C=5 pF. 

Soluţie : 


a. În figura 4.21, a este prezentată schema de principiu în T a unui filtru 
trece-jos. 
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Parametrul fundamental A al cuadripolului 
este: 
4А=1+2 1+ jeL:jeC = 1 — e*LC 


Condiţia 


=1<4<1 
к I—c^ gese; 
у pedcs 
sau 
r— oz асъ Әә 1 
b 


Din prima inegalitate rezultă: 
«2С > 0 sau о Z0, adică o, = 0 


Din a doua inegalitate se obține: 


- LC [2 sau o S E adică o, 


si deci 
1 2 
= — = 100 Н. 
^ 2x | 5-10—% * 


Domeniul de trecere al acestui filtru este 


deci: 
0</< 100 Hz, 


adică filtrul considerat este într-adevăr un 
filtru trece-jos. 

În figura 4.21, c sînt reprezentate grafic 
variațiile cu frecvenţa ale parametrului | A | și 
respectiv ale coeficientului de atenuare «, 
punctele caracteristice fiind inseriate in ta- 
belul 4.21,a: 


Tabelul 4.21, a 


a = ага ch| 4| 


b. În figura 4.21, b este reprezentată schema de principiu in T a unui 


filtru trece-sus. 
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Parametrul fundamental 4 pentru acest cua- 
dripol, este: 


A-214ZY-14 
Condiţia 


1 1 1 1 
jeC jol a? LC 


1 


—1<А<1 ine: —1« 1— 1 
SAS devine < rS < 
Din a doua inegalitate, 
1 1 
1———«1 Н 
woe! Sau 1620: 
rezultă : 
wo dei, о, = оо He 
Din prima inegalitate, 01 r 
1 Fig. 421, d 
won a 
rezultă: 


Numeric se găseşte: 


adică: 


Banda de trecere va fi cuprinsă între f, = 50 Hz si f, = оо. 


În figura 4.21, d sînt reprezentate grafic variațiile cu frecvența ale para- 
metrului | A | si respectiv ale coeficientului de atenuare а, iar în tabelul 4.21,5 
sînt înseriate punctele caracteristice ale acestor curbe: 


Tabelul 4.21, b 


a = arg ch|A| 
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Problema nr. 4.22. Să se determine frecvențele limită ale filtrelor trece- 
bandă din figurile 4.22, a si 4.22, b. 


2 
Fig. 422, a, b 
Solujie : 
a. În cazul filtrului din figura 4.22, a se constată că: 
Z=i(uz =); arii, 
aC ГҮЯ 


iar coeficientul A din ecuațiile fundamentale ale cuadripolilor are expresia: 


aL —— 


х, ДР PUE. 
dz SLY eL, e ae = С 
Condiţia EN o T 3: 
conduce la inegalitățile: 
$ 1 L 1 
Vh uc: V* n t 


Din prima inegalitate rezultà: 


uri și prin urmare w, = z 
VIG d 


үс 
Din a doua inegalitate se deduce: 
1 L 
«°С Sab СУ, 
зап 
о 2 S = 


Lt 
Lo 
Banda de trecere va cuprinde frecven- 
fele între о; și о,: 
Arad mn n 
* yGL TAL) 


În figura 4.22, c sînt prezentate curbele 
de variație ale рата А(ә) şi ale 
coeficientului atenuare a(a), iar în 
tabelul 4. 22, a sînt înseriate punctele 
caracteristice ale acestor curbe: 


Tabelul 4.22, a 


4 1 1 
o o |u= == о = о 
VOL 214) VaL +L) | VIC 
L 
A е -4 o 1 14— 
141 o A 
a=argch] A|| eo 0 0 [^ 


b. Procedind analog, în cazul filtrului din figura 4.22, b, se obține: 
R 1 А 
Z- is - Il £= с, 


4-1 ZY 2 1— 00, (ol — 2) = 1 — LC + & 
—i1&A«1 


—1&1—вЧб,+ A «a1 


de unde se obţin inegalităţile: 


L— «С + <1 sau “>л 


1-с 221 


2+ Se 
adică cox = 


Frecventele limită inferioară și superioară 
sint deci: 


În figura 4.22, d sînt reprezentate curbele 
de variație ale parametrului A(oe) si ale 
coeficientului de atenuare a(«), iar în tabe- 
lul 4.22, b sînt înseriate punctele caracteris- [5 
tice ale acestor curbe: Fig. 422, d 


Tabelul 4.22, b. 


1 1 C 2 KEINE: 
o 0 f = ——le, = -= || 1 + —|e--——l1-2—|*9 
yra” үс € үс de 


141 1 + Se 1 0 T Leod 
c 


(к= argeh] 4 Ilag cwn: 5 $) 


Problema nr. 4.23. Să se determine frecvențele limită de trecere și să se 
construiască curbele de variație ale parametrului A(c) și ale coeficientului 
de atenuare a(w) pentru filtrul din figura 4.23, a. 


Solufie : 
Impedanfa longitudinală Z si admitanfa transversală Y sînt: 


za E уаш 
T 1 WLC —1 
adu 
Y = jeC, 
Deci A are expresia: 
- 21915 
A€l-ERSeITI си 


Condiţiile — 1 SA « 1 devin: 


-i«14 IA m 4 
de unde 
«С — 1 «0, 
Е: 


Fig. 4.23 
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adică 
c 
б VIC 
și 
«1С, 
ӘС – 1 


1+ 2—1 su ӘС, +26) 2 


Deci 


ЕР теше 
9; — V. 0. — Кт 


delimitind banda de trecere a filtrului. Filtrul dat este un filtru trece-jos. 
În figura 4.23, b sint reprezentate curbele de variație ale parametrului 
A(c) si ale coeficientului de atenuare «(®), punctele caracteristice fiind inse- 
riate în tabelul 4.23. 


Tabelul 4.23 
! 1 
о |o; = 0| Фо = Үпб, © ов = © 
© 
14| 1 0 -1 © 1+ x 
lx argeh|A|| 0 А со |argch (4$) 


Problema nr. 4.24. Sá se determine frecvenfele limitá ale filtrului din fi- 
gura 4.24 si să se calculeze coeficientul de atenuare la frecvențele f, = 415 Hz 
Si f, = 4,18 kHz din banda de atenuare, dacă L, = 25 mH, C, = С, = 0,5 pF. 


Solufie : 
Pentru filtru. dat, 


j (9-4 z) si Y =з 


їаг 


a-is- of d) ei eta 
| 


Frecvenfele limită se determină din condiția: 


54<1. 
Din inecuația: A < 1, rezultă: 
1-е, С 
2 G Se 
de unde 
> > Ra ТЕ 
= 1 8,93. 10951 
yas. s 


adică: 
f= 8 = 1415KH2 
Din inecuatia —1 < A, rezultă: 
PIC, —1 С, 
A Жең 


2 ё; 
de unde 
1 С, ә 
оу. o = 20: rs 1 
adică: 
s=% = 3,18 kHz 


Banda de trecere a filtrului este deci situată în intervalul de frecvență 
Uo /] = [1,415 — 3,18] kHz. 
Calculul coeficientului de atenuare a pentru o frecvență фор în banda 
de oprire a filtrului se face pe baza relației: 


cha |A| 
Pentru f, = 415 Hz, se obţine: 
1А091= |t ^ гш as ition ito 3i e |-: 457 
pentru care rezultă: 
аз = arg ch| A (fs) | = arg ch 1,457 = 0,92 Np = 0,92.8,7 = 8 dB 
pentru f,— 4,18 kH, se obține: 


д1 | – 062000 ae ea i 05.109 | — 2,868, 
2 0,5 + 104 


pentru care rezultă: 
a, = arg ch |A(/,)| = arg ch 2,868 = 1,7 Np = 14,8 dB 
Problema nr. 4.25. Filtrul de joasă frecvenţă din figura 4.25, a are parametrul 
k = || = = 500, iar coeficientul de atenuare la frecvența de 15 kHz este egal 


С 
cu 30 dB. Se сеге: 
4) să se calculeze valorile inductivitátii L si capacităţii C; 
b) să ie determine frecvența limită si raportul tensiunilor de intrare și 


de i ieșire T ——» la frecvența de 15 kHz, considerînd filtrul acordat cu sarcina ; 


L c) conectind la ieșirea filtrului o sarcină rezistivă 

гер °? constantă de rezistență R, = 600 Q, să se calculeze 

2 „aportul tensiunilor de. intrare si de ieşire în gama 

ds = 22 de frecvenţe de la 0 la 15 kHz, la sarcină dată și la 
Fig. 425, a sarcina acordată. 
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Solufie : 

Filtrul dat, caracterizat prin impedanfa longitudinală Z, = 
danta transversală =>. este un filtru „trece jos“ 
limită ale benzii de trecere: 


joL si impe- 
avînd frecvențele 


1 
2n: VIC  nyIC 
Coeficientul de atenuare se exprimă prin relația: 


á La ARS С to f -VTE 
raj |58 = 3 "Hur 


Deoarece in JA 15; кн ачаа este a = 30 dB = — = 3,45 Np, 


ic z 
rezultă: Р UP 


“ze. NN 1725 __ 2и 60.1075 
р Тар ИС; 20} 314-15-10 z 
și ținînd seamă de valoarea parametrului i 


PR 

k= E = 500, 
L —30mH;, Ç = 0,12 uF 
Frecvenfa limită superioară a: filtrului trece jos dat este: 


h= 


x VLC 


se obține: 


= 5,3 kHz 


Raportul tensiunilor de intrare și de ieșire se determină din relația: 


a = 201g 2- 30.dB, 
de unde > 


Wo 
. 


În cazul sarcinii acordate, atenuarea în bandă de trecere, (de la / — 0 la 
J= 5,3 KHz) este nulă, deci a =. 


z М > 
În banda de oprire atenuarea se calcüleazá cu relaţia: 
тат = Сос f 
i 5 417; 1 ^w h 


iar raportul celor două tensiuni este: 


ё DA 
U, 


= е 
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Dacă la ieșirea filtrului se conectează o sarcină de impedaníá constantă, 
Z, = R„ pentru calculul raportului tensiunilor de intrare și de ieșire Z se 
utilizează ecuațiile care leagă mărimile de intrare și de ieșire ale oricărui 
cuadripol simetric. Folosind, de exemplu, funcţiile hiperbolice, avem: 

U, = Uach g + LZ, sh g 
în care: М = 
g=a+ib, 
este exponentul de transfer al filtrului, iar Z, este impedanța caracteristică 
a filtrului. Deoarece în banda de trecere: 


=]; 2, = 12. = 2, 


10 


și se obține: 
U, = Us cos b + j 2.7, sin b, 


de unde: 


Uy. 2 DINE 
v, Jes b +) sin2 b 
În banda de oprire: 


Ь= т: Z--ilZl--iZ 
și rezultă: 
U, = Uach (a + ja) — jZ sh (a + j 7) = 
= — Ucha 4 j LZ, sha 
Deci: 
Poara + ЕЕ 


În figurile 4.25, b $i 4.25, c sînt reprezentate variațiile cu frecvența ale 
atenuării si defazajului si respectiv ale modulului impedantei caracteristice 
a filtrului, 


Fig. 425, b, c 
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Problema nr. 4.26. Să se determine frecvența din intervalul de oprire al 
filtrului de joasă frecvență, în T, рит care modulul impedantei carac- 


teristice este egal cu parametrul & - Sá se calculeze atenuarea filtrului 


la această frecvență și să se determine аи 

minimă pene care atenuarea filtrului este mai 

mare de 3 neperi. 

Solufie : U, 
Impedanfa caracteristică а cuadripolului sime- ` 

tric are expresia : 


з + f 
Z- 2 Fig. 426 


Pentru cuadripolul din figura 4.26, folosind încercările de gol și de scurt- 
circuit, rezultă : 


și deci 


În cazul filtrului de joasă frecvență în T: 
Z = jaL 
1 


andae 


le ETT 


unde o, = p este frecvența limită superioară de tăiere. 


iar 


Modulul impedanței caracteristice este egal си pentru 


adică pentru frecvența: 


La această frecvență, 


şi atenuarea filtrului este: 
a = 1,76 Np = 15,3 dB 
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Valoarea frecvenţei de la care atenuarea filtrului este mai mare de 3 neperi 
rezultă din relaţia: 


B 


ch E = ch 1,5 = 2,352, 


dar 
2-7, 
$i deci: 7 d 
= viet 2,352 fa, 
unde 
EP CE —: 


adică atenuarea devine mai mare de 3 neperi pentru orice frecvență mai 
mare decit 2,352 /,, fa fiind frecvenţa limită de trecere superioară a filtrului 
trece-jos în T dat. 


Problema nr. 4.27. Să se studieze variaţia cu frecvenţa a impedantei carac- 
teristice, în intervalul de trecere, pentru filtrul de bandă din figura 4.27, a, 
în саге Г, = 10 mH, С, = С, = 0,25 НЕ. 

Solujie : 

Considerînd schema generală din figura 4.27, b, pentru cuadripolul simetric 
în II și folosind încercările de gol și de scurtcircuit cu alimentarea pe la bor- 
nele primare, se găsesc pentru parametrii fundamentali expresiile: 


) Б» 2+2 _ Z, 

һ-0 Us 22, 22,! 
) E ! 
he0 Up’ 

dar М 

22, 7 2 NEL 
SORA +227 0 С +42, 
$i deci: 


2, 
Fig. 427, o, b | +42. 
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Pentru filtrul dat în figura 4.27, a, 2M. 


^ 1 1 
Z;-jleL——-. Z--—— 400 
21 if 1 2): абед 
300 
Rezultă, deci, pentru impedanfa carac- 
teristică expresia: 200 


RAYON 100 
PRIN [Десе е RR m A 
m 2с. 1 2 4 04 
р-а) — 
a [1 ac, E AUS 
sau 
ЕЙ y 1 
PER n “i z 
[-= dà- 
cu 


1n figura 4.27, c este reprezentat graficul variaţiei lui Ze cu frecvența 
în banda de trecere. Se constată că impedanfa caracteristică a filtrului va- 
riazá în limite foarte largi. De aceea pentru filtrul dat, condiția de acordare 
cu sarcina este mai dificilă de realizat decît pentru filtrele de tip А. 


Problema nr. 4.28. Să se determine elementele matricelor [ A] și [Y ] ale cua- 
dripolului din figura 4.28, a, care reprezintă un etaj amplificator cu triodă. 
Solufie : Ф 

Ecuațiile care diaries din scrierea teoremei a doua a lui Kirchhoff pentru 
ochiurile circuitului din schema echivalentá in curent alternativ a amplifi- 
catorului, reprezentată în figura 4.28, b, sînt: 


U-Rh 
— iU; =R Ha Uz 
în care u si R, reprezintă coeficientul de amplificare și respectiv rezistența 


internă a triodei, corespunzătoare punctului de funcționare, de pe caracte- 
ristica 7, = fî(44). 


Din ecuația a doua rezultă: 
U; 


1 1 
——LD.-—-— 
LU —$ ly 


unde 5 = ix este panta tubului în punctul de funcționare. 
1 


Înlocuind în prima ecuație se obține: 


1 1 
h--— um Url 
Prin urmare: 
E NNUS 
u E 
[4]= 
= zel 
uR SR. 
Calculînd expresia 
AD Bus tu 
uSR — usR 


rezultă cá acest cuadripol nu este reciproc. 


Explicitînd ecuațiile de funcționare raport cu 
se obține: 
1 
Lh-gU 
1*4 
cM Ls Lan 
L=- SU — Us 
de unde rezultă: 
= 0 
|: 
PR RA 
Ri 
Se observă că: 
Ya — Ya 


intensitátile curentilor, 


, Problema nr. 4.29, În schema cuadripolului activ din figura 4.29, a, C repre- 
zintă capacitatea anod-grilă a triodei, care nu poate fi neglijată. Celelalte 
capacităţi parazite ale tubului și anume capacitatea grilă-catod și capaci- 
tatea anod-catod se consideră incluse in impedantele Z, și, respectiv, Z,. 
Să se determine elementele matricei [Y] a acestui cuadripol. 


Soluţie : 

Cuadripolul dat poate fi considerat constituit prin conectarea în paralel 
a cuadripolilor reprezentați în figurile 4.29, b si 4.29, c. Matricea [ Y ] a cuadri- 
polului rezultant este suma matricelor [У ] ale cuadripolilor componenți 
conectaţi în paralel. 

Elementele matricei | Y'] pentru schema din figura 4.29,c au fost deter- 
minate în problema nr. 4.28: 


1 + 
ү = 5 Үз= 0; 
‚ fi 1 
а YR ri 
Л 


Pentru cuadripolul din figura 4.29, b, în cazul încercării de scurtcircuit 
cu alimentarea pe la bornele primare (U, = 0), se obține: 


је joc 


Tinind seamă de ecuațiile de tip Y: 
| 1, = YiU, + ҮШ, 
1,— YU, + ҮМ 
în care înlocuind U, = 0, rezultă: 


Yi = 8 = jul; Yi, = = jul 


Use p 
Scurtcircuitind bornele primare ale aceluiași cuadripol (U, = 0): 


Dc—Y5SUng Ise = УШЫ, 


dar din schemă rezultă: 


04 " Uta 
De > — Pe și Hoo Pe 
jec juc 
Prin urmare: 
Үз = — јәс 


Elementele matricei [Y] a cuadripolului iniţial sint deci: 
Ya = Yu + Yu = 7 + jul 
2, 


Ya Ys Ph = јас 
= = — 5 +јоС 


Yu = Уһ + Yh 
Yn = Ya YLo р jeC. 
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Ecuațiile de funcționare ale cuadripolului — amplificator sint deci: 
а= (z- + jec) Us — iacu; 
Z 


L= (aC — SU, — (7 + јәс), 


4.3, CUADRIPOLI ȘI FILTRE ELECTRICE 
PROBLEME PROPUSE 


Problema nr, 4.30. Fiind dat cuadripolul dia figura 4.30; să se determine 
constantele 4, B, C, D. 


i SR L "a Aplicatie numericá: 
ў ў R—80; 
ol = 60; "mis 20. 
oC 


{ Кеша: A= — 2 + j4, B — (8 + j6) О, 
Fig. 4.30 C=j0,5S, D=1. 


Problema nr. 4.31. Să se determine. À RET A, B, C, D ai cuadripolului 
din figura 4.31. 


 Rezultat 
К E H 2 
L 
U % 
" 
r ei c= E 
Fig. 431 T 2-2 


Problema nr. 4.32. Cuadripolul din figura 4.32, a este compiis din trei bobine 
identice, de inductivitate L si cuplate inductiv două cîte două cu aceeași 
inductivitate mutuală M. Să se determine elementele cuadripolului în T 
echivalent. 


Date numerice: L = ІН; M = 0,5H; f= 50Hz. 

Rezultat : Cuadripolul echivalent este reprezentat în figura 4.32, b, unde 
L,—2,5H, L, = L, = 06H. 

Problema nr. 4.33. La un cuadripol s-au făcut încercările de gol și scurt- 
circuit, măsurîndu-se la bornele de intrare tensiunile, curenții și puterile în 
gol si în scurtcircuit, iar la “bornele de ieșire nua tensiunea și puterea, 
cu primarul în gol. Să se calculeze constantele A, B, C, D ale cuadripolului, 
dacă rezultatele măsurătorilor sînt următoarele: 

01,5 4581 V; АР, = 500 W; I1g—10A; gig >0 

Uy, 06,5 V; Ру 400W; I4,,—10A; eu >0 

Ui = 1581 У; Ра =15005У; 14,—10A; «0 
Rezultat: A— Qj, В= + 20(1+ 0, С= x01(1—jS, D 


Е) = 


figura 4.34, a să se calculeze ir tt Zw га Za, parametrii A, B, 
precum și valorile elementelor cuadripolului їп Г echivalent. 
Se cunosc: R, = 30; R,—40; X, = eL,—200; Х„= ol, = 300; 


X, — 15Q. 
t 30 jR "T 
42 


` 17450 
1 


b 


Fig. 4.34 
Rezultat: Zu = (Ri + В) + 1ч + Lo + 2М) = (1 + j&)0 
22 —— (Ra + 19) = — (4 4- j30)Q 
Za = — Zn =— By — ја, M) = — (4 + j45)Q 
4—178--jL4:109; B= (3,07 + j8,4)Q 
C = (1,96 — j22,2) + 105, D = 0,67 — 10,030 
Elementele cuadsipolului echivalent in Г sînt indicate în figura 4.34, b. 


Problema nr. 4.35. Cuadripolul din б-.:. 
gura 4.35 reprezintă schema unni atenu- 
ator simetric. Să se determine impedan-, 
ta caracteristică și exponentul de trans- 
fer caractetistic al acestui cuadripol; 
dacă rezistentele К au valoarea:de 1000. 
Rezultat: Z, = 4410; g 965Np = 


= 8,35dB (a — 965N, b — 0). 
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Problema nr. 4.36. Să se determine frecvențele limită de trecere ale filtre- 
lor trece-bandă cu elemente antirezonante din figurile 4.36, a și 4.36, 5. 


Fig. 436, a, b 
Rezultat : 
dms id 
лу: 
1, 
1 m L 
VLC, 16226. 
° 
cu LC, ІС. 
În figura 4.36, c sînt reprezentate 
curbele de variație cu frecvența ale 
parametrului |A| si ale factorului 


1 
de atenuare a (ce = xz] . 


Problema nr. 4.37. În schema filtrului de înaltă frecvență din figura 4.37, 
capacitatea fiecărui condensator este de 4C = 0,2 uF, iar impedanța carac- 
teristică variază cu frecvența, tinzînd odată cu creșterea acesteia, spre valoa- 
rea de 500 О, 

Să se determine frecvența limită a filtrului precum și tensiunea de la ieșirea 
Jui, dacă la intrare se aplică o tensiune sinusoidală de valoare efectivă U, = 

— 600 V. Se va considera cazul cînd filtrul este 


4C 4С : 
acordat : 
i 
Rezultat: €, = —— (f, = 3,18 kHz): о, = оо; 
ic Б: o= 3 (Л ): o 
rdi e 
Fig. 4.37 О, = 61,8 u V. 
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Problema nr. 4.38, Să se construiască caracteristica defazajului b(o), pentru 
cuadripolul în punte din figura 4.38, a. 


Rezultat: b= атс cos — EC şi caracteristica este cea reprezentată în 
aL + —— 
ec 
figura 4.38, b. 
c 
А 
-4 
4 С 
ü 


Fig. 4.38 


Se observá cá acest cuadripol nu este un filtru, deoarece permite trecerea 
semnalelor de orice frecvență fără atenuare. El este utilizat pentru corectarea 
caracteristicii de fază a unor sisteme de transmisie date. 


Problema nr. 4.39. Să se determine lărgimea benzii de trecere și să se con- 
struiascá caracteristicele de frecvenţă ale atenuării și defazajului pentru filtrui 
de bandă din figura 4.39, a, constituit din două circuite serie identice cuplate 
inductiv. Sá se stabilească apoi, variaţia cu frecvența a impedantei caracte- 
ristice a filtrului în banda de trecere. 


Date numerice: С, = Ca =2C=10uF; L = І, = = —1mH; 
M = 0,2 пн. 
dr м 2 
2—02 
пи je ate p e 
U Di lei Б 
ё Фа a 
f 2 © up © 


Rezultat : 


Caracteristicile a(o), b(a), şi | 2,(ф)| sînt reprezentate în figurile 4.39, b, 
4.39, c, 4.39, d, în care: 


m СА , СЯ 
о; = €, o = 
OVERA. AES m y ү ' 
сц 
1 м 
o k , До = о, ©, 2 kog 
0— Vie ттт s г 
Numeric: Sp 


w = 9,13: 109571; о, = 11,15- 10571; До = 2,02- 102571; 
fi=145kHz; f,=1,175kHz; Af= f, — fi = 325 Hz; 


a! = 101-105, f'— 1,61 kHz; (Zo)mas = Bp = 28 


Capitolul 5 


 CIRCUITE ȘI REȚELE ELECTRICE LINEARE ÎN REGIM 


TRANZITORIU 


5.1. BREVIAR DE ANALIZA CIRCUITELOR ELECTRICE 


LINEARE ÎN REGIM TRANZITORIU 


5.1.1. COMPORTAREA ELEMENTELOR DE CIRCUIT IDEALE ÎN REGIM TRANZITORIU. 


Relaţiile dintre tensiunea la borne și intensitatea curentului electric printr-un 
element de circuit ideal sînt cuprinse în tabelul 5.1. 


Comportarea elementelor de elreult ideale Tabelul 5.1 
Elementul Simbol Relaţii 
Rezistorul ideal "um ug =ri 
и. 
. dq due 
Condensatorul ideal i oy i= 21 2с 
AD dt dt 
и, ue 40) + E, 
Bobina ideală fără cuplaj ka; P^ self ape dto g M 
magnetic HAVE t dt dt 
1 
u, 1= 00) + T ferar 
i Ls 
Bobina ideală cu cuplaje oii nr do 
magnetice * a, m 
„Уз 
ua di, 
Ма ди =L; x» peas Ses. 
s#K 


5.1.2. TEOREMELE LUI KIRCHHOFF 


5.1.2.1. Prima teoremă a lui Kirchhoff: suma algebrică a. intensitátilor 
curenților electrici din toate laturile unei rețele electrice care concură într-un 
nod, raportate la sensuri de referință îndreptate toate fie spre nod, fie din 
spre nod spre exterior, este nulă. Aceasta conduce la prima ecuaţie a lui 
Kirchhoff pentru nodul considerat: 


254) =0 (5.1) 
kEnod 
5.1.2.2. A doua teoremă a lui Kirchhoff: suma algebrică a tensiunilor electro- 
motoare ale generatoarelor de tensiune din laturile unui ochi al unei rețele 
electrice, raportate la un singur sens de circulație de-a lungul ochiului ales ca 
sens de referință, este egală cu suma algebrică a căderilor de tensiune din 
acele laturi, raportate la același sens de referință. Aceasta conduce la a doua 
ecuație a lui Kirchhoff pentru ochiul considerat sub forma: 


37 ъ= У) (ив + исе} ча), (52) 
REochi REochi 
sau sub forma: 


5 У (tiati [iat + Le +) 63 


A&ochi d 


5.1.3, TEOREMA DE UNICITATE A SOLUȚIILOR ECUAȚIILOR LUI KIRCHHOFF 


Într-o rețea cu n noduri, 7 laturi și o ochiuri fundamentale, rezultă din apli- 
carea primei teoreme a lui Kirchhoff un număr de (n — 1) ecuaţii indepen- 
dente, iar din aplicarea celei de a doua te- 


row oreme, o ecuații independente. Se obține 

IN рз» astfel un sistem cu 
met \ в=1+0=1 (5.4) 
PONE d © 1 \ ecuaţii integro-diferentiale, din care se pot 
Ыы | n 1 determina variațiile în timp ale unui număr 

(30 PW md lojis | de / mărimi necunoscute. 

| : Ur c | Considerind un circuit cu m borne de ac- 
| А ! * | ces și fără cuplaje inductive sau capacitive 
(o Vej iti с | cu exteriorul (fig. 5.1.1.), se demonstrează 
v е j următoarea teoremă de unicitate: soluțiile 
"mm & 1 ecuaţiilor lui Kirchhoff sînt univoc determi- 

S= MIT îi ] mate dacă sint date: 


M n I a) potențialul electric al fiecărei borne de 
ism y- KCN d acces sau intensitatea curentului electric prin 


In sd N Ж fiecare din aceste borne, în funcțiune de 
5e bod timp: 
z 
Fig. 5.1 Ealt) sau iyl); j= 1,2,0... m} (55) 
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b) tensiunile electromotoare ale tuturor surselor ideale din laturi in func- 
tiune de timp: 


fe); E—12,.2 (5.6) 


c) sarcinile electrice initiale ale tuturor condensatoarelor si fluxurile 
magnetice initiale din toate bobinele: 


íg(0) si 9,0); &—12,..) (5.7) 


Observatii: a. Drept moment initial se considerá in mod curent momentul t — 0 4- 
+ є m 0 +. În practică se cunosc însă sarcinile electrice ale condensatoarelor si fluxurile mag- 
netice prin bobine în momentul / = 0 —, anterior declanșării fenomenului tranzitoriu care se 
studiază. În circuitele reale sint valabile următoarele relații de continuitate: sarcinile electrice 
ale condensatoarelor și fluxurile magnetice din bobine sint funcțiuni continue de timp. Rezultă: 


qi(04-) = «(0—) = 900) G.8) 
Ф,0+) = 0,0—) = 040) (5.9) 


Se pot imagina insă și exemple idealizate іп care aceste relații nu sint realizate. 

b. Fenomenele electromagnetice dintr-un circuit electric cu borne de legătură cu exteriorul 
evoluează Ја fel si In circuitul izolat, insă dotat cu generatoare ideale de tensiune sau de curent 
care să asigure satisfacerea condiţiilor la borne date. 

с. Fenomenele electromagnetice dintr-un circuit electric ale cărui condiţii inițiale sint re- 
prezentate prin valori iniţiale nenule referitoare la bobinele și condensatoarele lui evoluează 
la fel ca și In circuitul cu bobinele și condensatoarele puse in condiţii de mărimi initiale nule 
și dotate cu surse rake de tensiune sau de curent atașate elementelor de circuit respective, 
conform tabelului 5.2. 


Tabelul 5.2 


Reprezentarea condiţiilor iniţiale prin surse electrice echivalente 


Elementul Reprezentarea echivalentă 


c 


I4 
H sou 
«rol (e (qte)=0) ("02 
20) 
222g) 


20540 


т; ао) 


#090 


DI 
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În acest tabel, 3(/) reprezintă funcțiunea improprie sau distribuția Dirac, 
caracterizată în modul următor: 


20) = 0, pentu 140 şi IN à() dt = 1, (5.10) 


iar a doua reprezentare din ultimul rînd e valabilă numai pentru bobinele fără 
cuplaje magnetice. 


5.1.4. ANALIZA CIRCUITELOR ELECTRICE LINEARE ÎN REGIM TRANZITORIU 


Regimurile tranzitorii ale circuitelor electrice lineare se studiază curent 
prin următoarele patru metode: metoda. integrării directe a ecuațiilor lui Kir- 
chhoff, metoda operațională sau a transformatei Laplace, metoda analizei spec- 
irale sau a integralei Fourier și metoda răspunsului tranzitoriu. 


5.1.4.1. Metoda integrării directe a ecuațiilor lui Kirchhoff. Se confundă 
cu sistemul metodelor matematice ale sistemelor de ecuaţii integro-diferen- 
fiale lineare. T 


5.14.2. Metoda operațională sau а transformatei Laplace. A. Transfor- 
mata Laplace. Fiind dată o funcţiune de o variabilă f(?) Sri pe porţiuni 
pentru і > 0 si care satisface inegalitatea: 


И@)| < 4e* cu e, 0, pentru ż >to 


funcțiune numită original, se definește cum urmează transformata Laplace 
sau imaginea sa Laplace: 


FA) = 20 = |7 «pera, (ба) 


unde Е(}) este o funcpune de variabilă complexă p, analitică їп tot semiplanul 
Ф240} > co 
Transformata Laplace are următoarele proprietăţi mai importante: 
a) este lineară: 
Liath) + Bg()]-— = LEl] + Beigl); (5.12) 


b) dă următoarea transformare a derivatei unei funcțiuni: 


] = F(b) — /(0+); (5.13) 


c) dă următoarea transformare a integralei unei funcțiuni: 


2 K f) а] 2 ; F(9); (5.14) 
d) satisface teorema retardárii: * 
Lift — 5) 1 (é — +)]= Ep); (5.15) 
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e) satisface teorema lui Borel: 
20) * 60] = F(2)- С(2) (5.16) 


Observaţie. Produsul de convolutie a două funcțiuni 0) si (1), care se reprezintă prin 
simbolul * intre simbolurile functiunilor, este definit cum urmează: 


ЕУ = (©) git — adr j^ ft — =) в) dr; 617 
П - 0 


/) satisface teorema valorilor limită: 


" ра: РЕФ) = lim fif) (5.18) 
! lim g Fig) = limf() (5.19) 


g) satisface teorema asemănării: 
| lt) = Е zi (5.20) 
a da 


Originalul unei” transformate date se te determina prin următoarele 
metode de inversiune : 


1) metoda formulei Mellin — Fourier: 
Q4 (ене " 
10 = (8 F(f)e*d5; eo; (5.21) 


2) prima formă a teoremei dezvoltării sau a lui Heaviside care arată că 
în cazul unei transformate egală cu raportul a două funcțiuni întregi de 5: 


F(p) = 02 (522) 
originalul are expresia: i : 
0) = 1208 ov : QA) 20; E= 12, (523) 


în саге 5, sf O sint rădăcinile functiunii 0(#) (polii functiunii F(4)) ; 


3) a doua formă a teoremei dezvoltării sau a lui Heaviside, care arată că 
în cazul particular în care transformata are un pol în origine: 


F($) = i (5.24) 


P(O) Р(рә = 
i(t) = + ett; Ri =0 .2. 
. 0 RO) > DRP ; КФ) (5.25) 


originalul are expresia: 2 
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Tabelul 5.3. cuprinde cîteva transformate Laplace intílnite mai des în 
aplicații. 
Tabelul 5.3 
Transformate Laplace 


Funcțiunea original (t) Transformata Laplace F(f) 
30 1 
10) = [O Penta !<0 Ж. 
1, pentru 1 2- 0 p 
m 1 
pa 
te-ai 1 
(p + a} 
sin (ot + B) 1 
(p sin B -- cos 
arai B В) 
cos (ы + B) 
(p cos B — о sin B) 
T +a | 
— --) 
e”% sin ot Е. rei | 
(p + a} + а? | 
жы ot рк! > = 
(arret 
t sin ot 2wp 
Qo o) 
1 cos ot P-o 
(р + a 
1 eat (n — 1)! 
(p + а)" 


B. Forma operațională a teoremelor lui Kirchhoff. Aplicînd transformarea 
Laplace formelor în mărimi instantanee ale teoremelor lui Kirchhoff (5.1 și 
5.3), se obține următoarea formă operațională a acestor teoreme: 


55 1.0) =0 (5.26) 
„Јао + одо) – 209] 0720000) 6520) 
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În aceste relații 
2.0) = Zu) = Ra + bla +—— (5.28) 
reprezintă impedanța proprie operațională a laturii (т), iar 


Z5) = bL; MES (5.29) 


reprezintă impedanja mutuală operațională dintre laturile (m) si (s). Condiţiile 
de mărimi inițiale ®„(0) şi Uem (0) sînt presupuse reprezentate prin surse 
electrice ideale echivalente. Rezultă că toate relațiile /ineare stabilite în studiul 
rețelelor electrice de curent alternativ sinusoidal între reprezentările în complex 
ale tensiunilor și curenților sint valabile și între transformatele Laplace ale 
mărimilor respective, dacă se înlocuiesc impedantele complexe prin impe- 
dantele operaționale corespunzătoare, ceea ce se realizează formal prin sub- 
stituția jo €» №. 

5.1.4.3. Metoda analizei spectrale sau а integralei Fourier. 

A. Integrala Fourier. Fiind dată o funcțiune f(f) continuă pe porțiuni si 
de modul integrabil, numită funcțiune original, se definește cum urmează 
transformata sa Fourier : 


Elo) = ©] = (^. (ема (5.30) 
Transformarea inversă este realizată prin următoarea formulă de inversiune : 
(0 = FHE) = з. (7 Elo) ei do (5.31) 

т) 


În punctele de discontinuitate ale func(iunii f, formula de inversiune dà 
media limitelor laterale ale functiunii în punctul considerat. 
Reprezentarea grafică a funcfiunii 


$(o) = |Е(®)| (5.32) 
se numește spectrul funcțiunii f(?). 


B. Metoda descompunerii spectrale în studiul regimurilor tranzitorii. Fiind 
dat un circuit în care se cere să se determine răspunsul său y(t) la o excitație 
x(t), se procedează în modul următor: 


4) se determină transformata Fourier a excitatiei (semnalului ) : 
X(o) = S[x(£)] : (5.33) 


b) se determină, folosind calculul în complex, transformata Fourier a 
răspunsului: 


Y(o) = Bo): Xlo), (5.34) 

în care H este funcțiunea de transfer complexă a sistemului ; 
c) se utilizează formula de inversiune spre a se determina răspunsul: 
y(i) = $(Y (9) (5.35) 
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5.1.4.4. Metoda răspunsului tranzitoriu. Această metodă permite determi- 
narea ea mo satui Y(£) al unui sistem linear si pasiv la o excitație x(/), în con- 
difii de mărimi iniţiale пше, cu ajutorul răspunsului său y,(?) la excitafia 
particulară x = 1(?), numit răspuns tranzitoriu, prin formula: 


y() = 3 Ix) «4001 (5.36) 


Relaţia de mai sus se prezintă obișnuit sub una din următoarele forme, 
numite forme cu integrală Duhamel: 


У@ = х(0 +) у@ + fe E yit —5) d£ (5.37) 
у@ = 0+), 0 [00 0) (9а (5.38) 
yt) = (o sal + +Å (0 yi(t— 9) % (5.39) 

у@ = х@ vi(0 +) + xt — 9 у a (5.40) 


5.2. METODA INTEGRĂRII DIRECTE A ECUAȚIILOR ÎN VALORI 
INSTANTANEE 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 5.1. Să se determine intensitatea curentului dintr-o bobină 
cu inductivitatea L și rezistenţa R, care se cuplează la o sursă ideală de curent 
continuu, cu t.e.m. U,. 


Soluţie : 
Aplicînd teorema a 11-а а lui Kirchhoff, se obţine ecuația diferențială: 
di y 
L a + Ri = 0, 
Soluţia generală a acestei ecuații se compune din doi termeni: 
i() = i) + à) 


din care: 
E) 
10) = Ае 1 
este soluția generală a ecuației omogene, iar 
á U, 
M) = т 


este o soluție particulară a ecuaţiei neomogene. 
Constanta A se determină prin condiţia inițială care exprimă continuitatea 
fluxului magnetic din bobină în momentul £ = 0 al cuplării: 


Li (0+ ғ) = Li(Q — ғ) = 0 


Se obține soluția: 
t 
it) = 2 EA 


în care 


== 


este constanta de timp a circuitului. 

În.reprezentarea grafică din figura 5.1, b a fost pusă în evidență proprie- 
tatea funcfiunilor exponenfiale de a avea subtangenta constantă egală cu 
constanta de timp. 

În practică, se apreciază că regimul tranzitoriu se amortizează după trei 
constante de timp (# я 37), Într-adevăr, valoarea curentului în momentul 
ї= 3т: 


31) = т (1 — e-*) 


diferă de valoarea de regim staționar cu 5%,. 


Problema nr. 5.2. Un circuit R—L (fig. 5.2, a) funcţionează în regim stafio- 
mar sub tensiunea la borne U,. Să se studieze regimul tranzitoriu produs 
prin scurtcircuitarea bornelor de alimentare. 


Soluţie : 
Ecuația diferenţială a circuitului care cuprinde rezistorul, bobina si între- 
ruptorul, considerînd scurtcircuitul perfect, este: 


LS R0; 120 
Soluția acestei ecuații, cu condiția inițială 
ip e) = ip — e) = 2 
este: 


t 
т 


i) = T e ; 


а 
I 
ЕТЕУ 


Problema пг. 5.3. Un releu electromagnetic de curent continuu а cărui 
înfășurare are inductivitatea (în situația în care armătura mobilă nu este 
atrasă) L = 1 H și rezistența R = 10 Q se cuplează la o sursă de curent 
continuu cu t.e.m. U,— 12 V si rezistența internă neglijabilă. Sá se deter- 
mine intervalul de timp dintre cuplarea releului si începutul deplasării armá- 
turii mobile, ştiind că valoarea minimă a curentului care asigură anclanșarea 
releului este 1, = 0,3 A. 


Solufie : 

Intensitatea curentului din bobina re- 
leului, înainte de începerea deplasării ar- 
măturii mobile, este: 


ipe 201-677): += 


EIL 


Armătura începe să se йе, în mo- 
mentul ż, în care i = i, 


1, — «In = 0,029 s 


— Ri, 


În timpul cît armătura se mişcă, legea de variație a curentului se modifică, 
datorită variației inductivității bobinei în urma micșorării intrefierului. 


Problema nr. 5.4. Circuitul din figura 5.4, a funcționează în regim staționar 
cu întreruptorul K deschis. Să se determine variația în timp a curentului din 
bobină, în urma scurtcircuitárii rezistorului Ry Aplicație numerică: U, = 
=120V, R—100, Р, = 30 0, L=0,1H. 


Soluţie : 
Ecuația diferenţială a circuitului este, în urma închiderii intreruptoruluiK : 


LY+Ri=U, 


001 002 007 t(s) 
^ 
Fig. 5.4 


Solutia generalá a ecuatiei este (v. probl. 5.1): 
R 
; Us —E 
i X +e 
Din condiția inițială: 


Uo 
R +R, 


i(0 + £) = 40— £) = 


se obține rezultatul: 


R 
0) = 2 [ит КЕ =0 9e-i9: 
® AR DER 


Variația curentului este reprezentată in figura 5.4, b. 


Problema nr. 5.5. Un releu electromagnetic a cărui infásurare are induc- 
tivitatea (în situația in care armătura este atrasă) L = 1 H si rezistența 
R= 50 0, este legat în paralel cu un rezistor R = 2000 si e alimentat de la o 
sursă de t.e.m. U, = 100 V, legată în serie cu un rezistor К, = 60 Q. Sá se 
determine după cît timp de la decuplarea de la sursă va începe să fie eliberată 
armătura mobilă, ştiind că acest fapt se petrece în momentul în care intensi- 
tatea curentului din înfășurarea releului scade la valoarea 7, = 0,2 A. 


Soluţie : 
După decuplarea de la sursă, curentul din înfășurarea releului scade expo- 
nenfial (v. probl. 5.2): 


25065 1, 
0) = Ае *;1——— 
R + Rp 


Condiția inițială este următoarea : 
i(0 + ғ) = i(0 — ғ) = 


E Uo ке es Us. 
Rp RED URBE opp ge Qn T 
К+ Rp Ro Fig. 5.5 


Rezultă valoarea curentului: 


: 
(д = 0 0770,8 e7250: 


Problema nr. 5.6. În montajul din figu.a 5.6, а, întreruptorul К, se închide 
în momentul 7 = 0, iar după 4, secunde se închide si întreruptorul K,. Să se 
determine variația în timp a curentului din bobină. Aplicație numerică : 


U,—12V, R-240, R=20, L=1H, һ=01з. 


Solufie : 
În intervalul 0 < « А, curentul din circuit este (v. probl. 5.1.): 
Чер R+R 
0) - 4-6 T) 


RR 


În momentul închiderii intreruptorului Ку, curentul din bobină are va- 
loarea: 


io ce * 


care constituie condiţia inițială pentru intervalul de timp 7 > 4, în care 
curentul are expresia (v. probl. 5.2): 


-im 


0) = i(4) e 


Soluţia problemei este, deci: 


Uo 


Т Е 50 oig 
езе сүү ; or 
10) = М A E 3 "HN Ten 

xor f je фе 


Cu valorile numerice date, rezultă: 
d 2(1—e-9) ;0x:«01s 
10 —looe-e- mois 


Problema nr. 5.7. La decuplarea bruscá a unei bobine dintr-un circuit, cu- 
rentul nu se poate anula brusc, deoarece tensiunea electromotoare care s-ar 
induce în bobină ar fi infinită. În practică, se constată că între bornele între- 
ruptorului apare un arc electric, prin care circuitul mai este menținut închis 
суа timp. Admiţind că acest arc electric poate fi reprezentat printr-o re- 
zistentá echivalentă R,, montată în paralel cu întreruptorul, să se determine 
variaţia în timp a tensiunii la bornele bobinei, știind că aceasta are inducti- 
vitatea L și rezistența R și funcționa în regim staționar sub tensiunea 
la borne U,. 

Solufie : 


După deschiderea intreruptorului, curentul din bobină satisface ecuația 
diferențială: 


L5 (R4 R)i - 0, 


Soluţia acestei'ecuafii, cu condiţia inițială: 


ilo + e) = (0 — e) = 58 


este: 


Tensiunea la bornele bobinei R — L ceste: 
ust) =Ri+L{= U,—R,i 


877] 
Supratensiunea care apare іп momentul 7 = 0: 
=| rS 


poate să străpungă izolatia bobinei la Melek bruscă a curentului, cînd 
rezistența R, este mare. 


Se obține: 


Problema nr. 5.8. Pentru a limita supratensiunea care apare la bornele unei 
bobine la întreruperea curentului (v. probl. 5.7), în paralel cu ea se leagă 
un rezistor R,. Să se determine variația în timp a tensiunii la bornele bo- 
binei, în situația simplificată si totodată cea mai defavorabilă, în care se 
neglijează arcul electric care se formează între bornele întreruptorului. 
Solufie : 

Intensitatea curentului din circuit satisface ecuația diferențială: 


„+ (R4 R)i-o 
Soluţia acestei ecuaţii, cu condiţia iniţială: 


i0 + e) = (9 — e) = Ve 
este: A 


D 
А АР L 
i)2-cte*; t= 
0 = 9 


Tensiunea la bornele bobinei este: 


wi) = Bi = — Tel 


Supratensiunea maximă se produce în momentul decuplării si are valoarea : 
m0) | _ Ro 
U, R 
Această supratensiune e cu atît mai mică, cu cît raportul 2 este mai mic. 


Valoarea. rezistenței, R, nu poate fi însă micșorată prea mult, deoarece cresc 
pierderile în regim permanent. 


Problema nr. 5.9. În circuitul din figura 5.9, care funcționează în regim per- 
manent ch întreruptorul K deschis, întreruptorul se închide în momentul 
t= 0 şi se deschide din nou în momentul fis 

Să se determine curental din "circuit. 

Aplicație numerică : L š 

U,—100V, R=109, R,—300, L—1H. 


Soluție : 5 
Intensitatea curentului din circuit variază în timp după relaţiile 
(v. probl. 5.1. si 5.4): 


AC © 
deac t! , 0«i«t 
i) = и жу, 
о, T Үз 
aa УГУ НР 


Constantele A și В se determină din condiţiile де continuitate ale curen- 
tului: 


|“ +0) =40— е) = zu 


i(h — c) = +e) 


Se obține: 


Cu valorile numerice date: 
10 — 7,5 et: ; 0</<0,15 
2,5 + 4,73 е-+0-00) ; 52015 


Problema nr. 5.10. Un circuit compus dintr-un condensator C și un rezistor R 
legate in serie este cuplat la o sursă de curent continuu cu t.e.m. U, şi 
rezistența internă neglijabilă. 
Să se determine intensitatea 
curentului din circuit. Con- 
densatorul este inițial neîn- 
cărcat. 
Soluţie : 

Din teorema a ILa a lui 
Kirchhoff, rezultă: 


Ri +u, = Va, 


iar din legea conservării sar- 
cinii se obține: 


ip = 


t=0 


E 


0 23 tk 
b i=c™ 
Fig. 5.10 dt 


Tensiunea la bornele condensatorului satisface, deci, ecuația diferenţială: 
RC E +u, = 0, 
Tinind seama de condiția inițială care exprimă continuitatea variației 
sarcinii condensatorului în momentul 7 = 0 al cuplării: 
Си,(0 +- є) = Си,(0 — є) = 0 


se obține soluția: 


t 
u(i) = Ud —e *) 
în care 
т= RC 
este constanta de timp. Curentul din circuit este: 
t 
о, ет 
R 


i 


Observație: 
Energia disipată prin efect Joule-Lenz în rezistor, în timpul încărcării condensatorului este: 


my = fe ne a = SE = v, 
lo 2 


Se observă că pierderile de energie sint egale cu energia electrostatică acumulată in con- 
densator, deci acesta din urmă reprezintă numai jumătate din energia furnizată de sursă, indi- 
Terent de valorile elementelor. 
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Problema nr. 5.11. Un condensator cu capacitatea C şi rezistența dielectri- 
cului R, este încărcat la tensiunea U,, apoi este decuplat de la sursă. Sá se 
determine variaţia în timp a tensiunii la bornele condensatorului, dato- 
ritá descărcării acestuia prin rezistența de izolație. 

Solufie : 

Condensatorul din problemă 
poate fi reprezentat printr-un 
circuit echivalent №, — C în 
derivație. După decuplarea de 
la sursă, din teorema a II-a a 
lui Kirchhoff, rezultă: 


1 ЕЛ 


и. — Еа = 0 
Dar din legea conservării 
sarcinii: + 
; Fig. 5.11 
fma Mie ig. 
dt 


Se obține ecuaţia diferenţială: 
du, 
C T +4 =0 


Tinind seama de condiția iniţială: 
100 + e) = uc(0 — £) = Uo, 
se obține soluția: 


D 
7 


wot) = „е т; т= В,С 


Problema nr. 5.12. La bornele unui condensator cu capacitatea C, = 4uF, 
încărcat la tensiunea U, = 100 V, se cuplează prin intermediul unui rezistor 
R= 100 КО, un condensator cu capacitatea С, = 6uF, inițial neîncărcat. 
Să se determine variațiile în 
timp ale tensiunilor la bornele m 
celor douá condensatoare si 
curentului din circuit. 
Soluţie : 

Ecuațiile circuitului sînt: 


— tia + Ri + ta = 0 


Derivind prima ecuație si 
ținînd seama de următoarele 
două, se obține ecuația dife- 
теп{їа1й: 

di 
Le xit = Seth Fig. 5.12 


a cărei soluţie generală este: 


CCA 
C, C 


1 
т 


$—4e*; т= ВС; Сз 


Din condițiile initiale referitoare la cele două condensatoare: 
и1(0) = Us; ua(0)=0 
rezultă că 
i(0) = Ye = 
i(0) - A, 
deci: 


0) = 56 + 


Tensiunile la bornele condensatoarelor sînt: 


А Cs 4-7 144. 29 €, 
ualt) = Uo gf a о Ое 


(Dex) 


И 
va) = abia = оса 


În cazul numeric considerat: 


t 
i= 102e 027 

E ed 

ша = 40-4-60e 92 


Lu 
ta = 40(1—e 527) 
Observaţie, 
Energia transformată în căldură în rezistorul R în timpul procesului tranzitoriu este: 


Ws = (Annae 26-08 
о C+C, 2 


Această energie nu depinde de valoarea rezistenţei R. În cazul particular, С, = C, = С, 
energia pierdută este: 


adică jumătate din energia electrostatică inițială. 


Problema nr. 5.13. Circuitul din figura 5.13 funcționează în regim paom, 
nent cu întreruptorul K închis. Să se determine variația tensiunii la 
condensatorului dacă se deschide brusc întreruptorul. 
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Fig. 5.13 


Soluţie : 
După deschiderea întreruptorului, circuitul devine un circuit R—C serie, 
iar tensiunea la bornele condensatorului satisface ecuația diferențială : 
RIC E Tas — Ey 


a cărei soluție generală este: 


=й) = Е, + Ае 7; т= RC 


Pentru determinarea valorii inițiale a tensiunii la bornele condensato- 
rului se observă că înainte de deschiderea intreruptorului, prin R, și Ra trecea 
un curent continuu cu intensitatea: 


2 Eu Es 
Е + Ra 
Se obţine de aici relația: 
Бле = ЊЕ ВЕ, _ 
ис(0) = Е, — Е,1, REA Е, +А, 


din care se determină constanta A. Rezultatul este: 
t 
ERE, тж 
и) = Е, RR (E,--E)e * 

Problema nr. 5.14. Cel mai simplu circuit de integrare este reprezentat in 
figura 5.14, a. Tensiunea U, este mărimea de intrare (semnal, iar tensiunea 
17, este mărimea de ieșire (răspuns). Să se determine răspunsul circuitului 
la un semnal în treaptă, ieșirea fiind în gol și condensatorul inițial neîncărcat. 
Solufie : 

Tensiunea de ieșire satisface ecuația diferențială : 


RCS TaQ—U,s £20 


Considerind cá în momentul inițial condensatorul era neîncărcat (U2(0) = 0) 
se obține rezultatul: 


Й 
ua = 01 —e 7); т= RC 
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Fig. 5.14 


Pentru © < 1 dezvoltind exponenfiala in serie Taylor si retinind numai 
т 


primii doi termeni, se obține: 


ua RU — 1—4.) Dat => on di, 
т т 7 Jo 
răspuns care este proporțional cu integrala în timp a mărimii de intrare. 
Rezultá cá pentru ca acest circuit sá poatá fi considerat un circuit de in- 
tegrare, e necesar ca el să aibă o constantă de timp mult mai mare decît 
durata fenomenului studiat. În aceste condiţii, răspunsul este: 


2:0 Mg RE 2 f, u di 
TJ 
^ [4 “e : Acest circuit prezintá deza- 
- vantajul că, dacă se doreşte má- 
rirea preciziei prin majorarea 
ц ba] ГА u, constantei de timp, scade ten- 


siunea care se obține la ieșire. 


Observaţie 

Dacă circuitul este alimentat de 
la generator de curent (fig. 5.44, с), 
considerind intensitatea curentului 
drept mărime de intrare, răspunsul 
circuitului reprezintă exact integrala 
semnalului 


їр 
а= 3 f i dt, 
indiferent de valorile elementelor. 


Problema nr. 5.15. Să se stu- 
dieze răspunsul circuitului de 
integrare din figura 5.154 la 


un impuls dreptunghiular de tensiune cu amplitudinea U, si durata 
Т < т= RC 


Soluţie : 
Tensiunea de ieșire satisface următoarele ecuații: 


[ae te o<i<T 


[see 0; FST 


Tinind seama și de condiţiile de continuitate: 
2190) = 0 


"(Т —) — “(Т +), 
se obține rezultatul: 


U(1—e7); LIKT 


ust) = RC LA 


U(1—e7)e *;t2T 


Tinind seama де relația T < т, procedind ca în cazul problemei prece- 
dente, se obțin rezultatele: 


UL. a dT; 


În figura 5.15, b răspunsul circuitului e prezentat în comparaţie cu răs- 
punsul unui integrator ideal. 

Dacă durata T a impulsului se micșorează, însă amplitudinea sa U, crește 
în aceeași proporție, încît UT = K = constant, răspunsul devine (v. fig.5.15, c), 


La limita T — 0, semnalul de intrare este o funcțiune 3: 
ищ) = K8(t) 


Problema nr. 5.16. Cel mai simplu' circuit de derivare este reprezentat în 
figura 5.16, a. Sá se determine răspunsul U, al circuitului la un semnal U, 
crescător liniar in timp după relația U, = КЇ, ieşirea fiind in gol si conden- 
satorul inițial neîncărcat. 
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с p Soluţie : 
de Ecuațiile circuitului sint: 
ш = 
( 7) R p a M, = Mg + s 
u= Ri 
u, $c e 


Rezultă ecuaţia diferențială: 


du, 
753 Ё ЕС 2 + m= RC 8 = КСК 
4, 
n ee д. Soluţia acestei ecuaţii, cu condiţia inițială 
á 0.00) = 0, este următoarea: 
1 
430) = Ka — e *); t= RC 
123 i Pentru //* > 1 rezultă: 
Fig. 5.16 us) Кт= + ri 


Rezultá cá pentru a putea considera acest circuit drept un circuit de deri- 
vare, este necesar ca е] să aibă constanta de timp mai mică decît durata 
fenomenului. În aceste condiţii, răspunsul sáu este: 

п 22 т 
„җа 
Problema nr. 5.17..Să se studieze răspunsul circuitului de derivare din fi- 
5.17, a, la un semnal în treaptă cu amplitudinea U, : U, = О, (t), 
ieșirea fiind in gol. 
Solufie : 


ii 4250 Curentul din circuit МЭ (у. probl. 5.10): 
и, A иг = e”; т= RC 
а 
“, 
4 


Tensiunea de ieșire este, deci: 


1 


h 
и = U,e * 


Ráspunsul unui circuit de derivare ideal: 
а = 7U obli) 


este reprezentat în figura 5.17, b, în comparație cu 
răspunsul real. Se constată că răspunsul real e cu 
atit mai apropiat de cel ideal cu cît constanta de 
timp a circuitului este mai mică. De asemenea, 
există relația. 


N a(t) di = N и") dt = +, 


Fig. 5.17 
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Problema nr. 5.18. Să se studieze răs- 
punsul circuitului de derivare din figura 
5.18, ala un impuls de tensiune cu amplitu- 
dinea U, şi durata T > т = RC 


Soluție : 
Ecuațiile circuitului sînt: ^ 
U, = t, + th; 03e? T i 
0 = t + ta; t>T 
из = Ri 0 7 
Фе СЕ ; т t 


Rezultă ecuația diferențială: 
RC + neml" ISISI 
а 0; tT 


Solutiile generale ale ecuatiei sint de for- 
ma: 


E 0, răspuns 
U, tA 7; 0<1<Тт à Lea 

ис = iE 
Li EET Fig. 5.18 


Constantele de integrare se determină din condițiile de continuitate ale 
tensiunii la bornele condensatorului: 


uc(0) —0; uc(T —) = АТ +) 


Rezultă următorul răspuns al circuitului: 


[v.e ;oxt«T 
1-T 


7 
Last =eibje * ; PET 


În cazul particular T > т se obține: 


(0) = 


Use ; o<i<T 
1-T 


=й” sim 


ut) = 


Ráspunsul unui circuit de derivare ideal este: 
«0 = 7U da) — at — Т)] 
$i este reprezentat în figura 5.18, b, în comparaţie cu răspunsul real. 


Problema nr. 5.19. Amplificatorul operațional ideal este un amplificator 
cu amplificare infinită. El are două borne de intrare, notate cu + si — si 
o bornă de ieșire. Tensiunile măsurate în raport cu o bornă de referință (masa), 
satisfac relația (fig. 5.19, a): 

и = A(us — tn), 
A fiind amplificarea. În cazul A — co rezultă: 
Up X tn 

De asemenea, curenții 1, si і, din cele două borne de intrare ale amplifi- 
catorului ideal sînt nuli. Sursele de alimentare nu au fost reprezentate. 

Cu un astfel de amplificator se realizează montajele din figura 5.19, b, c, 
d. Să se determine răspunsurile U,(?) ale acestor montaje, la un semnal U,(2) 
oarecare, 

Solujie : 

În circuitul general reprezentat în figura 5.19, e, ţinînd seama de faptul 

că amplificatorul e ideal, rezultă relațiile: 


M = ti 
1=1,= 0 
a. În montajul din figura 5.19, b, rezultă: 
i TR. Mm 
R, m в, 2 
Răspunsul circuitului este: — 
В, 
m=- та (0 
Я 
ГА c 


Circuitul din figura 5.19, b este, deci, un amplificator inversor, cu ampli- 
ficare (Р/Р) 
d. În montajul din figura 5.19, c, rezultă: 
* A 
Rt e x7? 


Ráspunsul circuitului este: 
ade dt 
та ЕС f 


Circuitul din figura 5.19, c este, deci, un circuit de integrare. 
c. În cazul din figura 5.19, d, rezultă: 


du sd us 
m Stay 
Răspunsul circuifului este: 
sx c OCIO 
ua = — RC al 


Circuitul din figura.5.19, d este, deci, un circuit de derivare. 


Observatie К 

a. În montajelé cu amplificatoare reale (A = finit, in x 0, ip 5 0) răspunsurile vor diferi 
de cele ideale. În prezent insă, se realizează amplificatoare operaționale cu ampliticări de or- 
dinul A æ 10° și curehti de intrare de ordinul de mărime al nanoamperilor sau picoamperilor, 
Montajele care cuprind aceste amplificatoare au, în general, o comportare foarte apropiată de 
a montajelor cu amplificatoare ideale; | 

b. Montajul de derivare din figura 5.19, d nu se-utilizeazá sub această formă în practică, 
deoarece componentele de frecvență înaltă ale semnalului, printre care şi zgomolele, apar la 
ieşire mult amplificate; 1 

с. În comparație cu circuitele de deriváre sau de integrare pasive (probl. 5.14, 5.18), mon- 
tajele cu amplificatoare 'operationale permit obținerea unor tensiuni de ieșire de valori con- 
venabile. Precizia este dictată numai de către precizia valorilor rezistențelor și condensatoarelor 
utilizate, : 


Problema nr. 5.20. Un condensator C íntHtcat la tensiunea U, este cuplat 
la bornele unui circuit care cuprinde un rezistor R si o bobiná cu inducti- 
vitatea L, legate in serie. Sá se determine intensitatea curentului din circuit. 


Solufie : ! 
Ecuațiile circuitului sint următoarele: ; 


| É E TRI» -0 
* | = — С 
t at 
Eliminînd funcțiunea i(/), se obţine ecüafia diferenţială de ordinul II: 
бы: см Se us c 
A Le-m ЕС а tu 0 
Solutia generală a acestei ecuații este: 
* 3 u(t) = Ае? + Beh 
în care ф, si 2, sînt rădăcinile ecuației caracteristice: 


LCH + RCp+1=0 
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Fig. 5.20 


Aceste rădăcini sînt: 


£ > в. Ry 3 
ћа= +8: «=; B VE -5 
Constantele A și B se determină din condițiile inițiale: 


0+) = (0—«) = 0) е] 


uc(0 + €) = 00(0 — £) = U, 


ла obține următoarea expresie pentru tensiunea la bornele condensato- 
rului: 


ue?) = 0, ее Br + 2 sh e) 
Intensitatea curentului din circuit este: 
E U: 
i(t) = — e-* sh 
(0) [77 pt 
Se disting următoarele cazuri: 
a. Regim aperiodic: R > 12 


În acest caz, funcțiunea i(/) are expresia de mai sus și е reprezentată grafic 
în figura 5.20, b; [ 


b. Regim aperiodic critic: R = Je 
În acest caz, B = 0 iar carentul este: 


i = lim Ve -2 sh 
Li re TT Bt 
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Rezultă: à 
(д = Z te-a 
i(t) B te 


Variația în timp a curentului din acest caz e reprezentată în figura 5.20,c; 


c. Regim oscilant amortizat: R < 22. 
În acest caz, dacă se notează: 


se obţine următoarea expresie a curentului: 


i = Ve е-а sin ot, 
oL 


reprezentată grafic în figura 5.20, d; 
d. Regim oscilani neamortizat: R = 0. 
În acest caz, curentul este (fig. 5.20, e): 
i =V sin = 
eL 
Discuţie : 
Fie /,, momentul trecerii curentului prin primul maxim și 4, valoarea ma- 


ximă corespunzătoare. Pentru cele patru regimuri particulare descrise mai 
sus, se obțin rezultatele din tabelul 5.4: 


Tabelul 5.4 
în 
Regimul îm T Кош 
(4 Vē) 
aperiodic A argthz nl z= VIZĂ 
&. Е X 
al L 


T 
Pe T 
MICR 


aperiodic critic 1 ex 
a 

oscilant amortizat TE en iss Е 

a z = 

jJ 
= >1 

Cai 
жеу; 
oscilant 2 1 
neamortizat 2o, 
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Es Problema nr. 5.21. O bobină cu rezistența 
înfăşurării R şi inductivitatea L este cu- 
plată în momentul 2 = 0 la o sursă de curent 
alternativ cu tensiunea la borne: 


2 m(t) = UVZ sin (ot + ү) 
Să se determine curentul din bobină. 
Solufie : 
Ecuația circuitului este: 
A LË 4 Ri = О sin (ot + y) 


Soluția generală a acestei ecuații dife- 
rentiale neomogene se exprimă ca suma 
dintre soluția generală a ecuației omoge- 
ne: 


t 
А - L 
Fig. 521 $-24e*; P 


și o soluție particulară a ecuaţiei neomogene. Se alege pentru aceasta din 
urmă chiar soluția de regim permanent: 


j uyi ^ oL 
i) = yar a sinlut Т Ф): tge—'g 
Constanta A se determină din condiția inițială i(0) = 0. Se obține rezultatul: 
: mA =. , -i 
i!) = vg огу sin (et + Y — Ф) —sin(y— 9e *] 


Se observá cá dacá intreruptorul este inchis in momentul corespunzátor 
anulárii componentei de regim permanent a curentului, regimul tranzitoriu 
dispare, stabilindu-se direct regimul permanent. 


Problema nr. 5.22. Sá se determine curentul dintr-un circuit R—C serie 
care se cuplează în momentul / = 0 la o sursă de curent alternativ cu tensi- 


unea la borne: 
w(t) = Оү2 sin (ot + y) 
С ondensatorul este inițial descărcat. 
Soluţie : 
Ecuația circuitului este: 


п = Ri + ue = ЕС®© + ue 


Soluţia este suma a doi termeni, dintre care unul reprezintă soluția gene- 
rală a ecuației omogene: 


als 


"-—Ae т = RC, 
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iar al doilea este o soluție particulară a 
ecuației neomogene și va fi ales de forma: м 


R 
ta = Uo}? sin (o£ + y — 9) «) j d. d: 
Prin înlocuire directă, se obține: qc Aa | c 


Xe rr. AR. FAX CAT 
Ча= = 0; асе Xe RRR 
2= үт + х8 


Тіпіпа seama de condiția inițială 4,(0) = 
= 0, se obține tensiunea la bornele conden- 
satorului: 


cl) = ŽE VZ [sin (at + y — 9) 


—sin(y— Ф)е 7] 


Curentul este: 


i() = cS — VZ [соз (at E y — 9) + È sin (y — g) e7 5 


Dacă cuplarea se face astfel încît ү = Ф, componenta tranzitorie dispare 
și curentul va fi egal de la început cu cel de regim permanent. a 


5.3. METODA INTEGRĂRII DIRECTE A ECUAȚIILOR 
ÎN VALORI INSTANTANEE 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 5.23. Un electromagnet de curent continuu аге inductivitatea 
înfășurării L — 0,5 H f rezistența R = 10 Q. Electromagnetul este ali- 
mentat sub tensiunea la borne U, = 100 V. Sá se determine valoarea rezis- 
tenfei R, care trebuie conectată în paralel cu electromagnetul, astfel încît 
la decuplarea bruscă a acestuia, supratensiunea maximă să fie de 400 V. Cu 
cît cresc, în această situație, pierderile prin efect Joule-Lenz în regim sta- 
tionar? 


Răspuns: R, = 40 Q; 25%. 


Problema nr. 5.24. Circuitul de excitație al unei maşini electrice de curent 
continuu are inductivitatea L = 0,1 H si rezistența R = 1 Q. Tensiunea de 
alimentare este U,. 
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Pentru micşorarea supratensiunii care apare la decuplarea înfășurării de 
excitație, în paralel cu ea este conectat un rezistor R,. Să se determine valoarea 
acestui rezistor și supratensiunea maximă, ştiind că după decuplare, curentul 


scade la . din valoarea inițială, în 20 ms. 
e 


Răspuns: Rp = 4 Q; U, maz = 4U,. 


Problema nr. 5.25. Pentru măsurarea rezistenței unei înfășurări se utili- 
zează puntea Wheatstone din figura 5.25. Considerînd că este realizată con- 
ditia de echilibru, să se determine după 
cît timp de la cuplarea punţii la sursă va 
putea fi cuplat galvanometrul, dacă ten- 
siunea maximă aplicată acestuia nu tre- 
buie să depăşească 5% din tensiunea 
electromotoare a sursei. 


Aplicație numerică : 
R=10Q9, L—1H. 


Răspuns : 
Fig. 525 wan) _1 Us 
U, 2 
i = т 10 = 0,23 s. 


БЕ 


Problema nr. 5.26. În circuitul din figura 5.26 să se determine curentul din 
bobină în urma deschiderii întreruptorului K. Circuitul funcționa iniţial în 
regim permanent. 


Răspuns : 


i) le |! RA e ER 
RR (R + R,) R, + RR, R+R, 
Problema nr. 5.27. Circuitul din figura 5.27 funcționează în regim perma- 
nent cu întreruptorul K închis. Să se determine variaţia în timp a tensiunii 
la bornele condensatorului la deschiderea intreruptorului. 


Răspuns : 


t 
т 


3/0, 4 Ж 475 тшс 


Fig. 527 
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Problema nr. 5.28. În circuitul din figu- №, 
ra 5.28, care funcționează în regim perma- 
nent, se scurtcircuitează brusc rezistorul R. 
Să se determine curentul , după comutație. 


Aplicație numerică : 
R=59, R=R=100, m,—150, (Du 

C=100 uF, U,— 60V 
Răspuns : 


Fig. 528 


0) = 4 — 2e-9: 


Problema nr, 5.29, Pentru măsurarea rezistenței de izolație a unui conden- 
sator se utilizează montajul din figura 5.29, în care G este un galvanometru. 
Pentru a nu suprasolicita acest aparat în momentul cuplării condensatorului 
în circuit, galvanometrul se cuplează 
mai tîrziu. Să se determine după cît R de 
timp de la cuplarea comutatorului pe pri- 
ma pozitie, el poate fi comutat pe pozi- 
ţia de măsură M, fără ca tensiunea la 
bornele galvanometrului să depășească 
jumătate din t.e.m.a sursei. 


Aplicație numerică : 
R,—20MQ0, R—4MQ, C=6uF. 


Răspuns : 


: 
ц) = (Rx Re) + 
1— т Le = 18,3 s. 


iz 


Problema nr. 5.30. Condensatorul din circuitul din figura 5.30 se încarcă la 
tensiunea U,, apoi se cuplează la bornele celor două bobine conectate în paralel. 
Fără a calcula curenții, să se determine sarcinile electrice care trec prin cele 
două bobine în cursul regimului tranzitoriu de 
descărcare a condensatorului. 


Răspuns : 
В, 
= Сі. 
4 URAAR 
= Е; 
= CU, В, + R, Fig. 5.30 
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Problema nr. 5.31. Circuitul din figura 5.31 funcționează în regim permanent 
cu întreruptorul K închis. Să se determine intensitatea curentului după 
deschiderea bruscă a intreruptorului. 


ем Răspuns : 


if) = жет8; а= 


: |75 
£z 
c 


R 
2L 


Fig. 5.31 După relația dintre R și 2 y 
studiate la problema nr. 5.20. 


Problema nr. 5.32. Circuitul din figura 5.32 func- 
fioneazá în regim permanent cu rezistorul scurt- 
circuitat. În momentul ż = 0 se deschide între- 
ruptorul. 

Să se determine curentul din circuit, știind că 
sursa de alimentare are t.e.m.; 


se obțin regimurile 


e(t) = EVZsinot 


it) = 202 [а (ы — 9) — m c 


unde: 


=VR i =%; sal; est: 
2 =|к* + Хї; tge— i Xu=oli; с = 


Problema nr. 5.33. Circuitul din figura 5.33 funcționează în regim permanent, 
sub tensiunea la borne m(t) = U,V2 sin (wt + y), cu întreruptorul K deschis, 
Să se determine curenții din cele două bobine, dacă acest întreruptor se închide 
în momentul în care curentul este maxim. 


Răspuns : 
Considerind că întreruptorul se închide în momentul £ = 0, rezultă: 
t i 
р оү a Vă x 
щй = 9P-[os(ot-- 9 п) соз (е ae *]-+ 2e 


ij = v, 
unde: 
Z — (RF R} + eL; Lys; 2, V Ri (eL); 2,= RET (9L 
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L9 tL. „ж dr fe le 


R+R ’ 
L E E 
ignoti tpe = б; «e A 
Я 
р, ае аф 
Am ră ara Fig. 5.33 


5.4. METODA TRANSFORMATEI LAPLACE 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr, 5. 34. Circuitul din figura 5.34 este realizat din elemente ideale, 
între ale căror valori există relația: 


R=|3 


Circuitul este pus în momentul £ = 0 sub tensiunea la borne U,(/). Sá se 
calculeze curentul i(/) absorbit de la rețeaua de alimentare. Condensatoarele 
sînt inițial neincárcate. 


Soluţie : 
Impedanfa operațională a circuitului este: 


1 1 


20) = 


Tinínd seama de relația din enunţ, se obţine: 
Z(p-—R 


Rezultá cá acest circuit se compor- 
tă global ca un rezistor, astfel încît 
curentul absorbit va fi in fiecare 
moment proportional cu tensiunea 
la borne, indiferent de modul în 
care variază aceasta în timp: 


i) = 29. 


Problema nr. 5.35. Circuitul din problema precedentă este cuplat în mo- 
mentul / = 0 sub tensiunea la borne: 
т) = Us — e-7) 
Sá se calculeze curentii prin toate laturile circuitului. 
Soluţie : 


Folosind rezultatul problemei precedente, intensitatea curentului absorbit 
de la sursă este: 


ip) = 0 — e (1 еса) 


Transformata Laplace a acestui curent este: 


1j e] 


1 


L) = 0р) — = —* 


Rx L — pipa) (р + ey) 
су 
R Ug 1 
140) = 0) =- 
TES R (pau) (pu) 
Cp 


L) = p) == : 


R+ PL n (р + а) (р + €) 


14) = 10) DE L 


R+pL L рр фа) Фа)’ 


expresii în care s-a notat: 
1 
Og = Ic 
Utilizînd formulele de dezvoltare ale lui Heaviside se obțin rezultatele: 


ii) = il) = р кее) 


[E 


-at 


ot 


e 


it) = щ) = 56 


ор а 


Problema nr. 5.36. Circuitul din figura 5.36 este cuplat în momentul £ = 0 
la o sursă de curent continuu cu t.e.m. U, și rezistența internă nulă. Să se 
determine curenţii. 


Solufie : 
Impedanta operațională a circuitului este: 
РА CIL 
д0) = В, +0. 
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Transformatele Laplace ale curenților 
sînt: 


Up) _ 0, Ra + pL 
ц) Zi) р RR +РЦЕ + Е.) 
BE „^ UL 
L9) =10) В, кри ВВ, pL, + R) 
zx Re = 
ыз) = hf) aa 
Uo Re 


р RQR pL (Rt Ra) 


Originalele se determiná cu relatiile lui 
Heaviside și au următoarele expresii: 


А 
U, R, mm 
i == КИЕ... А T 
i zl mA ) 
] 
^ U, -4 
i) = 25 TUS е т 
1 


i) = 201-677), 


in care constanta de timp are expresia: 


"Lit 
RBS 
Problema nr. 5.37. Circuitul din figura 5.37 se cuplează în momentul / = 0 
la o sursă de curent continuu cu t.e.m. U, și rezistența internă nulă. Să se 
determine curenții. Condensatorul este inițial neîncărcat. 
Solujie : 
Impedanfa operațională a circuitului este: 
ml 
20) = R + —© 
R+— 
РС 
Transformatele Laplace ale curenților sînt: 
(2) = Ve __Ue PCR +1 
р) р — pCR,R,-- (R, + Ry) 
1 


РС мд 1 
Ш) = Ш ге суар 
A 
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Р В, 
10) = L(f)——-- 
Ap 
hd ъс 
CR, 
PCR, R, + (Ri + Ra) 


Originalele se determină cu relațiile 
lui Heaviside și au expresiile: 


: 
А U, В, ү. 
йр ТЕТ Г) 


0 = (e) 


t 
40) = E e 
in care 

Ru Ra 
R + Ra 
este constanta de timp. 


т=С 
Fig. 5.37 
Problema nr. 5.38. Circuitul din figura 5.38, a funcționa în regim staționar 


cu întreruptorul K deschis, Sá se determine curentul din rezistorul R după 
închiderea întreruptorului. 


Soluţia întîi : 


Schema operațională a circuitului cuprinde un generator echivalent cu 
condiția iniţială din bobină: 


= 11 
90) = Le 


Transformata Laplace a curentului cerut este: 


R 
I —1 
(б=т Ы 
pL 10) U, | LU, 
L R R, R, 
Ord Eutr pe 
L 
OE b PE R +R 
A Efectuind calculele şi utilizînd 
a doua relație a lui Heaviside, 
б 10) se obţine: 
(p) 
[s (p) | | А ‚2 
i) = 2° (ize Jr 
2 R AR x 
5 = LR+RD 
Fig. 538 RR, 
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Soluția a II-a: 
Se transfigurează schema din figura 5.38, b, ca în figura 5.38, d, în care: 


W LU 


р Ж 
M = 2 


Tensiunea la bornele AB are imaginea: 


0..0) = 1,0) 200) = 1,($) - 


RR pL 


iar curentul cerut este: 


_ Uan(p) 
qp = anm 


Problema nr. 5.39. În circuitul din figura 5.39, a, care funcționa in regim 
staționar cu întreruptorul K deschis, să se determine variația curentului 
din bobină în urma închiderii acestui întreruptor. 

Solufie : 

Se desenează schema operaţională, în care figurează o sursă echivalentă 
cu condiţiile inițiale din bobină (40) = U,/2R). Cea mai simplă soluție 
constă în determinarea generatorului echivalent care alimentează bobina, 


făcînd transfigurările succesive ilustrate în figura 5.39, b. Curentul din circuit 
are imaginea Laplace: 


Ue, LU, 

цә) = 2p' 28 U,  R4pL 
R ЫЗЕ + 2р1. 

REG pL PSR + 2р1.) 


Originalul se determină cu ajutorul celei de a doua formule a lui Heaviside 
și este: 


A 1l 
= 2 (1 tit UL 
unde 
AC 
3R 
este constanta de timp. 


Problema nr. 5.40. Să se determine curentul din rezistorul R, care se cuplează 
in momentul / = 0 la circuitul din figura 5.40, a aflat în regim staționar. 
Soluţie. 

Condensatorul este încărcat iniţial la tensiunea U,. Tinind seamă de acest 
fapt, se determină schema operațională din figura 5.40, b. Curentul cerut 


ACD A 
Li Ip) 
R | 
А р [а 
(7 % ú 
o 40 (02 
a b 


poate fi determinat după efectuarea transfigurărilor succesive ilustrate în 
figura 5.40, c, în care: 


10) = + CU, 
R ^to 
ар) = E 
8+ — 
Ср 


Curentul cerut аге transformata Laplace: 
Ye 


10) p___Ue pCR +1 
Zp)* R, p pCRR + (R+ В) 


Originalul se determină cu a doua relație a lui Heaviside și are expresia: 


0, R 
13555 e Я 
Lum re SEC: J 
în care 
с=с BR 
RB, 


este constanta de timp. 


Problema nr. 5.41. Sá se determine intensitatea curentului din conden- 
sator si tensiunea la bornele acestuia, în urma închiderii intreruptorului S. 
Anterior, circuitul se afla în regim staționar. 

Aplicație numerică: E = 48 V, R=20 О, R,=50 О, КБ, = 100 Q, 
C = 3uF 


Soluţie : 

Se reprezintă schema operațională, în care condiția inițială u,(0) = E 
este reprezentată printr-o sursă echivalentă. Aplicînd teoremele lui Kirchhoff, 
se obține: 


> = ®Щ# + ҺЫ) 


Ha =(R + E) I($) — R,1(2) 


$ 
102) = 100) + 1(2) 
Curentul cerut are transformata Laplace; 
I ER, А 1 
(0) RR, + RR, + ВЕ, Ri + В, 


1 C(RR, + RR, + RIR,) 
Cu valorile numerice date, se obține: 


PS e УШ 
I($) = — 0,3 FEY 


Valoarea instantanee a curentului din condensator este deci: 
i(f) = — 0,3 edes: 
Tensiunea la bornele condensatorului este: 
00) = Е + = 32 + 16 ea: 


Problema nr. 5.42. În circuitul din figura 5.42, a condensatorul C se încarcă 
pînă la tensiunea U,, apoi se cuplează la bornele circuitului format din rezis- 
toarele R și R, și condensatorul C,. Să se determine variaţia în timp a tensi- 

unii la bornele condensatorului C,. Se 
va considera C, = C. 


t=0 
A NS 
$5 = Soluţie : 
Se reprezintă schema echivalentă ope- 
ü e “6 5*6 raţională (fig. 5.42, b). 
E Tensiunea cerutá are transformata 
Laplace: 
Ao 
Up) = — 62 1), 
R+—— 
b Cup 
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În cazul C = C,, se obține : 


о) = 


UCR, 
P'CRR, + pCQR, + R)+1 


Originalul se determină cu prima formulă a lui Heaviside și este: 


S-au utilizat notatiile: 


iar valoarea maximă este: 


= n 
E -Samt 
tmas = Uo | Re F Ei 


Pentru / — co tensiunea tinde asimptotic spre zero, ceea cese poate con- 
stata si direct, dar și efectuind trecerea la limită, în care se tine seama de 
inegalitatea а > B. 

Problema nr. 5.43. Circui- 
tul din figura 5.43, a func- Р № nm 
tiona in regim staționar cu ә ax! 
intreruptorul S deschis. În 
momentul = 0 se închide 
acest întreruptor. Să se de- 
termine curenții din circuit, 
ştiind că condensatorulC ега 
initial încărcat la tensiunea 
U,, cu sensul din figură. 
Aplicație numerică: E = 
= 60V , R, = 400 Q, R, 
000, L= 0,2 H, C = 
= 2,5 F, О, = 20 V. 
Soluţie : 

Se reprezintă schema ope- 
rațională (fig. 5.43, b), în ca- 
re figurează sursele echiva- 
lente cu condiţiile initiale: 


803 aia 
кю —) =U, 
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Ecuațiile lui Kirchhoff sînt următoarele: 
2 a Rh) + (Ba + 2L) (6) 


р ҖЕ 
2-5 = RI) + Lu) 


L(5) = (2) + ЫЎ) 
Eliminind pe I,(5) şi 1,(ф), se obţine: 


LE 
PLC(E — О) + [ов UV) + ] +Е 
DENEN 


(5) = 


PIp* R,LC + p(CR,R + L) + (R, + В] 
În cazul numeric considerat, rezultă: 
UP = улуг 
Utilizînd a doua formulă de dezvoltare a lui Heaviside, se obține origi- 
nalul: 
100) = 0,05 + 0,1 e-2000: — 0,05 е-30%: 
Pentru a afla ceilalți curenţi se determină tensiunea 
Ua = E — Rai, = 40 — 40 e-299! 4. 20 е-30%‹ 
Rezultă expresiile celorlalți curenţi: 
ы) = СЭ — 0,2 e-2 0i — 0,15 e 


0) = i) — (0) = 0,05 — 0,1 e7200: 4- 0,1 e-3 00: 


Problema nr. 5.44. Să se determine variația in timpa tensiunii la bornele 
condensatorului din circuitul reprezentat in figura 5.44, a, care dupá ce se 
încarcă la tensiunea U,, este cuplat la bornele unui circuit compus dintr-un 
rezistor R si o bobină L legate în paralel. 

Solufie : 

În schema echivalentă operațională (fig. 5.44, b) figurează generatorul e- 
chivalent condiţiei initiale Uc(0) = U,. Tensiunea la bornele condensatorului 
are imaginea Laplace: 


un 
о) R-pL_ p = —URLCp 
R+pL d RpL PRLC+pL + R 
Cp R+pL 


Originalul se determină cu prima formulă a lui Heaviside si are expresia: 


u(t) - U, e-* (ch pt — žeh 8) A 
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2-0 
AN ut) р) 


L 
16 1 e Oa ғ Jw 
P E 


aL “u 4. 
D * D| 7 7 $ 
с d e 


Fig. 544 


în care s-au făcut nota[iile: 


Îl д 1 
*—3g i В= Ve -iT 
Se disting următoarele situații: 
a. Regim aperiodic: 


2R < [= . 
În acest caz (fig. 5.44, c), tensiunea la borne are expresia de mai sus; 
b. Regim aperiodic critic: 
T 
2R = ys А 
Ridicînd nedeterminarea care apare pentru B — 0 se obţine (fig. 5.44, 4): 
u(t) = U, e-*'(1 — at). 
c. Regim oscilant amortizat: 
ps 
к>]. 


Făcînd notafiile: 


se obține rezultatul (fig. 5.44, е): 
ц) = Up e-* (cos оі * sin о). 
ә 


d. Regim oscilant neamortizat: Е = ос (fig. 5.44, f): 
u(t) = U, cos ey 

Problema nr. 5.45. Circuitul din figura 5.45, a este cuplat la o sursă cu tensi- 
unea la borne constantă U = 250 V. Să se determine tensiunea U, la bornele 
condensatorului. 

Aplicație numerică : cazul 1: R = 2500, L = 2н, C = 2uF; cazul 2: 
Р = 100 0, L = 40 mH, С = 1 pF; cazul 3: Р = 100 Q, L = 40 mH, 
C-5pgE. 

Solujie : 

Impedanta operațională a circuitului este: 

1 3 
PC — p RLC4 pL4.R 
(00 PLC 


pL 


д0) = R + —2 

pL + — 

+С 

Curentul absorbit де la sursă are transformata Laplace: 


I = Up) _ — ULC +1) 
e Tare A EET 
(p) — P(P*RLC + pL + R) 


Pentru determinarea tensiunii la bornele condensatorului se înmulțește 
acest curent cu impedanía operaţională a circuitului L—C : 


+ 


Originalul se determină cu ajutorul celei de a doua formule a lui Heaviside. 
În cazul 1, se obține (fig. 5.45, b): 
uc(!) = 500 (e-599 ! — e-150) 
În cazul 2, transformata Laplace a tensiunii Uç este: 
2,5 - 108 
Ор) = — 
00) = т, оюу 


Se observă că polul $ = — 5 000 este dublu. 
În cazul polilor multiplii, formula lui Heaviside capătă expresia: 


d ze] 1 d"! — рр» 
#1 А ; 
Qo) С (ть — 1)! | ap! оф) i 
фа 


(P — py)"* 


în care m, este ordinul de multiplicitate al polului 44. Utilizind această re- 
latie, se obține (fig. 5.45, c): 


uc(/) = 2,5: 10° 7 -50% 


Acesta este regimul aperiodic critic. 
În cazul 3, care corespunde regimului oscilant amortizat, se obține 
(fig. 5.45, d): 


uc(/) = 250 e-1**' sin 2 000 4 


Problema nr. 5.46. Circuitul din figura 5.46, a funcționa în regim permanent 
cu întreruptorul S deschis. Sá se determine curenții din circuit, dacă în 
momentul 4 = 0 se închide acest întreruptor. 

Aplicație numerică: U = 250 V, R, = 50 Q, Р, = 200 Q, R,—250 Q, 
L= 10 mH, C = 5 pF. 

Soluție : 
Condițiile inițiale sînt: 


(0 —) = 1,100 —) = 100 V 
Cu aceste condiții inițiale, se re- 
prezintă schema operațională, iar ecu- 
atiile lui Kirchhoff sînt următoarele: 
E + 14(0—) = (R, + 
+ 2L) 10) + 106) 


£a pi (d y Bom 
p 


= (R, + $L) ($) + z Lf) 
10) = L(7) +10) 
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Transformata Laplace a curentului î, rezultă de următoarea formă: 


(2) ЁВ,ЬСЇ(0) + p|CR,U + 14100) — 000) RC] + CU 
* PIPRICL + (CR, Rs + L) + (R, + Бу] 


Cu valorile numerice indicate, se obţine: 


hip) - EE E 
Polii acestei expresii sint complecși: 
Жа = — 3 000, +j #000, 
deci regimul va fi oscilant amortizat. Utilizînd a doua formulă a lui Heaviside, 
se obține: 
10) = 1 +2,8 c- 9* sin (4000 t — 0,18) 


În continuare, se determină tensiunea хь: 


ult) = U — Rai, — ri = 200 — 125 e-2%0! sin (4 0004 + 0,926), 
apoi: 


0) = E = 1 — 0,625 c-? ^! sin (4 000 t + 0,926) 


i(t) = i (0) — 100) = 3,13 739? sin 4 000 £ 


Problema nr. 5.47. Pentrulimitarca supratensiunii care apare la bornele 
unei bobine în urma deconectării сі din circuit, se utilizează montajul din 
figura 5.47, a, în care condensatorul C are rolul de a anula curentul de regim 
permanent prin rezisterul Rp (v. probl. 5.8). Să se calculeze tensiunea la 
bornele bobinei, dacă se presupune, pentru simplificare, că întreruperea 
curentului din circuit se face brusc, fără ca între bornele întreruptorului 
să se formeze un arc clectric. 


Solufie : 
Se reprezintă circuitul echivalent operaţional (fig. 5.47, b) în care figurează 
generatoare echivalente cu condiţiile inițiale: 


u(0) = Ua; Ф(0) = 


LU, 


VAGI 


Transformata Laplace a curentului este: 
Ve } Lie 
p ^R 


Ер 


1 
В+ Rp pl + —— 
Ср 


iar а tensiunii la bornele bobinei este: 
LU, | Uo CR-L+ pLC(R — Rp) 


U,(9) = (R + 2L) I(2) = 


R Н PLC+pCR+ Ry) +1 


Utilizind prima formulă de dezvoltare a lui Heaviside, se obţine: 


s, = v, [(1 — jen + 


CIR? + Вр) — 21, shpe eet 
2RLC В * 
în care s-a notat: 


| didi vu Mos ch 
iza эд" ве 


De obicei, R, si C se aleg astfel încît regimul să fie aperiodic (8° >> 0). 
În cazul regimului aperiodic critic (B = 0) rezultă: 


EA 
к+к,= 22: 
iar tensiunea la bornele bobinei devine: 
ut _ Rp—R cafe Вр В 1] 
U, R 2 nc 


Tensiunea la bornele bobinei este maximă in momentul în care: 


al, = 1 4 2-8 Е 
p= R 
şi are valoarea: 
Urmas _1  Rg—R ш 
Us 2 R(Rp+ R) 


Cea mai periculoasă supratensiune apare în momentul і = 0 si are valoarea: 


UO — Bo q 
U, R 


Se observă faptul interesant că în cazul: 
к= к„=|ъ 
tensiunea la bornele bobinei este nulă după întreruperea circuitului. 
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Problema nr. 5.48. Circuitul din figura 5.48, a este alimentat de la o sursă 
de curent continuu cu tensiunea electromotoare U, şi rezistență internă nulă. 

n momentul 7 = 0 se închide întreruptorul. Să se determine variația în 
timp a curentului 7, știind că sarcina inițială a condensatorului este gg, cu 
semnul din figură. Ce condiție trebuie să îndeplinească sarcina gg pentru са 
la închiderea întreruptorului să nu circule curent prin bobină? 

Aplicație numerică: Uy == 120 ve 40 V, Р, = 100 О, Р, = 200 Q, 
L = 0,667 H, C == 35, 35 uF 


Solufie : 
Se reprezintă schema echivalentă operaţională (fig. 5.48, b). Transforma- 
ta Laplace a curentului cerut se poate calcula cu teorema lui Thévenin: 


Vano(p) — —® 
| A EE a 
0) = торур)’ 
în саге: 
Rezultă: 
Ur — — 4 
цә) = —— it 6 
2[r n 7 НЕ 
LR + Е) LC 


" un Nt Se obține imediat condiția ca ? = 0: 


R, 
= CU, + 
27 do Du 
^ Se fac notafiile: 
Be v 1 


=@=————; v = 
2L, + Rp)! ^ VIC 


Polii functiunii I($) sînt rădăcinile ecu- 
atiei 
Ё? + 2ap + —0 


8 
Fig. 5.48 Фа = — а jo a 


Se disting următoarele cazuri: 


e 2 a <24 
1) ө > a? sau R+ RA, Пе 


În acest caz, se obține după aplicarea primei formule de dezvoltare a lui 
Heaviside: 


i--L Ro cw) .e 
i) e c (0 0—8) enn sin er 


în care, 


2l RR _ „11 
2) e$ = a? sau pi = 22 


Ridicînd nedeterminata din expresia curentului, se obține: 


i) — 7 (V. X -fye 


3) ө «a? sau. Юз _ [© 
) % ору ыра [А 


În acest caz, se obține: 


=3. Boe 
12 а Кана, Мс e-*! sh fr, 


unde 
в-а 
În cazul numeric considerat, se obține: 
a = 50, o = 42 500, в = 200 
de unde: 
100) = 0,3 e-%t sin 200 4 
Problema nr. 5.49 Circuitul în punte din figura 5.49, a este cuplat în momen- 
tul = 0 la o sursă de curent continuu cu t.e.m. E și rezistența internă 
nulă. Să se determine curentul prin diagonala А—В a punţii. 
Solutie: : 
Se aplică teorema lui Thévenin sub forma operațională: 
cm 
Din schema rețelei pasivizate (fig. 5.49, b), se obține: 
pL 1. 


i AE rr db 
240) = 1— їн. 


Pentru determinarea lui 10,0 (2), se 
utilizează figura 5.49, c, din care rezultă: 


tă e te BE 
(2) Р VELE 
Ср 
Оо) (7: — 21) 1) = 
mE 1— pc 
PU + PLC) 


Se obține imaginea curentului cerut: 


E 1 — PIC 
Hp) S M 
(2) p PRIC+2pL+ Н 
Polii functiunii Z(^) sînt rădăcinile nu- 
mitorului si au expresiile: 


ћа= – а јо, 


їп саге: 


Fig. 4.59 


Se disting trei cazuri: 
Cazul 1) в > a2, adică: 


EP 
R >|} 


În acest caz, polii sînt numere complexe. Regimul este oscilant amortizat. 
Utilizind a doua formulă de dezvoltare a lui Heaviside se obține curentul: 


= 2 (01 — 2 e-* cos ul); 


cazul 2) e$ = a?, adică: 


alei 


Acesta este regimul aperiodic critic, iar soluția este: 
5 Е 
ш = Ë (—2e9); 
i 0 —2e9; 
cazul 3) оф < о2, adică: 
Ж. 
a «Jt 
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În acest caz, corespunzător regimului aperiodic, se obține: 
it) =E (1 — 2 e- ch gi) 
R 
unde: 


== [к= 


Se observă că în toate cele trei cazuri: 
А E E 
0) = – = ; (оо) = = 
10) (09) 


Într-adevăr, în momentul / = 0 condensatoarele se comportă са un scurt- 
circuit, iar curentul prin bobine este nul. La stabilirea regimului permanent, 
curentul prin condensatoare este nul, circuitul închizindu-se prin cele două 
bobine, care se comportă ca un scurtcircuit (deoarece s-a neglijat rezistența 
lor). 


Problema nr. 5.50. Ce relații trebuie să existe între parametrii punţii din 
figură, pentru ca ea să fie echilibrată indiferent de variația în timp a tensiunii 
de alimentare u(/)? Condiţiile initiale sînt nule. 
Solufie : 

Se aplicá teorema lui Thévenin sub forma opera- 
tionalà : 

Uano(p) 
Қр) 2 — 48000) _ 
(0) 20р) + 2аво(р) 
Pentru echilibru, este necesar са: 


7 U,so(2) = 0 
Cu notatiile: 


Z$) = Rv ba; Z9) = i 


Lb) = Rat bla; Z4) 
se obfine: 


Чаво) = Уф) ттр udi 
Conditia de echilibru devine: 
240) 240) = 2100) 240) 
indiferent де 5. Înlocuind, se obţine: 

Rut рш _ Ca 

R+Ppla С, 
Rezultá, prin identificare, conditiile cerute: 

RIC, = RC, 

LC; = L,C, 
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Problema nr. 5.51. Puntea din figura 5.51, a este alimentată de la o sursă de 
curent continuu cu t.e.m. U, si rezistența internă R, și funcționează în re- 
gim permanent cu íntreruptorul K deschis. În momentul і = 0, se închide 
acest întreruptor. Să se calculeze tensiunea 
U(t) la bornele înfășurării secundare, care 
funcționează în gol. 

Aplicație numerică : 

L=10 mH, R— 5 0, R = 10 Q, 
U,—20V, M = 1 mH 
Solutie : 

Înainte de închiderea întreruptorului, cu- 
renții din circuit erau: 

Us 
R+2R, 


ЫЩ0—)= 0—0) = 


Acestei condiții inițiale îi corespunde, 
după închiderea întreruptorului, cîte o 
t.e.m. operațională: 

$(0) = 2—0, 
Е + 28, 


în serie cu fiecare bobină L. Din motive de 
Fig. 5.51 simetrie, curenţii din cele două rezistențe 
$i din cele două bobine sînt respectiv egali. 

Se aplică teoremele lui Kirchhoff sub forma operațională: 


цә) = Ц) +20) 
Se = RIP) +2810) 


Ф(0) = 211,6) — RIz(£) 


Rezultă: 
Us В + 9(0)(R, + 2R) 


10) =- E 


RR, + pL (R, + 2R) 
Tensiunea U, are transformata Laplace: 
005) = ФМ) — М+(0) = 


2 MR — Ve Rh0 
RR, + pL (R, + 2 К) 


Originalul acestei expresii este: 


RR, 
ші) = О M ЕЕЕ) — QCHEGGES 
6 ог (в +28) (R, + 28) 
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Cazuri particulare: 

4) R= Ry w()=20, 
3) R,—0; uf) =} 
Acest rezultat se explică, deoarece curentul 1, este, în acest caz: 


à() = 10) - 2t 


Aplicație numerică : 

u(t) = 0,3 e-2%:(V) 

Problema nr. 5.52. Se consideră două circuite oscilante identice cuplate 
(fig. 5.52). Inductivitatea mutuală este M = kL, în care k< 1 este coefi- 
cientul de cuplaj. Unul din circuite fiind în scurtcircuit, se aplică celuilalt o 
tensiune la borne constantă U. Se cer curenții din cele două circuite, ince- 
ріпа din momentul aplicării tensiunii. 

Soluţie : 

Circuitul se află în condiții initiale de repaus. Ecuațiile lui Kirchhoff sub 
formă operațională sînt următoarele: 

U 


1 
(2t) no) + oru 5 


ФМ) + (2z + zi 1.0) = 0 


Rezolvînd acest sistem de ecuaţii, se obţine: 


сир 1 1 
ая aid m mul 


cu 1 1 
aer xl 
în care: 


“1С(1+®; g*— LC(1— 0 


Notind: t=0 


я м i 
AMO 1 5 $ 
tx VIFA L с 
= 1 
1 $ усаа Fig. 5.52 
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se obțin valorile instantanee ale celor doi curenți: 


jio = = [о sin cost + о sin of] 


А со = В 
| 1.(0) eri sin ot — c, sin cf] 


Curenfii din cele două circuite apar deci ca suma, respectiv diferența a doi 
curenți de frecvențe: 


În cazul cuplajului perfect (k = 1), rezultă în consecință: 


= A 1j 


ap? +1 


(0) = ҮТ 


ap +1 


Valorile instantanee ale curenților, sînt, în acest caz: 


10) = E [оз sin ot + 3(1)] 
0) = 2 [єз sin o — 80)] 
Se observă cá apar șocuri infinite de curent în cele două circuite. Fluxurile 
magnetice din cele două bobine, care au expresiile; 
Фф = Li () + Mig) = Ці + Ый] 
9,0) = 110) + М0) = Lt) + 00) 
nu contin singularitáti de tipul 3(/), fiind funcțiuni continue de timp. 
Problema nr. 5.53. Două circuite oscilante identice sînt cuplate magnetic, 
inductivitatea mutuală fiind M = АГ (k < 1), (fig. 5.53, a). Unul din cir- 
cuite este în scurtcircuit, iar în celălalt se află o sursă cu rezistența in- 
ternă nulă, care dá un impuls de tensiune cu amplitudinea constantă U, si 


durata T. Să se calculeze curenţii din circuit. Să se studieze, de asemenea, 
cazul particular în care: 


lim U,T — Ф, 
T-—0 


Soluţie : 
Tensiunea electromotoare care acționează în primul circuit poate fi expri- 
mată în modul următor: 


0, StS А z^ 
=l" = 010 бш —Т), 


în care 1(?) este funcțiunea treaptă unitate. 


430 


Se poate aplica metoda superpozitiei, 


хее i 
exprimînd curenții ca sumă a cîte doi ad M d 
termeni: ИМ» 
^ e su с 
Ji) = i) +" M» AU e 


0 = i) 4- it) 


în care termenii ij(/) si ia() sînt curenții % 

care rezultă în urma aplicării la borne a 

tensiunii u'(/) = U,l(/) în condiții initiale 

nule, iar termenii И) si 10) sînt t 

curenții care rezultă în urma aplicării la 7 

borne a tensiunii u'(/) = —Uy1(t— T) de 

asemenea in condiții initiale nule. 
Folosind rezultatele de la problema 

nr. 5.52, se obține: 


it) = SU ţa, sin «yt + es sin og] 1 (0 
id) = f [o sino оз іп of] 1 (4 
respectiv: кР 

it) = — zs [o sin olt Т) + e; sin о, (t — T] - 1(( Т) 

a=- =з [e sin co, (£— T) — es sin e (t — 7)] -1(£— T) 
în care s-a notat: 

"e 1 TS ke! 
1 үгса+ю' т VIC) 


Rezultă, prin urmare, după efectuarea superpozi[iei: 
Si (o, sin o + з=); 0<<Т 
= сө sint. соз © ( — i) +a: sin ST cos af: — iJ] (T) 


EE (o, sin ast — cp sin ot) 0<{<Т 
ijt) = 


"Y T nat T. 
CU. [os sin ^ cos «(t z) c, sin ^2 cos os [+ jT 
În cazul T — 0, tinind seama de condiția dată în enunț, se obține: 
0 = E cos o£ + od cos costi 


c 


0) = Е [oi cos «st — ой cos oy] 
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Același rezultat se poate obține și. direct, studiind comportarea circuitului 
sub acțiunea tensiunii electromotoare de forma: 


e(t) = ®aè(ż), 
în care 3(/) este „funcțiunea“ lui Dirac, a cărei transformată Laplace este: 
E(f) = €, 
În cazul în care circuitele sînt cuplate perfect (M = L), se obțin rezultatele: 
E [o sin ot + 20); O:«T 
i(t) = l 


CU, [orsin эт созо, [ri — 2] - 5 80- 7]; >т 


[2 [e sin ot — 80]; 0<<Т 
ij) = 
(со, [o sim os о) 5: 7]; ї>Т 
În cazul T — 0, se obține: 
[io = £9» (at cos ot + 3'()] 


a 


2 
în care à'(/) este „derivata“ funcțiunii 3(/), care are proprietatea: 


f Қ) 80) dt = — (0), 


f(ż) fiind o funcțiune oarecare continuă în origine. 

Problema nr. 5.54. Receptorului din 
figura 5.54, a, i se aplică la borne în mo- 
mentul # = 0 tensiunea constantă U,. 
Să se determine variația în timp a 
curenților, în următoarele două si- 
tuații: 

a. Inductivitatea mutuală este M = 
= КЇТ», în care K< 1 este coefici- 
entul de cuplaj; 

b. Circuitele sînt cuplate perfect, 
adică M = VL,L(K = 1). 

Soluție : 

Din teoremele lui- Kirchhoff sub for- 

mă operațională rezultă: 


" | (Ri + 211) L(f) — 2M L(9) = = 
PM L$) + (В, + 2L) a(b) = 0 


[ыо = £9 [ut cos o4 — 800] 


Fig. 554 
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Cazul a: 


м =K |L 
Rezolvînd sistemul de mai sus, se obține: 
L(2) о, Е, + pL, 
р PULL, — М?) + p(R,L, + В) + RR 
м 


I, U, 
4) = Ur му IRIS F RE) RR, 
Polii celor două funcțiuni sînt reali: 
Pia + 8 
S-a notat: 


SRRA pai; ui = — Bila 
Ala — M’) ' Lil,- М? 


Utilizînd formulele lui Heaviside, se obțin rezultatele: 
-at 
i) = Si вов pe + [a — оа) зь erp 


ii = UM A 
ig) ПЛМ? 


1 
= sh 
ва 
În cazul B = 0, adică a = о, ridicînd nedeterminările, se obţine: 
i Uo ” 1, 
d) = 241 "|t 22|; 
|е) 


UM 


100) = nca! ew 
Cazul b: 
1,1, = M? 
În acest caz: 
MAST RI UR) ERAS 
10) = e 


АВИ, + Ba) + RR, 
Valoarea instantanee ale curenților sînt în acest caz: 


RR 


iy) = 0ә[р:__ БЫА XLI 
: R, RL, + RL, 
Lr 
0) = М e ®һ+кд 
па, + Ru, 
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Se observă cá în momentul ( = 0,) valorile celor doi curenţi sînt dife- 
rite de zero: 


Uola 
Rila + Rl; 


UM 


1,(0,) — 
x04 Ry + RL, 


; î2(0,) 


Curentii din bobine au variații în salt, însă fluxurile magnetice din cele două 
bobine variază continuu. 
ntr-adevăr: 


9,(0,) = L,4(0,) — Mi, (0) = 0 
$,(0,) = 1%(0,) — Mi, (0,) = 0 


Variatiile in timp ale curentilor in cazul cuplajului perfect sint reprezentate 
în figura 5.54, b. 


Problema nr. 5.55. Circuitului din figura 5.55,4, i se aplică la borne în momen- 
tul = 0, о tensiune constantă U,. Să se calculeze curenţii din cele trei laturi. 
Rezistenţa internă a sursei este nu- 
lă, iar condensatorul C, este inițial 
încărcat la tensiunea U, cu 
din figură. 


t=0 6, 


Solufie : 

Din schema echivalentă operați- 
onală, în care condiția inițială re- 
lativă la condensatorul C, a fost 
reprezentată printr-o sursă fictivă 
(fig. 5.55, b), rezultă transformatele 
Laplace ale curenfilor: 


0 — И 1 
п) = 0 ———- 
1 p, 
РОБ" papa 
PC, 
се P 
ET *G (Uo —U) um 
1+ Ca 
сс) 
R 
1.0) = L(Ż) = 
8+ — 
Lo 
Ew эў Р 
=» 0) : 


p+ ———— 
RC, + C) 
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1 
p Cupă 1 
ы) = 14) = — =. с 7 
R+— x6 PI 
PC; R(C, + Ca) 

Imaginile curenților i; à și 7, pun în evidență faptul că aceștia contin singulari- 
tái de tipul , functiunii" à( erar gradele polinoamelor în ? dela numără- 
tor şi numitor sînt egale. Pentru a se putea utiliza relațiile lui Heaviside, 
se transformă aceste expresii în modul următor: 


CC, о, — О, 1 
Li) 2-99. (0,0 e-u, 
10) cl o 3652 F R TRE 
RC, + Ca) 
сус; tG 0-0 1 
Lip) = 9& CG Voi, 
10) G+ (Vo= 0) (GER в 1 
R(C, + Ca) 


Se obțin următoarele expresii pentru curenți: 


if) = pe 0) 40) 4 


(C н 

t 

- сс, Q6 0-0 cr 

4j = GG (à 00-0 т 

it) 88.40, UM T LEE Um 
& -i 


(0) = ET RE 


în care 
= К(С,+ Ca) 

Cum se observă, curenţii ї, si 4, au două componente: 

1. Prima componentă este un șoc de curent de amplitudine teoretic infinită 
și durată infinit de mică, prin care sarcina condensatorului C, se redistribuie 
instantaneu între cele două condensatoare. Variația bruscă a sarcinilor celor 
două condensatoare este posibilă în acest caz idealizat, deoarece ele fac parte 
dintr-un circuit perfect conductor (care se închide prin sursă), Sarcinile con- 
densatoarelor în momentul anterior închiderii întreruptorului erau: 


9(00— є) = CU; 4(0—2)-—0, 
iar în momentul imediat următor sînt: 


20 9) = a (09 0) d = о — 0) 5 (0, 0) 


40 + 9) = 40 — 9) + Ый de = 2600,0) 


În aceste relații s-a ținut seama de proprieratea fundamentală a ,func- 
țiunii“ 3: 
{гд 4 = 1 


435 


Se verifică imediat relația: 
tte, (0 — €) + tte, (0 — €) = (0+. €) + (0 + €) = Us. 


2. A doua componentă a curenților reprezintă regimul tranzitoriu de 
descărcare a celor două condensatoare, pînă cînd tensiunea la bornele condensa- 
torului C, devine U,, iar tensiunea la bornele condensatorului C, se anulează. 


Problema nr. 5.56. Se dă circuitul din figura 5.56 în care sursa de tensiune 
este scurtcircuitată pînă în momentul £ = 0, cînd întreruptorul se deschide 
pentru T secunde, după care este închis din nou. Să se calculeze curentul 
absorbit de circuit. 


Solufie : 

Deschiderea întreruptorului pentru T secunde este echivalentă cu aplicarea 
unei tensiuni continue U, timp de T secunde. Această tensiune poate fi ex- 
primată în modul următor: 


ult) = Ue 1() — Us 1( Т) 


lmaginea acestei tensiuni este: 
00) = 
Imaginea curentului +, este: 


1,9) = = CU, (1 — ест), 
rg 
iar valoarea sa instantanee este datá de relafia: 
it) = СО,[80) — at — Т)] 


Din punct de vedere fizic, relația de mai sus arată cá in momentul 7 = 0 
condensatorul se încarcă brusc cu sarcina CU, absorbind un curent infinit, 


Ua _ Us ерт 
р р 


Fig. 5.56 
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iar în momentul #= Т se descarcă de asemenea brusc, cedind un curent 
infinit de sens contrar. Variația bruscă a sarcinii condensatorului este posi- 
bilă datorită existenței unui circuit perfect conductor. 

Imaginea curentului 7, este: 


100) = De — 1 De 1 эт 
R+pL p R4pL p R+pL 


Folosind teorema retardării, se obține: 


i 


U -4 -57 
0 = ee *) 00) – (1-е *)106—790— 


U, să, 
|а -e 7)0sisST 
та să 
[e ——1)e *;22T 

R 

Problema nr. 5.57. Circuitul din figura 5.57 a, este decuplat brusc de la sursa 
de alimentare. Sá se determine curenții, dacă circuitul funcționa în regim 

nent. Se va considera că întreruperea curentului primar se realizează 

instantaneu. 
Solufie : 

Înainte de decuplarea de la sursă, curenții aveau valorile: 


à0)- 2: 40) =0 


După decuplare, curentul primar se anulează brusc [1,(0,) = 0], în timp 
ce curentul secundar va face un salt, pentru a asigura conservarea fluxului 
magnetic din circuitul secundar: 

Ф,(0 — e) = Mi(0.) = MU 
R, 
4, (0 + £) = 1.4, (0,) 
$,(0,) = Ф, (0.) = 9,(0) 

Schema operațională a circuitului secundar (fig. 5.57,5) cuprinde o sursă fic- 
tivă echivalentă cu această condiţie inițială. Curentul are transformata La- 
place: 


9,0) 
Lip) = 200 
49) = Ls 
iar valoarea sa instantanee este: 
E 
1 MU, -r* 
i(()-—-——e ^ 
M) = = 
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t=0 


AN ub nd 
"n * 
o 4 
a 
pla 


Valoarea sa inițială: 


MU, 


4$(0,) = 


Ra 


asigurá conservarea fluxului, dupá cum se poate verifica imediat. 
Deoarece circuitul primar e întrerupt, fluxul magnetic din bobina primară 
poate face un salt: 


Us, M- LL, 
Rh ^L 


Deoarece s-a admis că întreruperea curentului se face instantaneu, această 
variație bruscă a fluxului va induce o tensiune electromotoare infinită. În 
realitate, spațiul dintre contactele întreruptorului se va străpunge si circuitul 
primar va mai fi menținut închis un timp, astfel că ambii curenți vor varia 
continuu, după curbele reprezentate cu linie întreruptă în figura 5.57, c. 

În cazul particular al cuplajului perfect (M? = L,L,), se conservă și fluxul 
primar, astfel că la deschiderea întreruptorului nu se va mai forma un arc 
electric. 


Аф, = Ф100,) — Ф100.) = Mia(0,) — 1,00.) = 


Problema nr. 5.58. În circuitul din figura 5.58, a, functionínd în regim per- 
manent cu întreruptorul K închis, curentul din bobina L, se întrerupe brusc 
prin deschiderea acestui întreruptor. Să se determine variaţia în timp a curentu- 
lui din restul circuitului. 

Solufie : 
Înainte de deschiderea întreruptorului, curenţii erau: 


10) = 0: (0) = 


După deschiderea întreruptorului, admitind că întreruperea curentulni 
se face instantaneu, rezultă 1;(0,) = 0, în timp ce curentul +, va face un salt 
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pînă la o valoare #, (0,), care asigură con- 
servarea fluxului magnetic din bobina rămasă 
în circuit: 
+ МЕ 
$,0) = — Mi, (0) = — Ж 
9,(0,) = І, (0,) a 
$,(0,) = Ф,(0_) = Ф,(0) 
Schema echivalentă operaţională este repre- i zÍ] hr, 
Й 


zentată în figura 5.58, b, iar transformata E 
Laplace a curentului cerut rezultă: РФ 


Е M 

= + Фо) 1-p— 

цә) = =2 =& z 
R +R+pL, p R +R+ pl, 


Se obține următoarea expresie a curentului: 


iar er kan и 


qM RAR) Poi ij Fig. 5.58 
E 9 Ж 
Valoarea sa inițială: 
Р Р МЕ 
10.) = 100.) = — RL, 


este în acord cu conservarea fluxului Ф. În schimb, fluxul magnetic din bobina 
decuplată din circuit poate varia brusc ìn cazul idealizat considerat, saltul 
fiind: 

АФ = 640, — Ф, (0) = Мо) — 1.40) = 2 2” 


Acest salt corespunde unei t.e.m. infinite, care se aplică la bornele între- 
ruptorului. În realitate, spațiul dintre contactele întreruptorului se străpunge, 
iar curenții și fluxurile magnetice din ambele bobine vor avea variații continue. 
În cazul cuplajului perfect (M? = L,L,), se conservă si fluxul magnetic Ф, 

i nu se va mai forma scînteie între contactele întreruptorului. 


Problema nr. 5.59. Circuitul din figura 5.59, a funcționa în regim permanent 
u întreruptorul K închis. În momentul 7 = 0 se deschide brusc acest între- 
uptor. Să se determine curentul din circuit, neglijînd arcul electric care se 
iormează între contactele intreruptorului. 


Solufie : 

Deoarece se consideră că intensitatea curentului prin latura care conține 
întreruptorul se anulează brusc, rezultă cá în momentul 2 = 0, curenții vor 
suferi salturi de la valorile: 


40) = 28; 1200) =0 
Я 
pînă la o valoare 11(0,) = 12(0,) = 1(0,) 
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Fluxul total din circuit, în schimb, se 
conservă: 
К А LU, 
210.) = Li (0.) + о.) = 20 
Я 
Ф(0,) = (L, + La) i (0,) 
IE Ф(о_) = 2(0,) = Ф(0) 
Ё Se reprezintă schema operațională, 
pla (fig. 5.59, 5), care cuprinde si o sursă fic- 
tivă echivalentă cu condiția iniţială de 
mai sus. Rezultă transformata Laplace 
a curentului. 
Uo + PŪ, 
Hp aa ° o 
е 0) PUR, + Ra) + рО. + La) 
Aplicînd a doua relație a lui Heavisi- 
de, se obține: 
RitR. 


Us [ _ Rila = UE 1 


Fig. 5.59 i) = 


R, + В, Ry, + Ly) 
Se verifică ușor valoarea inij'alá: 
stop = en — 
В, + Ly) 


în acord cu conservarea fluxului magnetic. 


Problema nr. 5.60. Circuitul din figura 5.60, a funcționa în regim permanent 
cu comutatorul К pe poziția 7. În momentul / = 0 se comută brusc pe po- 
ziția 2. Să se determine curenţii în regim tranzitoriu, neglijind rezistența 
conductoarelor de legătură. 


is a ig A) 


lup) Тир) 


D | Ll: 
d | РС [47] 
£ gon 
20 | Qw 


Fig. 5.60 


Aplicație numerică : 
E, = Е, = 100V; R, = R=100kQ; C,—2yF; C,—8uF 
Solufie : 
În momentul comutării, sarcinile celor două condensatoare se vor redistribui 
instantaneu, deoarece s-a presupus că rezistența conductoarelor de legătură 


este nulă. Sarcina totală a celor două condensatoare se conservă şi are valoarea 
inițială: 


4(0,) = 44(0_) + 4:0.) = Cy. (0-) + Cos (0-) 


Deoarece: 
n! RB. РЕ 
(0) = Ei is.) = Е, 


rezultă: 
10) = 20 + Cata 


În schema operațională (fig. 5.60,5) cele două condensatoare au fost înlocuite 
cu condensatorul echivalent, cu capacitatea C = С, + С, în serie cu o sursă 
fictivă care reprezintă condiția inițială de mai sus. Ecuațiile lui Kirchhoff 
sînt: 4 


A = Е) + sl) 


De — S09. — RIS) +2 Bl) 
100) = (5) + (2) 
Eliminind ре I, și I„ se obține: 


= Е. + PRACE, — q(0,)] 
ц = 2и 
В, + (В, + В) 


Utilizind a doua relație a lui Heaviside, se determină originalul: 


100) 5 [: FUE EL Е Е, araj x 4 
В, + В, R, Cu Ca Fut RI 
Tensiunea la bornele condensatoarelor este: 
uj) = E, — ЕЩ) = E, Erxl = P (: es Rr = Ae TRR, ] 
Valoarea inițială a acestei tensiuni este: 
ER 06, Е,С, 90) 


t (0. + = 
40) Rit R, Ci +C C+C, C6 
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Ceilalți curenţi rezultă imediat: 


RR, 
ы) = 20 —_® [ d ( E, Ri x e a] 
2 В, Е, + Е, с +6, Е R 
Р,+8, 
аа аса арти й 
| GG i R 


În cazul numeric considerat, se obține: 
10) = 0,5 107 (1 — 0,8e-7) (A) 
10) = 0,5 + 10° (1 + 0,8e-2) (А) 
Ый) = — 0,8 + 1073 e-2 (А) 
u(t) = 50(1 + 0,8 е-2) (У) 
Problema nr. 5.61. La bornele circuitului din figura 5.61,a este aplicată tensi- 
unea sinusoidală uj(/) = U, sin (o + y). În momentul trecerii curentului 


prin valoarea maximă pozitivă, se închide întreruptorul K. Să se determine 
curenţii din cele două bobine. 


Se dau: 
U„=10V; o=5000s1; R,—30;R,—40; 
І, = 0,8 mH; 2, = 4mH 
Soluţie : 
Pînă la închiderea întreruptorului, curentul din circuit era: 


i) = Ze. sin (et + y — 9) 


Le GO) 200 unde 
Z =| (К, + R)? + eL, Tr L)* 
= 2,5 Q 
ix ec La) __ 
Ф = arie ты. Tus T 


= arctg 3,43 = 7344 


Întreruptorul se închide în momentul 
considerat ca origine (t = 0), de unde 
rezultă: 


Fig. 5.61 ү = 90? + 9 = 163°44' 
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Pentru a simplifica calculele, se exprimă curentul 4, ca suma a doi ter- 
meni: 


10) = 100 + ii () 
in care 


0 = resin (ot tr e): 


eL, 
ат 
1 


este curentul de regim permanent. Cu valorile numerice date, se obtine: 
i) = 2 sin (o£ + 110934") 


Condiţiile iniţiale pentru curenții ii (£) si i,(f) sînt următoarele: 


it (0) = 400) — 10) = 0,4 — 1,87 147A 
pu =04А 


Se reprezintă schema operațională din figura 5.61, b, din care rezultă: 


1 (5) = 9 ; т) = 9. 


R, + pL, R, + pL, 
Se obţin rezultatele: 
40) = 2 sin (50004 + 110734") — 1,47 e-75* 
1.0) = 0,4 e71 0% 
Problema nr. 5.62. Circuitului din figura 5.62 i se aplică în momentul 7 = 0 
o tensiune la borne alternativă u,(/) = U, sin (wt + y). Să se determine 
variația în timp a curentului prin rezistență. 
Solujie : 
Impedanfa operațională a circuitului este: 
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Curentul absorbit de la sursă are imaginea: 


U: 
L) = 00, 
iar curentul cerut este: 
pe 
- Ср __ р 
19) o жию“ а сс, < 
R(C, + С) 
sau 
0) = xc es UP) FU) 
unde 
ө) = -—.— 
a RC, + С) 
este o funcțiune al cărei original este: 
0) = 30) — CITA e RGF 
Folosind teorema lui Borel, curentul i(/) rezultă din relația: 
А а 
0) = ENT ut) + (0), 


în care + reprezintă produsul de convolutie, definit prin relaţia: 


w(t) + f() = ү (т) ft — +) dr = 


г. Cor AA жаг] т 
uf sin (өт + y) [e- т) — Aeg) e d 


Efectuînd calculele, se obţine rezultatul: 


i = UM 


VÀ + e*RNC, + C, 


[cos (+r 94 


1 
* 1 e RCG) sin (ү — 9) 
cGR(C, + Cj). VI +o R (C, + C, 


în care: 
tg e = eR (C, + Cy) 
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Problema nr. 5.63. Circuitul din figura 5.63 funcționează în regim armonic 
permanent cu întreruptorul K închis. 
Tensiunea la borne este: 


т) = U, sin (at + y) 


Ín momentul in care curentul trece prin zero, se deschide brusc acest între- 
ruptor. Să se calculeze variația în timp a curentului în noua situație. 


Aplicație : 
R,—500; L=92mH; C=110puF; U,—300V; f=50Hz; Р, = 
3100; Ё,=0. = кц 
Sbde: тз od 
Expresia curentului Inainte de deschiderea întreruptorului este: 


| i) = ea чы + = 9). 


unde: ; Hl 


асці 
H Sn 
Curentul trece .prin zera „în thomentele: 
ol, —— Y + 9 + 2kn, 
in care valoarea tensiunii este: 
| uj) = U,sing 
Fäcind schimbarea de variabilă / = /' + 4, se obține: 
wlt) = Ussin (o + 9), 
care în momentul /' = 0, care corespunde anulării curentului, are chiar valoa- 
rea inițială U, sin Ф. 
Prin urmare, problema se rezolvă ca și cum în momentul /' — 0 s-ar deschide 


întreruptorul A, tensiunea la borne fiind u,(/'). 
Condiţiile inițiale fiind nule, curentul are transformata Laplace: 


цә) = e BP) =U) = ————= 
R+Ratpl+ С 


pC(p sin e + « cos Ф) 
"[p*LC + pC(R + Riy Цр + ot] 


Cu notatiile: Y 
REA, Bii 
Tw 5 


= Га — а 


polii functiunii 1(4) sînt: 


Ёз = — ajo 
фа = je 


Valoarea instantanee se obține cu ajutorul primei formule de dezvoltare 
a lui Heaviside. Se disting următoarele cazuri: 

a. Regim oscilant: a? < ox 

În acest caz se obține după efectuarea calculelor: 


4) = 2 (sin (ot 4-9 6) + 


pee [VETEM sin (o — 9 — 4) sin e? — sin (Ф — 0) cos og] 
în care: 
1% 
z= (в, Ro: + (ec 3) 


tg = ED tgy B 
b. Regim aperiodic: 

a? > о 
Se obţine: 


i() = Ze sin (t + 9 0) + 


+a [cos 6, sin (p — 0,) e^! — cos 6, · sin (p — 0,) e^], 


în care: 
tg0,— ——; tg0,— ——; = jo, = [а= ә 
8% = E 9 к! В = јо = | % 
Aplicație numerică : 
Pentru R, = 10 О, regimul este aperiodic. Se obţine: 
L 
te e = p = 0,38, Фет; 00=34=0, 
В = 87, р,=—239; = — 413, 
480, = 1,315, 0, = 52°40°; tg, = 0,76, 8, = 37*20' 
înlocuind, rezultă: 
0) = 5sin б + 5) — 4,39 e7239% + 1,89 e—4131 
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Pentru R, = 0, regimul este oscilant. Rezultă: 
i а= 272; «,—1565; tgy=1,155; ф 4910 
Înlocuind, se obține: 
i() = 6sin (i + Ak e-21% (5,25 sin 156,54 + 3 cos 156,54) 
Problema nr. 5.64. La bornele unui circuit constituit prin legarea în serie 
a unui rezistor avînd rezistența R cu un condensator cu capacitatea C 
(fig. 5,64, a) se aplică tensiunea 
w(t) = U VZsin ot, pentru 0 < wt < x 
u(t) = 0, pentru о > п 


Să se calculeze curentul absorbit de la sursa de alimentare, începînd dir 
momentul / = 0, al aplicării tensiunii. 


Solujie : 
Transformata Laplace a curentului cerut este: 
ш 
I($) = —- 
R+— 
РС 


Tensiunea la borne poate fi reprezentată са sumă a doi termeni (fig. 5.64, 5): 
w(t) = ш( + ш(0), 
în care: 
u(t) = UV2sin et - 1(¢) 
T. т 
w(t) = U VZ sin (of я) *1 (-i 


Rezultá cá si curentul poate fi exprimat ca 
sumá a doi termeni: 


i(t) = în) + 10) 


P 
(р? + a?) (1 + pRC) 


L) = —P— = aCU y2 


0) = i, ( b: 2) 
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Curentul i, se obţine cu ajutorul primei relaţii a lui Heaviside. După efec- 
tuarea calculelor, se obține: 


203 
е ЕС 


| 10 = «cuya cos (ot — 9) 


Иан icemo 
ф = arc tg oRC 


sau 
i(t) = E VI sin (ot + 9) — ee у 
їп саге: 
ы 2 E b LA 28. 
2-21) +): z V = arcte 
Rezultă deci: 


WRC 


0) = 10), 


pentru 0$ 
Pentru o£ > т, se obține 


[I 


1) = 0) în [= E)2ZVE sin te 9-505 е 


1-2 
U i CU Vă E 
+ Үзө + și-n) ае Ж 
adică: 
220000 


E 
rnm = 
iremat * (Ie); P» 


Problema nr. 5.65. Circuitului din figura 5.65 i se aplică în momentul / = 0 
o tensiune la borne: 

D 
US. pentru 0</< 
0, 


ъ() = 
pentru ¿>T 


Să se determine variația in timp a tensiunii la bornele condensatorului. 
Aplicaţie numerică : 


U,—10V;T—1s; 
R, = R; = 100 KQ; C = 10 pF. 


448 


Solufie : 
Transformata Laplace a tensiunii cerute 
este: 
йе * 
U(p) = D — SE = 0,0) 


ZU) p, +2 CR, 
р 


CR,R, 


Tensiunea la borne poate fi exprimată în 
modul următor: 


ы) = Us. i. UL це Т) = 


“e (t) 0) 


Rezultă ch: bg dansiunea u(t) pente fi descom- 
pusă în doi- termeni: 


19 ut — wr 


in care: 


' [UO = ze Us) (em 
AE. p|p4———3 


CR,R, 


00) = u(t — T) 


Pentru aflarea lui u;(/), transformata sa Laplace se scrie în modul următor: 


= ca Д9 
CR,R, 


Folosind: teorema integrării otiginalului, rezultá: 


b « Ul 


х Monet esses)" 


CR,R, 


Utilizind a doua relație a lui Hetite și efectuînd integrarea, se obține: 
ч Fă 14 CR, 

EE U, es [e d tes 9. 

ч — ELERTE. = R, + В. 


Rezultă deci: EY E 


u(t) = u(t) - 10), pentru 0<?<Т 
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Pentru і > T, se obţine: 


t t-T 


ч@ = uj) — u(t Т) 


adică: 


[=> 0 -= кєл 
6i e xd 1: 


X 


à 
ч = U cre a ет) 4 IE tT 


Cu datele numerice din enunț, se obține: 


wp-[29€*—1920; ossis 
S poda oo tds 


5.5. METODA TRANSFORMATEI LAPLACE 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 5.66. Circuitul din figura 5.66 este cuplat in momentul 
1— 0 la o sursă de curent continuu cu t.e.m. E și rezistența internă R,. Să 


se calculeze curenții. 
Se dau: E=20V; 


Fig. 5.66 


Fig. 5.67 


R,—250; R=R=59; 
І = 10 mH. 
Răspuns : 


10) —4— E e- 667 


0 = 24- S e-ttm 


10) = 2 (1 — e7667) 

Problema nr. 5.67. Circuitul din figura 5.67 este 
cuplat în momentul 7 = 0 la o sursă de curent 
continuu cu t.e.m. E si rezistența internă Кү. Să 
se calculeze curenţii. Condensatorul este inițial 
neîncărcat. Se dau: Е = 100 У; К, = Е, = 
= R,— 100 kQ; С = 10 pF. 


Răspuns : 
un (re ze] 
à = 2 (1 -ie 3 
t 
ы) - es 
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Problema nr. 5.68. Circuitul din figura 5.68 
funcţiona în regim permanent cu rezistorul R, 
scurtcircuitat. În momentul / = 0 se deschide 
întreruptorul. Să se determine curenţii după 
deschiderea întreruptorului. 


Sedau: E—120V; R,—R,—50;R,— 
=R =2,5 Q; L-10mH. 
Răspuns : 

100) = 16 — e- 70 


10) = 8 —2e-7 
i) = 84 em 


Problema nr. 5.69. Un circuit R—L func- 
tioneazá în regim permanent alimentat de 
un generator ideal de curent I,. Să se deter- 
mine curentul din rezistorul R, care se cu- 
plează in momentul 7 = 0 la bornele circui- 
tului, 


Răspuns : 


RB 


(xe JA 


R 


IC Ta DR 
! 


Problema nr. 5.70. În circuitul din figura 5.70, aflat in regim staționar 
cu întreruptorul deschis, se închide acest întreruptor. Să se determine curenții 
după comutație. 


Se dau: E=20V; R=10Q; di „bi А 
1= 0,02 Н; С = 200 pF. Ы 
, Li R Mte 
Răspuns : 
10) = 1 —е-%%! E c ч 
if) = — e- 50 
80 eese Fig. 570 
0) — 1 
Problema nr. 5.71. În circuitul din figu- 2 „ 
ra 5.71, aflat în regim staționar cu între- 
ruptorul deschis, se închide acest întrerup- / i \ е0 
tor. Să se afle tensiunea la bornele bobinei "n 
$i curenfii. Р L 
Se dau: E-—100V; R=10Q; 
L= 20 mH; С = 200uF. Fig. 5.71 
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цб) E e sin (250ү: + =) 
10) = 10 —US sin (25037 + =) 
0 = — pe” sin 250 J3: 
it) = 10 жрет "яп [2503 — =) 


Problema nr. 5.72. Circuitul din figura 5.72 funcționează în regim perma- 
nent cu întreruptorul K deschis, sub tensiunea la borne: 
чый) = 100 VZcos wt 


În momentul # = 0 se închide întreruptorul. 
¿o Să se determine curentul i(/). 


c 


ilt) 


MÀ Se dau: f = 10Hz; R, = 2000; R,— 1500; 
L-—07H; С = 220 pF ы 
? Răspuns : 
0) = 0,578 cos (20 md + 15940") + * 
Fig. 5.72 + 1,95 е- 1$! — 1,795 e- 126 


Problema nr, 5.73. Circuitul din figura 5.73 funcționează în regim permanent 
sinusoidal, cu intreruptorul K deschis. Tensiunea de alimentare are valoarea 
efectivă de 100 V si frecvența de 50 Hz. Sá se determine curentul din rezistorul 
R, care se cuplează în momentul în care tensiunea la borne are valoarea 

minimă de (— 100/3) У. 
L it) Se dau: R,—-250; Р, = 500; 
І = 0,25 Н; С = 400 uF. 


a t:0 Răspuns: 
i(f) = — 0,64 sin (100 т? + 1°50') — 
— 0,115 e- 50 sin (64,6 £ + 3°58') 


Problema nr. 5.74. În circuitul din figu- 
Fig. 5.73 ra 5.74 comutatorul K este trecut, în momen- 
tul 7 = 0, din poziția (7) în poziția (2). Sá 
se determine curentul din rezistorul R. 


Se dau: ut) = 10 2 sin (1000; +2 ; 


R=10Q; L =10 mH; C= 1004F; 
Е,= 30 V. 


Răspuns : 
10) = (1 000 + j« 
Fig. 5.74 + 4,16 e-9 sin (500 |34 — 73756") 
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5.6. METODA TRANSFORMATEI FOURIER 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 5.75. Să se determine spectrele următoarelor funcțiuni de 
timp: С 
uj) = U,T N() 
t 
=> ualt) = Ua e ?1() 
oy) PO) —16— 7) 
Soluţie : ext k 
Conform definiției, transformata Fourier а functiunii f(!) este: 


эф] Fo) = C ei i() dt 


a 


În primul caz, conform ct proprietatea fundamentală a functiunii 3: 
н li 
f ца) (а) ах = f(0) 
1% 
se obține: 
Uo) = U,T 


În celelalte cazuri, se obține: 


1 
Uso) = UT 
Ui) mU II x 
" MPE > 
(6) = 2 (1 — e- i97) — 0,7 e T 
Jw uT 
2 
u (t) 
4 
t ur 
len) 
CA ^ 
à $ E 27 g 20 ФТ ш 
w m La i F T 
Fig. 5.75 


Spectrele căutate sînt modulele transformatelor Fourier ale funcțiunilor 
şi se obţine: 


Ulo) = UT 


чы) = Ur | ers 


oT 
2 
oT 


2 


sin 
Vlo) = UT 


Problema nr. 5.76. Să se studieze spectrul unei impulsii de amplitudine 
U, si duratá T: 


u() = Uq1() — 1 (t — 7)] 
Se vor considera următoarele situaţii: 


a) durata T a impulsiei este variabilă, amplitudinea U, rămînind constantă; 
b) durata T a impulsiei și amplitudinea U, variază invers proporțional, 
încît: 


U,T = Ф, = constant 


Solufie : 
Spectrul funcfiunii u(/) este (v. probl. 5.75): 
sin ET 
2 
U(o) = U,T ът 
2 


Această funcțiune se anulează pentru: 
=; RIA Xie 


Punctele de maximum au abscisele wo = 0 și c, reprezentînd soluțiile 
ecuației: 
7 7 
tg? — 727; m= 1, 2, ... 


iar valorile maxime corespunzătoare sînt: 
U(0) = UT 


U(o,) = UL ———— 
14 [2223F 
He 

1n cazul unor impulsii de durată variabilă, pe măsura creşterii duratei 
impulsiei, maximele- centrale devin din ce în ce mai pronunțate, în timp 
ce valorile о și c, sînt din ce în ce mai dese. 

În cazul b, micșorarea duratei impulsiei (T — 0) face ca funcțiunea u(t) 
să tindă către funcțiunea lui Dirac Ф, 3(/), spectrul tinzind către valoarea 
constantă Ф,. 

Problema nr. 5.77. Să se determine transformata Fourier a unei funcțiuni 
treaptă: А 

ult) = 0,100) 
Soluţie : 

Funcțiunea dată nu este de modul integrabil, încît ea nu admite ca transfor- 
mată Fourier o funcțiune, dar admite ca transformată Fourier o distribuţie. 

Fără a face apel la tgoria distribuitorilor, se poate găsi o transformată 
Fourier a functiunii date, cu ajutorul funcfiunii lui Dirac. În acest scop, se 
observă că funcțiunea u(/) poate fi exprimată în modul următor: 


ч = lim 0,110 —10— 7)] 


Admitind cá si transformata Fourier cerutá poate fi determinatá prin 
trecerea la limită, se obține: 


Ule) = ims (Оо) — 1 — 7) = 


ix DE — U,lim = =) 
je Taol jo 
Fie funcțiunea: 
fr(o) = jo 
Ea are proprietátile: 
lim irlo) = 0, pentru o +0 


e- jer 


C (0) do = — т 


Fig. 5.77 
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Ultima relație se deduce efectuînd transformata: 


şi calculind integrala pe conturul închis reprezentat în figura 5.77, b. 
Proprietățile functiunii f„(6) sugerează pentru această funcțiune urmă- 
toarea reprezentare: 


Jim falu) = zè (в), 
astfel că pentru transformata Fourier cerută se obține expresia: 
SUl) ] = 2 = + aU, (9) 
Problema nr. 5.78. Un circuit Nus dintr-un rezistor R ín serie cu un 
condensator C este pus în momentul 7 = 0 sub tensiunea la borne: 
w(i) = О,е-= 
Să se determine curentul din circuit. 


Solufie : 

Problema se poate rezolva prin oricare metodă, dar în continuare, se va 
prezenta utilizarea metodei transformatei Fourier. 

Transformata Fourier a tensiunii la borne este: 


Цо) = fue a = —— 


Impedanfa complexă a circuitului este: 
1 

Z(o) = R + —» 

Z(o) + jac 


deci transformata Fourier a curentului este: 
Қы) = Lo = jeCU, 
Ze) (е + jo)( + joRC) 


@ 


ilt) 
© [4 


tis) 


Se aplică formula de inversiune: 
PR e м 
0) = 10 Це) ele deo 
Fácind notatia z — jo, se obtine: 


it) үс геч dz LA * t) d: 
2518 J-i ea „л, xc an fidele 
RC 


Integrala se poate calcula cu ajutorul teoremei reziduurilor, pe conturul 
închis din figura 5.78, b. Conform lemei lui Jordan, pentru £ > 0, acest contur 
trebuie completat cu un semicerc de razá infinitá situat in semiplanul din 
stînga. Pentru £ < 0 se stie cá ? = 0, rezultat care se poate obţine si efectuind 
integrarea pe un contur care se închide, de această dată, prin semiplanul 
din dreapta. Polii functiunii de integrat sint z = — а, z = Ses „iar rezi- 


duurile relative la acești poli sînt: 
Фес) |... = (z + «)1(— a) = 


1 
opp 


RC 

a LE 

fie 10), i. (+): [-3l-— tpa 
TRC 


Rezultă, tinind seama că integrala pe semicercul de rază infinită este nulă: 


‚ 
10 = PU 2л] E Rez Қа) = BA [x5 * - а-я], pentru t > 0. 


Evident, i = 0, pentru і < 0. 
Exemplu numeric: О, = 100 V; С = 1000Е; Р = 5 КО; х= 1571, 
Rezultă (fig. 5.78, с): 
i(t) = 20-1072 (2-2 — e) А. 


Problema пг. 5.79. La bornele unui circuit R — С serie se aplică în momentul 
t = 0 un impuls de tensiune cu amplitudinea U, si durata Ту. Sá se determine 
curentul din circuit, folosind metoda transformatei Fourier. 
Solufie : 

Se calculează transformata Fourier a tensiunii la borne: 


Ulo) = f? u() e-irar— e (1 — e= ть) 


Transformata Fourier a curentului este: 


_ CU е 3979 


Ме) 14 ЕС 


Fig. 5.79 


Valoarea instantanee a curentului rezultă din formula de inversiune: 
0) = #1 ар А ү jet 
i) = OE 9 I)edo 


Ínlocuind, se obfine: 
i) e şi ele! dtja) _ (Je eat -70 sei] 
ү -jo 1-jeRC J-jo M +joRC 
Cele două integrale se cana cu metoda reziduurilor. Ambele funcțiuni 
au cîte un pol în punctul z = — — . Alegînd contururile de integrare ca în 


figura 5.79, b, alese în acord cu ia lui Jordan, astfel încît integralele pe 
setnicercurile de rază infinită să fie nule și ținînd seama de teorema retar- 
dării, se obţine: 


10) = te E 1() — e^ @— Т,)) 
sau 
0 $ 2<0 
i = жие” етет) 


о, e a 
quee i t> Te 
Problema nr. 5.80. Să se calculeze cu ajutorul metodei transformatei Fou- 
rier curentul dintr-un circuit R — C serie, căruia i se aplică la borne în mo- 
mentul #= 0 tensiunea constantă U,. 
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Solufie : a 


Tensiunea aplicată la bornele circui- 
tului poate fi exprimată cu ajutorul func- 
tiunii treaptă-unitate: 


u(t) = Us 10) 


Această funcțiune nu admite o trans- 
formată Fourier în sensul obișnuit. Din 
acest motiv, dacă se dorește să se evite Fig. 5.80 
operarea cu distribuții de tipul distribuţiei 
lui Dirac, se poate rezolva problema pe căi ocolite. 

O soluţie ar fi considerarea unei tensiuni la borne care scade exponențial: 


w(t) = U,e-* 1 (1) 


căreia fi corespunde curentul (v. probl. 5.78): 


J, E 
i(t) = я с» E с. a-si] 
— «RC L RC 


Dacă acum se face a — 0, se obține soluţia căutată: 


it = lim. 10) = = eR 


O a doua rezolvare porneste de la tensiunea la borne: 
(0) = Uo 1() — Ust (( — T) 
căreia îi corespunde curentul (v. probl. 5.79): 


tT 


it) = [е7 ж Ц) —e 1 (t—T)] 
Considerind cá T — оо, se obține pentru / finit același rezultat: 
i 
i= E «E 10) 


Se poate însă aborda si direct problema, exprimînd transformata Fourier 
a functiunii u,(/) în următorul mod (v. probl. 5.77): 


f) = Val) > Us (o) = + Полдо), 


în care 8(®) este functiunea (distribuția) lui Dirac. Impedanta complexă 
a circuitului este: 


Да) =Е+ c 
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încît transformata Fourier a curentului va fi: 


iij е Dos eA + zU, Jac 
2)  jeRC41 joRC +1 


Valoarea instantanee a curentului se obtine din formula de inversiune: 
NS jut 
i) = i 20 ciat do, 


din care rezultă: 


10 CU, E e" dz n^ K joce 3() do 
2к) ) јо zRC 1 ' 2 )-e јәЕС+І 
Prima integralá se calculeazá cu teorema reziduurilor, inchizind conturul 


de integrare printr-un semicerc cu raza infinită, situat în semiplanul stîng 
(pentru і > 0). Conform lemei lui Jordan, pentru # > 0 integrala pe acest 


semicerc este nulă, Reziduul functiunii de integrat în polul z = — x este 


Li 
= e 2С, deci prima integrală are valoarea: 


1 
2т] 1. e & 
RC 


A doua integrală se calculează ținînd seama de proprietatea func[iunii 
lui Dirac exprimată formal prin relația: 


{Е о) (o) do = f(0) 


În cazul de faţă această integrală este nulă. 
Rezultă, deci, pentru 2 > 0: 


t 
ie e E, 


adicá rezultatul cunoscut. A 
Problema nr. 5.81. Să se calculeze, cu ajutorul metodei transformatei 


Fourier, curentul dintr-un circuit R — L serie, căruia i se aplică la borne, 
în momentul # = 0, tensiunea continuă U,. 
Solujie : 

Transformata Fourier a tensiunii la 
borne 

uj) = Uo 1() 
are expresia: 
Vlo) = 2 — mode) 
jo 


Impedanfa operaţională a circuitului 
este: 


Z(o) = R + jol, 
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deci transformata Fourier a curentului va fi: 


29. тё) 
jeQtjeL) В+ јә 


Din formula de inversiune rezultă: 


3 U, (* etd: U, ў eJ? 3(9) de 
i) = air N (Rep 2)-e Н+} 
jr 


în prima jute notîndu-se jo = z. Al doilea termen se evaluează imediat 
$1 are valoarea 2. Pentru prima integralá se adoptá un contur de integrare 


care ocoleste polul din origine si se închide printr-un semicerc de rază infinită, 
pe care integrala este nulă. 
Din teorema reziduurilor rezultă (fig. 5.81, 5): 


{” =з fe tla) 4 = (s) de — 0) ae = 
+ (i +) 218 * 


= 2л] E e f(2) ] =$ (2) dz 


Reziduurile funcțiunii f(z) în polii z=0 și 2 = — 2 sînt: 


Rez î(2) i-o = zf(0) = uz 


Integrala pe semicercul c de raza p tinzînd către zero se calculează exprimind 
pe z in modul urmátor: 


z= pe — dz = jpe! 40 


și deci: 
f f(z) dz = lim us jz 2 
+0 ж. R 
P AE 
Rezultá deci: 
E 1; 


Problema nr. 5.82. Folosind me- 
toda transformatei Fourier, să se 
determine curentul dintr-un cir- 
cuit R — L serie, căruia i se 
aplică în momentul і = 0 tensi- 
unea la borne: 


w(t) = U, sin e£ - 1(7) 
Solufie : 


Tensiunea la borne poate fi 
exprimatá in modul urmátor: 


Fig. 5.82 Ый = Um 3 (ewe — e- ov). 1(1) 


Tinind seama de relația: 


1 


- + zèlo — o), 
je — ш) 


Seine) = 


se obţine transformata Fourier a tensiunii la borne: 
= Un% 1 RU — 
Ulo) = ace Qe — Фу) — blo + «x)] 


Transformata Fourier a curentului este: 


Ще) = Ue) | Uc 
E Zo) Е+ јә 


Aplicind formula de inversiune, se obține: 


hUa 1 б etd: 
ы ein е op joo (+ 2) 


(д 


EU ^! [Bo — too) — Bo + ca0)] do 
Tode 


A doua integrală se calculează imediat, termenul corespunzător fiind: 


ег 
€ R 
-iot T 


Prima integrală se calculează cu teorema reziduurilor, inchizind conturul 
de integrare cu un semicerc cu raza infinită, pe care integrala este nulă și 
ocolind polii z = + јо, prin două semicercuri cu raza р — 0. Rezultă, deci: 


j i 
€ е flde 
Tie (eo jo) (dog [z+ i] m 


= 2п] E Rez [f(z2)] — үй а) dz— үү f(z) dz 


Reziduurile functiunii f(z) în cei trei poli sînt, respectiv: 


R 
Rez f(2) | Let 
A a 
E 
Rez Қа) | sias = — R —Hl 
22 - m 
e= det 


(Фес î(2) | sa-i = PEL 
= 2} (= = m 
Integralele pe semicercurile c, si c, se efectuează făcînd respectiv sub- 
stitutiile: 
z-rje,-— deh; dz = }(2 Ф je) d9 


şi efectuind integrarea pentru Ө cuprins între — = sic. 


2 
Se obţine: 


Tinind seama de toate aceste rezultate si grupind termenii convenabil, 
se obtine: 
n. 
i(t) = -©® [sin (oy — 9) + sing-e *]- 1), 


în care: 
oL 


Z=VR+ (o; = 
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Problema nr. 5.83. Folosind metoda transformatei Fourier, să se calcu- 
leze curentul din rezistorul Rs, care se cuplează în momentul ? = 0 la bornele 
circuitului din figura 5.83, care funcționa în regim permanent. Se dau: E = 
=100 V; R —R,—R,—100; L—1H. 


a Ф с 
i) itti P 


| Ал 
Ба 


[4 


Fig. 5.83 
Solujie : 
În momentul # = 0, curentul prin bobină are valoarea: 
E 


=5А 


0) = 2 
DER 


Această condiție inițială poate fi reprezentată printr-o sursă echivalentă 
cu t.e.m.: 
ей = Шо —) 80) = 5 30) 


legată în serie cu bobina neparcursă de curent. 
Transformatele Fourier ale tensiunilor electromotoare ale celor două 


surse din circuit sînt: 
Elo) = + EN) 


Eo) = 5 
Utilizind metodele calculului in complex, rezultă transformata Fourier 
a curentului: 
Elo) — Ere) 
R R+joL 1 
$ 1 A R 
в ъан 


ја Sni 1® (ш) 
јо(15 + jo) 154 jB 


це) = =5 
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Se aplică formula de inversiune: 


0) = 3C о) edo = 


M C s “екш ү m (10 + io)e!“! y) d 
2 2п})-} 115 +3) 2 )-« 15+јә 


tegralá se calculează cu teorema reziduurilor, pe conturul închis în figura 5.83, d: 
de — e*(20 + 2) » je aza L 
jm aso dr E f(z)dz = 2л] E Rez (д) IR dz 
Reziduurile functiunii f(z) sint: 
(Rerf(z) | .-o — £(0) = 5 


Ree ilz) less = (2 + 15) ( — 15) = — iem 


Integrala pe semicercul C; cu raza р — 0 este: 


к 
" 2  e(20--:) . x4 
î = LL = in 2 
& (): ns n (15 + 2) pel Jg enn "3 
TE 


Înlocuind, se obține: 
jn] xd Li tied x 
Vgl f() ds = 2л) (55e ) inj 
Deci: 
i() = $4 — et9)-1() 


Problema nr. 5.84. Un dielectric cu pierderi poate fi caracterizat printr-o 
permitivitate electrică complexă є,(о). Un condensator a cărui capacitate 
măsurată în curent continuu este C, are dielectricul cu permitivitatea 
relativă complexă: 

1 + joa 
1+ job 


gho) = so 


Acest condensator este legat în serie cu un rezistor R. 
Să se determine curentul din circuit, dacă în momentul і = 0 se aplică 
o tensiune la borne continuă U,. Se dau: 


U,—100V; C=10 uF; а= 20 ps; b—10ys; R=100. 
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Solufie : 
Impedanfa complexă a circuitului este: 


j je 
Zlo) = Е + 1 = Gay ac + iesi i: D)r1 3 
„1+iua jeC( + joa) 
јәс 92 
1 + job 


în саге т = RC. Transformata Fourier а tensiunii la borne este: 
Tolo) = 100] = уе + sU), 


încît transformata Fourier a curentului rezultă: 


Цо) Uble) CU,( + joa) zU,joC(1 + joa) Blo) 
5 Z(o) боћат+јәф + т) +1 ' (Gofar + jo(b +7) + 1 


Cu valorile numerice date, rezultă: 


це) = — 19e +5109 10 jo + (jo + 5-109) 
A (jo) + 5,5 -10*jo + 5.108 (jw)? + 5,5  10*ja 4- 5-10 


Se aplicá formula de inversiune: 


dti ses Re [t "| .2 298% 10(: + 5 + 104) е dz 
ip-uP. а) w= ыты: 10s 4 5-108 


dex sf jéGo + 5 10%) eatu) do 
о (jo) + 5,5, 109 + 5 - 10* 


Ultima integrală este nulă. Prima integrală se calculează cu teorema re- 
ziduurilor. Polii funcfiunii sînt soluțiile ecuaţiei: 


22 + 5,5 + 105z + 5 - 10° = 0] 
și au valorile: 
z= — 115-100; z= —445-10 
„Reziduurile în cei doi poli sînt, respectiv: 
(Bee (о) | a = (z + 1,15 + 10%) f( — 1,15 + 108) a 12 e7145- 10% 
(Bee (а) |, = (2 + 4,35 + 108) f (— 4,35 - 104)  — 0,2 + e7435- 10% 
Rezultă: 
0) = 12e-145-10*t — 0,2 e-&35-to«t 


În momentul inițial curentul are valoarea: 


> U, 
i0+)=10 =% 


= 466 


Problema nr. 5.85. Efectul pierderilor prin curenți 
turbionari în miezul magnetic al unei bobine poate 
fi reprezentat printr-o permeabilitate relativă com- 
plexă y,(o). 

Considerînd că permeabilitatea relativă complexă 
a miezului unei bobine este de forma: 


1+ joa 
> 
1 + job 


ш(®) = ur 


iar inductivitatea bobinei măsurată în curent con- 
tinuu este L, să se determine curentul dintr-un cir- Fig. 5.85 

cuit alcătuit din bobina dată legată în serie cu un 

rezistor R, dacă în momentul 7 = 0 se aplică la borne tensiunea constantă Ug- 
Se дац: О, = 10 V; R=100 Q; L=10mH; a=2:10®s; b= 100 us. 


Soluție : 
Impedanța complexă a circuitului este: 


srpldjos бала + јә ъв) + 
= В+ ја =. 
Zi) RF jal ер 1 + job 


Transformata Fourier а tensiunii la borne este: 
Walo) = #0001 = 2e + zU Blo), 


deci transformata Fourier a curentului este: 


Ilo) = Wo) _ Uo(1 + job) п Uo (1 + job) alo) 
Е Zio) jelGo aL + jo (L + bR) + R] (jo) aL + jo (L + bR) + R 


Cu valorile numerice date, rezultă; 


jo + 104 4 5-10 jo + 104 3(o) 
je [ бо)? + 10* jo + 0,5 + 1010] (eo)? + 10*jc + 0,5. 1010 


Қо) = 5 + 10* 


Curentul rezultă din formula de inversiune: 


1 2108 ri 
б = 5 1; E: (2 + 10%) e?! dz + 
2л} J-je 2122 + 10%: + 0,5.10%] 
TUE i ^ Lüeci098" a(co) dea 
2 =æ (jo)! + 10* jo + 0,5 - 1019 


Polii functiunii de integrat 'sînt z = 0 si rădăcinile ecuaţiei: 
22 + 1062 + 0,5- 1010 = 0 
și au valorile: 


apes ace, NEA 
2 


а= = 
12 — 105 
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Gonturul de integrare ocolește polul z = 0 pe un cerc cu raza à — 0, іпсії: 
i = 5. 104 [ @= ца) 5 ЫП, ile) a] Li 10* 


0,5 - e" 


unde s-a notat cu f(z) funcțiunea de sub prima integrală. 
Reziduurile relative la cei trei poli sint: 


(Der f(z)] -o = 21(0) = 2 - 107* 

Mez î(2) | sas. 100 = (z + 5: 109) f(— 5 + 103) x — 107* e-5 009! 

(Ree (2) |2108 = (z + 10%) f(— 105) œ — 107% eto 
Integrala pe curba c se calculeazá in modul urmátor: 


т 

t ja 

f. (s) de im ы кырыш 48 2:105 
p-0 т pei” að (2° + 109: + 0,5 - 1010) 

TE 


Se obfine rezultatul: 
10) e 0,1 [! = ie ТА ew 


Curentul tinde аваров către valoarea: 
(оо) = 0,1 A = T. În momentul  — 0, curentul este nul. 


Problema nr. 5.86. Să se determine funcțiunile complexe de transfer ale 
unui circuit de integrare R—C și ale unui circuit de derivare R—C, mărimile 
de intrare și de ieșire fiind tensiunile #1, respectiv #3, 

Solufie : 


Considerând circuitele in gol, se obţin: 
a. Pentru circuitul de integrare (fig. 5.86, a): 


Uu = Ue); т= КС, 


deci funcțiunea complexă de transfer a circuitului este: 


1 


——  — А9, 
1+jor — Vic (o 


Hio) = 


b. Pentru circuitul de derivare (fig. 5.86, b): 


funcțiunea complexă de transfer a circuitului fiind, deci: 


E P [т аша] 
(o TQ 
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Fig. 5.86 


Circuitele ideale de integrare, respectiv de derivare, au funcțiunile de 
transfer: 


P 
Н,, (о) = јот = оте ? 


În figurile 5.86, a și d sînt reprezentate caracteristicile de amplitudine 
Н(от) si de fază ф(от) ale celor două circuite, în comparație cu cele ideale. 

Se observă că circuitul de integrare se comportă ca un circuit ideal pentru. 
frecvențele care satisfac relația от > 1, în timp ce circuitul de derivare 
se comportă ca un circuit ideal pentru frecvențele care satisfac relația 
от < 1. 

Problema пг. 5.87. Să se determine funcțiunea complexă de transfer а circu- 
itului din figura 5.87, considerînd tensiunea 4, ca mărime de intrare și cu- 
rentul + ca răspuns. Să se determine ră: circuitului la semnalnl: 


w(t) = U, e 
Aplicație numerică: R=1Q; L=0,1H; U,—10 V; а= 15. 
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Soluţie : 
Se aplică teorema lui Thévenin sau se efectuează transfigurările succesive 
din figura 5:87, d, în care: 


2,= В 

z^ Faral R+ joL 
U, R-jeL * eL 

у, ==- = 1 n 
R RrjeL  — Ra4jeL 


Transformata Fourier a curentului este: 


Tu ыг 
Ie) = Zile) кү рор" 


deci funcțiunea de transfer a circuitului are expresia: 


H(o) = —— lit — 
zi RR + j-20L) 


În cazul tensiunii date, a cărei transformată Fourier este: 


U, 
Uo ci 


transformata Fourier a curentului rezultá: 


Io) = H(9)Ui(o) 


U,joL. 
R(R + j2oL) (0+ jo) 


* 


Valoarea instantanee a curentului rezultá din formula de inversiune: 


© fe "T tu, [e 
Pme ju 0, jeLel*! do o j Ко) di 
10 о) ei* do = ук Me (К + }2ю1)(&+ jo) ^ 2xR)]-e (a) de 
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Alegînd, pentru 7 > 0, un contur de integrare închis prin semicerc de rază 
infinită din semiplanul superior, pe care integrala este nulă, rezultă din teo- 
rema reziduurilor: 

i) 7 LL Rei (o) |, 


~à] 
Se obține: 


10) = a E E Oy а sen] 

LU e 

În £azül nüníeric considerát^rezultà (fig. 5.87, d): 
1 ^od S Lasp ect — e~] 


5.7. METODA RÁSPUNSULUL TRANZITORIU 


> 

PROBLEME REZOLVATE T 

Problema nr. 5.88. La bornele circuitului R — L din figura 5.88 se aplică 
în momentul і = 0, tensiunea: , 

w(t) = U,e-* 

Fọlosind metoda răspunsului tranzitoriu, să se determine curentul din 
circuit. А 
Solufie гц ` 

Răspunsul tranzitoriu în curent al circuitului dat, la o excitație prin ten- 
siunea treaptă unitate, este: 


t 
TEE OPE 
i=in; т=т 

Răspunsul circuitului la tensiunea dată se obține TN 


utilizînd una din cele patru forme ale integralelor 
lui Duhamel, spre exemplu: 


с Ф. щи 1 
iO = ыд ыо +) + Ci) ml — at © 
În cazul de faţă, rezultă: .^ +: u (D 
un ONE as 
(4) = ^ De Se-10-8 d = 5 + 
t t 
ee cjr DONT. 2 
ems 52) Fig. 588 
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IN Problema nr. 5.89. Folosind me- 

a toda răspunsului tranzitoriu, să se 

E calculeze curentul din circuitul R—L 

(fig. 5.89) care funcționa în regim 

L pues s sub паша 

rne continu: i ale cărui 

#090 borne sînt scurtcircultate in mo- 
mentul £ = 0. 


Soluţie : 


În momentul inițial, fluxul mag- 
netic din bobină are valoarea: 


(0) = 


Fig. 5.89 


Această condiție inițială poate fi reprezentată printr-o sursă echivalentă 
cu t.e.m.: 


=, = Ф(0) 200) = m 36) 
Conform metodei răspunsului tranzitoriu, curentul din circuit va fi: 


i() = S (ui) = Le DN *Щ0], 


а= et) 


este răspunsul tranzitoriu în curent al circuitului, 
Deoarece distribuția 3(/) este elementul unitate pentru produsul de con- 
volutie, rezultă: 


unde 


Problema пг. 5.90. Circuitului din figura 5.90 i se aplică în momentul / = 0 
tensiunea, la : 
w(t) = Uj[1—e-7]; а> 0 
Sá se calculeze curentul absorbit de circuit, folosind metoda ráspunsului 
tranzitoriu. 
it) Solufie : 


Răspunsul tranzitoriu în curent al circuitului este 
suma curenților din cele două laturi la aplicarea 
tensiunii treaptă unitate: 


E M. 
à( = z(1 —e z) + е ъс 
3 
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Se utilizează următoarea formă a integralei lui Duhamel: 
iu) = 0) Ый + (5) wit — 9) 4, 
din care rezultá: 
i) = [ Ы  Шше-©-аа& 


Efectuind integrarea, se obține: 


i = e [i-em TE (ee) tos (e ene] 


В,С 


a= — 


În cazul particular în care: 


DIE] 


i 
——-a, 
RC 
se obţine: 

ilf) = Ue [1 — е-= — ше-=-„ Fi te-a 
100) x e ate tx e ] 


În cazul particular în care: 


Е, = Е, e 
se obfine: 

1 үс F ualt) 

=| 7U (1 —e7*) = "= 

i= Fv -e = 28 

© 

Problema пг. 5.91. La bornele re m 

torului din figura 5.91 se aplică k i Md 


momentul # = 0 tensiunea: 


w(i) = U,1—e79); а>0 us 


Să se calculeze variațiile în timp ale 
curenților. Condiţiile inițiale sînt nule. Fig. 5.91 


Solufie : 
Răspunsurile tranzitorii în curent relative la cele două laturi se obţin 
din rezultatele problemei 5.54, făcînd U, = 1: 
1 1 et L 
[i5 m xb [еве а) 


м м Ж 
| «67 ze = зар 


473 


în care: 


Rat Ыл. x RR. в= а 
201, — M?) ° LL,-—M"' 


Folosind integralele lui Duhamel, curenții і, (7) si i,(/) rezultă: 
100) = (0) ig (£) + 1 * ip 
1,0) = w(0) ini) + 1% +1, 
Înlocuind si efectuînd integrările, se obține: 
i о, - aU, Ra + Pila v 
Ü ? (1 ау д о ett at 
ый ra um d oer Ine d e 
— Bat Pala (ора e- “j 
e 


рур + а) 


à) = гр 


— са [ур 


í 
< 8 
Saca sh e arg th — 


ep]. 


ће -а+8; = а В 
Problema пг. 5.92. La bornele circuitului din figura 5.92, aflat în condiţii 
iniţiale de repaus se aplică în momentul ? = 0, tensiunea: 
(0) = U [1 — e]; a>0 
Să se determine variația în timp a tensiunii uj(/), secundarul fiind în gol. 
Soluţie : 
Deoarece secundarul este în gol, 


= MA 
ц) = м 


Curentul i;(/) care se stabilește la aplicarea la borne a unei tensiuni treaptă 
Us a fost determinat la problema пг. 5.36. Răspunsul tranzitoriu în tensiune 
se obține făcînd U, = 1: 


Li 
ші) = м] My, 
dt [so Ет 
unde: 
me са 
RR, 
Ri + Р, 


„Răspunsul u(/) se determinü cu 
ajutorul integralei lui Duhamel: 
- 


‚щй 0) 0) + dn = 


AM e«t (er 1) dE 
o 
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Rezultă: 
м 


up = A A Use е-е) 


Problema пг. 5.93. La bornele unui circuit R—Z serie se арса în momen- 
tul / = 0 tensiunea la borne sinusoidală: 


ui) = Um sin (o£ + ү) ‚ 
Să se determine curentul din circuit, folosind u L 
metoda răspurisului tranzitoriu. 
Soluţie : i е а 
Răspunsul tranzitoriu în curent 3j circuitului 4 i 
la excitarea prin tensiunea тын unitate este: | 
t 
n L 
00-е 9; те 0 


Folosind următoarea formă a integralei lui 
райы; 


i6) зый абд iale) — E) a£ 


în care: 


10.) = 


SE n 
j 0—0 = е 7 
w(ë) = U, sin (05 + y) = S [eio — е-КХ= +0] 


După efectuarea integralelor și gruparea convenabilă a termenilor se 
obține: 


"(ur ЫЙЫ" 9 e]. 


unde: 


L 

* Za уж Yu t=arctg т 
Se observă că în “cazul: în cf ДЕИ circuitului se face astfel încît ү = ü 
componenta de regim tranzitoriu lipsește, curentul avînd în acest caz numai 


componenta de regim permanent. 
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Problema nr. 5.94. Circuitul din figură este 
supus ín momentul /= 0, unei tensiuni la 
borne sinusoidale: 


ты) = Uasin (of + y) 


Să se determine curentul din circuit folo- 


s. sind metoda ráspunsului tranzitoriu. Circuitul 
1 se află in condiții initiale de repaus (i= 0, 
U,(0) = 0) 
t Soluţie : 


Răspunsul în curent la o excitație treaptă 


Fig. 5.94 unitate а fost determinat la problema nr. 5.20 


$i este: 
А 1 
(t) = sr eth Bl, 
unde: 
i, 2 -4 
Vip bm Yé—s e VIG 


Folosind integrala lui Duhamel sub forma: 


i() = чо) + f wE is — E) a£, 
în care: 


(Е) = eU, cos (o£ + y) = e S NM -pe-iet-v] 
Р M 1 
i(t— ert M [80-9 — е-ш-ю] 
se obține, după efectuarea integralei si gruparea convenabilă a termenilor: 


= VY есе Bt pa 2 Sin(ot т #9) 


е-е ТРА в) + cos (y е) в 
unde: 


fem 2): sai. zz 


Problema nr. 5.95. Un circuit R—L—C serie al cărui condensator este 
încărcat la tensiunea «4, este pus in momentul 7 = 0 sub tensiunea la borne: 


w(i) = U, sin (ot + y) 
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Să se determine curentul din circuit şi condi- R L 


iile în care regimul tranzitoriu lipsește, folosind 
metoda răspunsului tranzitoriu. ( 
б с 


Soluţie : А " 
Reprezentind tensiunea inițială a condensa- d ы 
torului printr-o sursă echivalentă, se constată © 
că problema se poate reduce la o problemă cu б 
condiţii inițiale пше, tensiunea la borne fiind: i feb 
u(i) = w(t) — Ua \ Li 
u, 
Răspunsul tranzitoriu este: : J [A 
UH esc, dal b 
Moms sh ff, fig 593 


"unde: 
а=; Ваа; eT 


Folosind integrala lui Duhamel sub aceeași formă ca în problema prece- 
dentă, se obţine rezultatul: 


Ua sin y — Uo, 


i) = e-* sh gr + 2 т sin (at у 9)— 


-zetje ? (hore зр) + cos (y — ө) e sh pe)» 


up 2. 


ud 2 ON UP 
z= n +(az-Z: e = arctg 
Componenta tranzitorie dispare dacă sînt satisfăcute condiţiile: 


$ 


P A Ре. аф A PER Ai 
y^? şi Ua = U, (sine z) Um 
în acest caz curentul avind numai componenta de regim permanent: 
1) = PLI 
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Capitolul 6 
SINTEZA CIRCUITELOR ELECTRICE LINEARE 


6.1. BREVIAR DE SINTEZA СГ UITELOR ELECTRICE LINEARE 


6.1.1, INTRODUCERE 


Sinteza unui circuit electric pasiv, linear și invariant în timp constă în 
determinarea elementelor de circuit ideale (rezistoare, bobine, condensa- 
toare, transformatoare ideale), a parametrilor lor și a schemelor lor de legă- 
tură în circuitul electric, astfel încît acesta să răspundă într-un mod impus 
unor excitații exterioare, atit în regim permanent, cît si în regim tranzitoriu. 

Procesele tranzitorii și permanente din circuitele electrice lineare depind 
de felul dependenţei răspunsului circuitului de frecvența excitafiei (tensiunii 
aplicate, curentului injectat) din exterior. Deci sinteza circuitelor electrice 
lineare duce în mod obișnuit la determinarea structurii schemei și a para- 
metrilor elementelor de circuit ale acesteia după caracteristica (sau funcțiunea) 
de frecvenţă impusă circuitului; de exemplu, după dependența de frecvență 
a impedantei, a S ER sau a defazajului in cazul sintezei unui dipol, 
sau după dependența de frecvență a raportului de transmisiune, a atenuării, 
a parametrilor săi fundamentali etc. în cazul sintezei unui cuadripol. 

Determinarea (construcţia) schemei unui circuit electric pasiv cu elemente 
de circuit lineare ideale care să aibă o caracteristică sau funcțiune de frecvență 
impusă (și dată analitic sau grafic) se numește realizarea (construirea) acelei 
caracteristici sau funcțiuni. Există funcțiuni de frecvenţă realizabile cu 
mai multe scheme (structuri) de circuit, funcțiuni realizabile cu o singură 
schemă (structură) și funcțiuni realizabile sau neconstruibile cu nici o schemă 
(structură) de elemente de circuit ideale. 

Determinarea condiţiilor pe care trebuie să le îndeplinească caracteristicile 
(funcțiunile) de frecvență spre a fi realizabile este una din problemele sintezei 
circuitelor, ca si alegerea schemei (structurii) optime dintr-un anumit punct 
de vedere, dintre schemele (structurile) capabile să realizeze o caracteristică 
(funcțiune) de frecvență dată. 

Se tinde ca în schema (structura) care realizează o caracteristică (funcțiune) 
de frecvență dată să se cuprindă pe cît e posibil rezistoare și condensatoare 
fiindcă bobinele au şi capacități între spire și deci la frecvențe înalte au o 
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schemă echivalentă diferită de cea de la frecvenţe joase; de asemenea, trans- 
formatoarele, datorită pierderilor, au o schemă echivalentă care variază 
odată cu frecvența și eventual prezintă o diferență între coeficientul de trans- 
formare real și cel calculat, 

Metodele generale de sinteză a dipolilor sînt aplicabile si la rezolvarea unor 
cazuri de sinteză a cuadripolilor. 


6.1.2. PROPRIETĂȚI ALE IMPEDANTEI ȘI ADMITANTEI OPERAȚIONALE A 
DIPOLILOR LINEARI PASIVI 


Un dipol electric linear și pasiv, este caracterizat prin impedanfa sa opera- 
fionalà Z(?) sau prin inversa ei, admitanfa operațională Y(p) = 
unde $ = c + jo este variabila сот еха din transformata Laplace. 

Considerente elementare efectuat: cu ajutorul teoremei curenților ciclici 
arată cá impedanja respectiv admitanfa unui dipol linear și pasiv, format 
din elemente de circuit discrete, se exprimă prin raportul a două polinoame 
în variabila complexă 4, fără rădăcini comune: 


фу» ete: asp” + amp + mt apt ae, (6.1) 
Y(p 90) bmp" + bmp +. + bip + b, 


adică printr-o funcțiune rațională de p. 

Distribuția zerourilor si a polilor functiunii Z() în planul complex deter- 
mină dependența de frecvență a proprietăților circuitului electric linear dat, 
de care depind procesele tranzitoriu și permanent din acel circuit. 

Dacă dipolul e pasiv și conține cel puțin un rezistor, orice regim liber al 
circuitului, cînd bornele sale de intrare sînt în gol sau scurtcircuitate, se amor- 
tizează în timp, curenții și sarcinile inițiale care determină acumularea, ini- 
tialá de energie tinzînd către valorile lor de echilibru, energia electromagnetică 
disipîndu-se prin efect Joule. Deoarece soluțiile de regim liber (curent sau 
tensiune), sînt de forma unor sume de funcțiuni exponentiale de timp, ai căror 
exponenti sînt polii admitanței operaționale (sau zerourile impedanfei opera- 
fionale), respectiv polii impedanţei -operaționale (sau zerourile admitanfei 
operaționale), rezultă cá impedanfa operațională Z(5) și admitanfa operatio- 
nală Y(?) a unui dipol linear pasiv au toti polii si toate zerourile situate în 
semiplanul stîng al variabilei complexe $, Re № < 0. În cazul dipolilor nedisi- 
pativi L—C, există soluții de regim liber neamortizate, corespunzătoare unor 
poli sau zerouri situați pe axa imaginară $ = jo. 

Coeficientii a, si b, din expresia impedanfei (admitantei) operaționale sînt 
reali, ei provenind prin operații algebrice din parametrii (reali) ai elementelor 
constitutive ale circuitului (rezistenţe, bobine, condensatoare), 

De aici rezultă că zerourile și polii complecși ai functiunilor Z(5) sau Y(£) 
sînt întotdeauna doi cîte doi complex conjugati. 

Se mai demonstrează că pot exista zerouri și poli multipli în semiplanul 
stîng, exceptînd axa imaginară, pe care zerourile și polii pot fi numai simpli. 
De aici mai rezultă că gradele polinoamelor P(2) si О(ф) din expresia (6.1) 
nu pot diferi cu mai mult de o unitate, deoarece numai în acest caz zeroul sau 
polul de la infinit sînt simple. 
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Fig. 6.1.1 


| Tn(p) "jo 


fe[p]* 


Fig. 6.12 


Fig. 6.13 


În cazul dipolilor pasivi їп regim permanent 
sinusoidal ? = je, defazajul între tensiune si 
curent, deci si argumentul functiunilor 2(је) 


sau Y (jo) este cuprins între — PL. + Is «ste 
+ Zin cazul dipolilor pur reactivi (care nu 


conțin decît bobine și condensatoare). În acest 
din urmă caz, ținînd seama de faptul că zerou- 
rile sau polii sînt simpli și pur imaginari, re- 
zultă că ei trebuie să alterneze și că numărul 
total de zerouri și poli este impar, în origine 
aflindu-se un zero sau un pol (fig. 6.1.2). 

Citeva exemple concrete ilustrează repartiția 
zerourilor și a polilor impedantei operaționale 
a unor dipoli pur reactivi, 

În cazul dipolilor de tip R-L sau R-C, ze- 
rourile și polii impedanței sau admitanfei sînt 
situați numai pe semiaxa reală negativă. Deoa- 
rece în cazul regimului permanent sinusoidal, 
defazajul între tensiune și curent, deci și 
argumentul functiunii 2(јо) sau Y (jo), nu poate 
atinge valorile c , rezultă cá polii si zerour'ie 


acestor funcțiuni nu pot fi decît simpli $i trz- 
buie să alterneze (fig. 6.1.4), numerele de poli 
şi de zerouri nu pot diferi cu mai mult de o 
unitate, iar numărul total de zerouri A poli este 
impar. De asemenea, la dipolii R-L, originea 
poate fi un zero sau dacă nu este cel mai apro- 
piat de origine, este un zero. Dimpotrivă, la 
dipoli R-C, originea poate fi un pol, iar dacă nu 
este, cel mai apropiat de origine este un pol. 

Distribuţia zerourilor si a polilor impedantei 
sau admitanfei operaționale în planul complex 
furnizează deci informații atît asupra caracteru- 
lui și structurii interne a dipolului, cît și asupra 
dependenţei de frecvență a proprietăţilor lui. 

În cazul dipolilor pasivi în regim periodic 
sinusoidal, puterea activă primită de circuit 
nu poate fi negativă: 


P = Re Z(jo) I? = Re Y(jo) U? > 0; 


rezultă că partea reală а impedanjei complexe 
şi partea reală a admitanței complexe sînt po- 
zitive pe axa imaginară. Тіпіпа seama, în plus, 
de faptul că funcțiunile Z($) și Y(?) sînt ana- 
litice în semiplanul (e$ > 0, valorile extreme 
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ale părților lor reale pot fi atinse numai 
pe frontieră, deci ele vor fi pozitive în 
întregul semiplan drept: TH 
ReZ(p) > 0, (Ge Y(5) > 0, pentru 
Rep > 0 (6.2) 
De asemenea, este evident că pentru 
valori reale ale lui №, funcțiunile Z(5) si 
Y(2) iau valori reale. O astfel de func- Ыс o 
tiune, reală pentru valori reale ale argu- 
mentului si cu partea realá pozitivá pentru 


valori ale argumentului situate în semipla- 
nul drept, se numește funcțiune pozi- 
tiv-reală. LH 
Rezultă deci cá ітрейапја si admi- 
tanfa operațională a unui dipol linear si 


pasiv sînt funcțiuni pozitiv-reale. 

O funcțiune pozitiv-reală rațională se 
numeşte de tip Brune, deci funcțiunile 
Z(2) si Y() sînt funcțiuni de acest tip. -—*r 

Oricărei funcțiuni de tip Brune i 
se poate asocia un dipol linear si pasiv 
care să aibă această funcțiune ca Fig. 6.1.4 
impedanfá sau admitanță operațională. 
Această afirmaţie se demonstrează arátind că o funcţiune de tip Brune are 
proprietățile impedanfei sau admitanfei operaționale, relative la situarea 
polilor şi zerourilor în planul complex. Rezultă deci că pentru sinteza unui 
dipol linear și pasiv cu o impedaníá sau admitan(á operațională dată, condiția 
de realizabilitate fizică constă în caracterul de funcțiune de tip Brune а impe- 
dantei sau admitantei date. 


6.1.3. SINTEZA UNUI DIPOL LINEAR SI PASIV CU О CARACTERISTICĂ 
DE FRECVENȚĂ DATĂ 


Sinteza unui dipol linear şi pasiv constă în determinarea elementelor, a 
valorilor lor și a modului de conectare, astfel încît impedanja sau admitanta 
operațională a dipolului să fie exprimate printr-o funcțiune dată. Acest dipol 
este realizabil dacă funcțiunea dată este de tip Brune, ceea ce se verifică, 
după cum se poate constata din cele de mai sus, examinînd succesiv dacă 
sînt îndeplinite următoarele condiţii necesare și suficiente: toți coeficienții 
polinoamelor să fie reali (condiția de realitate a funcfiunii), să nu existe poli 
în semiplanul drept (condiția de analiticitate), polii de ре axa imaginară să 
fie simpli, iar reziduurile relative Ја aceşti poli să fie pozitive, la p-»oo functi- 
unea să aibă un pol simplu — un punct ordinar sau un zero simplu — și 
partea reală a funcțiunii să fie nenegativă pentru punctele situate pe аха 
imaginară. 

Sinteza dipolilor se realizează prin diferite metode, printre care metoda 

iminării succesive a zerourilor sau a polilor și prin metoda descompunerii 
în fractie continuă. 
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a. Metoda eliminării succesive a zerourilor sau a polilor. Fiind dată perdi 

20) sau Y(2) se separă mai întii polii situați pe axa imaginară (5 = + joy), 
inclusiv originea și punctul de la infinit (dacă este cazul). Aceasta дн 
la exprimarea funcțiunilor даїе prin relaţii de forma: 


Zip) == + Da EA. (63) 
respectiv: 
Y(f) = р ауу а Pe px. (6.4) 


în care Z,(p), respectiv Y,(^) sînt de asemenea, funcțiuni raționale pozitiv- 
reale si se numesc funchiuni de reactanță, respectiv susceptanță minimă, Rela- 
{Ше (6.3) sau (6.4) conduc la realizarea circuitelor reprezentate în figurile 6.1.5 
sau 6.1.6. În acest fel, problema se reduce la realizarea unui dipol avind 
impedanfa Z,(£) sau айтіќапја Y,(%). În cazul în care aceste funcțiuni nu au 
poli în semiplanul stîng, ele vor fi constante și vor fi realizabile fizic prin 
rezistoare. Dacă polii acestor funcțiuni sînt situați numai pe semiaxa reală 
negativă, ele sînt realizabile fizic prin dipoli R—L sau R— . În acest scop, 
aceste funcțiuni se descompun în fracţii s simple de e 


{= м» = - (65) 
respectiv, 
уц) = fe (6.6) 


Ly Cy 
Hy în cazul în care există un zero în origine, sau de forma : 


Z E 6.7, 
= a(Ż) = Bo HAS TA (6.7) 
n Cn [zs respectiv, 
= хе, 
240 Ul aie Y 6.8, 
Fig. 6.16 ч ТАР SS 
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în cazul în care nu există un zero în origine. Dipolii corespunzători sînt repre- 
zentati în figurile 6.1.7, 6.1.8, 6.1.9 si 6.1.10. 

În cazul general, funcțiunile Z,() sau Yu(2) pot avea și poli complecși. 
În acest caz, dacă ele au zerouri pe axa imaginară, care sînt poli pentru func- 
tiunea inversă, ei se vor separa mai întîi pentru aceasta din urmă, prin relaţii 
de tipul (6.3) sau (6.4), rezultînd alte funcțiuni Y,(5) sau Z,(p). Separarea 
polilor și a zerourilor se repetă de cite ori este posibil, pînă cînd eventual se 
obțin elemente direct realizabile. 

Se poate începe și cu eliminarea zerourilor de pe axa imaginară, în locul 

polilor. În acest caz se va obține o schemă de dipol diferită de сеа de mai 
înainte. În funcţie de condiţiile impuse se va alege o schemă sau alta. 
b. Metoda descompunerii în fracţie continuă. În figura 6.1.11 este reprezen- 
tată o schemă lanţ, a. cărei impedantá poate fi exprimată sub forma unei 
fracții continue și care, de asemenea, corespunde unei funcțiuni avînd o expresie 
de tipul (6.1). 

Descompunerea functiunii fractie rațională date Z(?), în fracţie continuă 
se realizează împărțind numărătorul cu numitorul și prelungind operaţia 
pînă ce expresia obținută ca rest reprezintă o impedanţă sau admitanfá a unui 


A en 
CC Fat] 
Pfa i În ZE i | | 
Fig. 6.17 Pe 
1 | 
Aegir Ce p 
одо ien ж i Re М 


2 23 Zn Л, Lk 


A cp 
Ж £k 
uu ДУ 
Fig. 6.1.11 ` Fig. 6.1.10 
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dipol cunoscut, care va constitui o verigă terminală a schemei lant corespunzá- 
toare acestei descompuneri în fractie continuă: 


Z()-2- 


(6.9) 


Ү + 


ed 
21+ 


Ys 


În funcție de modul cum sînt dispuse polinoamele la numárátorul şi numi- 
torul functiunii fracfie rațională date, adică de modul ordonării după grade 
crescătoare sau descrescătoare ale lui 2, fracțiile continue obținute — si deci 
şi schemele lanț. corespunzătoare — vor avea o forma sau alta. Uneori este 
mai convenabil să se descompună în fractie continuă funcțiunea Y(5) = 2: , 
obfinindu-se în funcție de modul de.ordonare a gradelor lui 5, scheme lant 
suplimentare diferite, Se poate efectua si o descompunere în fractie continuă 
la care în procesul împărțirii, la început să fie respectată o anumită ordine de 
dispunere a gradelor lui 5, iar apoi alta. 

Unele sau chiar toate variantele de descompunere în fracfie continuă, 
pot să nu permită realizarea fizică a dipolului. 


6.2, SINTEZE DE DIPOLI ELECTRICI 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 6.1. Să se arate că funcțiunile: 


F P+ip+i u G р + Зр 
0) pp * (5) ре + 10р? +9 
sint funcțiuni de tip Brune, deci că aceste funcțiuni pot reprezenta impedanța 
sau admitanta operațională a unor dipoli realizabili fizic. 
Solujie : 

Ambele funcțiuni sînt funcțiuni rationale de variabila complexă p, cu coefici- 
enti reali, iar gradele numărătorului si numitorului sînt egale în cazul functiunii 
F(2) și diferă cu o unitate în cazul functiunii G(5). 

Poli functiunii F(), 


ER d 
а= — zik 2 
sînt situați în semiplanul stîng Be $ < 0. Polii functiunii G(2), 
Pia = +) Și Pa = + 3j 
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sînt situați pe axa imaginară, dar sînt simpli, iar reziduurile relative la acești 
poli sînt pozitive: 


Qe G()| = (e—i) GG) =F = eG) |. 
qe G()| = (e — 3i) 66) =F = Rer GU) |, 


Părţile reale ale celor două funcțiuni sînt nenegative pe axa imaginară: 


HERES) 
Феја) e 022 >0 
Re G(je) = 0 


Ambele funcțiuni satisfac deci condiţiile necesare si suficiente pentru a fi 
funcțiuni de tip Brune. 


Probiema 6.2. Să se examineze dacă funcțiunile: 


no =i Fps 011, 


P + 3p* + 17p5 + 15р? + 30р + 6 
(p* + 2)(p + 6p* + 5р + 12) 


Е.) 


sînt funcțiuni pozitiv-reale. 
Solufie : 

Funcțiunea F,($) nu este funcțiune pozitiv-reală, deoarece are poli dubli 
p= + jZ pe axa imaginară. 

Funcțiunea F,(2) nu este пісі ea funcțiune pozitiv-reală, deoarece partea 
sa reală nu este nenegativă pe axa imaginară: 


—1[> 0 pentru || > 1 
FA 


м at 
F, Padat 
f£« (Е, Go) «0 pentru | o| « 1 


Funcțiunea F,($) este pozitiv-reală, deoarece toţi coeficienții săi sînt reali, 
gradele numărătorului și numitorului sînt egale, nu are poli în semiplanul 
(Be p > 0, polii p = + j/2 de pe axa imaginară sînt simpli, reziduurile cores- 
punzătoare sînt pozitive: 


ED] pp Е 0) =! 


iar partea reală este nenegativă pe axa imaginară: 


"n (3 — ety (4 x. 
Deta бо) LO s 
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Problema nr. 6.3. Să se reprezinte distribuția polilor si a zerourilor functi- 
unilor: 


pii 

Е(0) = —EH1 —; 

(A= vir! 

Бур) ati, 

А) = зрэ! 
а s 

FAP) I: 


în planul variabilei complexe № și să se arate care din aceste funcțiuni sint 
p ozitiv-reale. 


Soluţie : 
Funcțiunea F,(2) are zerourile: 


Ф= +] 
și polii (fig. 6.3, а): 
р=0,фр=—1,фр=—2 
Funcțiunea ЕЁ,(ф) аге zeroul p = —1 și polii (fig. 6.3, b): 
= —2; 5=—34 

iar funcțiunea F,() are zerourile: 

»®= FB, = zi 
şi polii (fig.6.3, с): 

ф= +2), ф= +) 


Funcțiunile F,(4) si F,(^) sînt pozitiv-reale, în timp ce funcțiunea Fy(/) 
mu este pozitiv-reală. 


Fig. 6.3 
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Problema nr. 6.4. Să se construiască o schemă de dipol din elemente R—C 
a cărei impedantá Z(7) să aibă zerourile ?; = —1, fs = —4 şi polii fo = 0, 
Pa = —3 ў pa = —6, iar BdZ(jo)] = 5 О pentru о = 0. 
Soluția nti : 

Impedanja operațională Z(p) va avea expresia: 


Z()-H (p — p) (P — Рз) Hg 200-45 


PP — Рз) (p — Ра) p(p + З) + 6) 
Coeficientul H se află din ultima ues 
Re [Z(jo)]o-o = + = 5, 
din care rezultă: 
Н = 30 


Funcțiunea Z(/) se descompune în fracții simple de forma: 
Zip) = 9. es 
0) р ен эзы P. 
coeficienții a, fiind reziduurile relative la polii respectivi si avînd valorile: 
date de relația: 
а = [($ — 23) 200), 
Se obţine: 


н 3+100-3+0 2 
—3(—34 6) 3 
= tL 50 
= 6(— 6+ 3) 3 
Schema corespunzătoare este re- 


prezentată în figura 6.4, a, valorile 
elementelor rezultind din relațiile: 


Cta ip 
в 20 P 
1 1 а 
C,—-—; R=- = — 
БЕ PCr Pe 
$i se obține: 
3 3 
C,—-—F; С, = Е; T 
md 
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Soluția а doua: 
Admitanfa operațională a dipolului are expresia: 


1 + 3)(p- 6) 
үө == р(р + З)(р + 6) 

(р) 30(p + 1) (р+4) 
Această expresie se poate descompune în fracții simple: 


Y(9) = asp 3 —B—.. P 


р-р р- Р 
în care: 


iar coeficienții a, și аз sînt reziduurile funcțiu ii ХО) 


nii EL sînt dati de relația: 


а = [e -2 |, HIS 
Se obţine: 


a = CAESIO 


1 
307—144 9 


aj 4E3 49 1 
39 (4+1) 45 


Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.4, 5. Valorile elemen- 
telor sînt date de relațiile: 


Еұрь Pa 
obținîndu-se: 


R, = 90; R, — 450 


1 * adi» ie 
6 - Е; = Е 


Problema nr. 6.5. Să se construiască schema unui dipol compus din elemente 
R—C, a cărui impedanţă să aibă zerourile în punctele р, = — 1 $i f, = — 3 
si polii Po — 0, fe = — 2, iar PeZ(jo) = 12,5 О, pentru о = 0 
Soluția intti: 


Impedanfa operațională a dipolului are expresia: 
H(j)-H9?-Po-m.go*0pr» 
P (р — Pa) р +2) 
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Din ultima condiție, rezultă: 
Re [Z).-o = Н = 125 


din care se obtine: 
Н = 10 


Se separă polul din origine: 


10 p + 25 


+) 
г) = + Zap) = 292. 


Termenul = corespunde unui condensator 


cu capacitatea 


conectat în serie. În continuare, fracfia 
2\(ф) se dezvoltă în fractie continuă: 


10 p + 25 1 
Z, TR  z 
e p+2 pt2 2 1 
25--10p 25 25 10р 
S Us 
5 
1 
во + 125 
p 


Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.5, a, în care: 
LF 
125 


R == 12,50; Е, = 500; C, 


Soluția а йоча: 

Se descompune impedanța Z(5) în fracții simple: 
ау УОИ ЩЕ. ЗЕ. БК 
(д) = bo + ART 


in care: 
b, = lim 200) = 10 
4, = [2Z(f)]o-o = 15 
aa = [Ф + 2)Z(2)]p- -: = 5 
459 


Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.5, b, elementele avînd 


valorile: 
В = b, = 100 
AER i AES LP 
Oeo MON а, m 
Rs =2,5 
Ps 
Soluţia a treia: 
Admitanfa operațională a dipolului 
Vio píp +2) 
(5 zip) 10(p + 1) (р + 3) 


se descompune în fracții simple: 
Y (5) = Pa P. 
(2) трет 
Coeficienţii a, si аз sînt reziduurile funcfiunii A în polii i și fa: 


Ү(р) 
а= [le +3) 22) 
р Jte- 
Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.5, с, elementele 


avînd valorile: 


C= =F; 
p» 20 
со Sua р 
T Ps 60 


Problema nr. 6.6. Să se realizeze o schemă în lanț din elemente R—C a 
cărei impedanță operațională să aibă polii fọ = 0, р = — 2, ф = —4, 
—3, iar Re [Z(jo)] = 3 Q, pentru w = 0. 


zerourile 5; = —1, 
Soluţie : 
Impedanía operațională a dipolului are 


Re 
expresia: 


Rr 


20р) = HP P-P) _ 

0) PP — Ра) (p — P9 

н е+0Ф+з) 
рр + 2) (р + 4 
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coeficientul H rezultind din ultima condiție: 


Qe [Z(o)]o c HT = $ H=% 


Se obține: 
96 384 288 
za аа 
рэ + 6р? + 8р 


Pentru realizarea unei scheme în lant, se dezvoltă funcțiunea Z() în fractie 
continuă: 


72 144 i 
7 T 
ass? 


Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.6. Elementele au 
valorile: 


Problema пг. 6.7. Să se realizeze schema unui dipol a cărui impedanfá 
operațională Z(7) are zerourile în punctele р, = 0, 4, = — 2, ps = — 4 si 
polii in punctele Ф, = — 1, ^, = — 3. În plus, se dă 


lim Re [Z(jo)] = 20 


Soluţia întîi: 
Expresia impedanfei operaționale a dipolului este: 


Z(p-H P(P — рз) (p — ру) = нРФ+9'( + 4) 
(p — Pa) (P — Ра) (p + 1) Ф + 3) 


Din ultima condiție, rezultă : 


lim e [Z(jo)] = lim Н 2H — 2. H = 29, 
oro озо at + 100! + 9 


din care se obține: 
Н] 


fa 


Шз În continuare, impedanía opera- 
în țională se descompune în fracții 
о simple: 
5 зуу б 
ГА 5 te @) ACER русу 
puce în care coeficienții 2, si 2, sint re- 
VOR ziduurile functiunii 
b 
` Rs ts 


а în polii fa 
și fi: 


-{#- #2] 


EKA 
з 2 


Fig. 6/7 


vs îti ла аас 
= [06-20220 «7 
Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.7, a. 
Valorile elementelor sînt 


IL,—4AH 
Е, = а = 1,50; R, —a,—0,5Q 
І, == —9— 15H; І, = — ——H 
Pa р 6 
Soluţia а doua 


Admitanfa operațională a dipolului este 


Ү() = 1 =Р+1)(Ф—+3) 
(p), рф +2) + 4) 
și se-descompune în fracții simple 
Vaya E E. 3. 9. 
Uu treat pe 
coeficienţii a, fiind reziduurile admitanfei în polii respectivi: 


= [PY (ys = 3 
в = [(ф + 2) У) = 


L 
4 
= UB +9 Yle- =E 
Schema corespunzătoare este reprezentată în fis 6.7, b. Valorile ele- 
mentelor sint: 
zi de S 1 с i 2t 
ерен 4н} =-==-=Н, 
R, B..80; R=— 2% 
в 


Soluția a treia : 
Se dezvoltă expresia impedantei operaționale în fractie continuă: 


ua = $4-3— —-—— 


Buca A 
y tz 


Schema corespunzătoare este reprezentată in figura 6.7, с. Valorile ele- 
mentelor sint următoarele: 


L-1H; цен; цен 
к —20; ще о 


Problema nr. 6.8. Să se realizeze un dipol a cărui impedantá operațională 
să aibă expresia: 


206) = 1000 3р2 + 200p + 4+ 104 
P? + 100p* + 4 . 103p + 4 - 10% 
Soluţie : 
La început se verifică faptul cá funcțiunea dată Z() este o funcțiune pozi- 
tiv-realá. Într-adevăr, coeficienții sînt reali, gradele numărătorului și numi- 
torului diferă cu 1, polii functiunii: 


Bi = — 100, pa = 200], ps = — 200j 


nu sînt situați în semiplanul drept, reziduurile relative Ја polii de pe axa imagi- 
nará sint pozitive: 


а, = Rez [Z(P)lp= ioo = 1000, 


iar partea reală a funcfiunii este pozitivă pe axa imaginară. 
Pentru sinteza dipolului, se descompune impedanta în fracții simple: 


Up == 2аур 
картуш 0093: 


în care a, este reziduul din polul ġ,: 
4, = Rez [Z(p)lp- 100 = 1000 
$i se obtine: 


_ 1.000 2000р 
Zip — 5410 * paio 


Schema corespunzătoare este repre- 
zentată in figura 6.8, elementele avînd 
valorile: 


C =+ =1000 pF; R = — 5- — 100 
a n 
M 1 : 2a, 
Fig. 6.8 С,= 500 uF; L,— — 50mH 
2a, Pi 


Problema nr. 6.9. Să se realizeze un dipol a cărui impedantá operațională 
să aibă expresia: 


= 10 p? + 2000 p? + 24.105 
р? + 1000 p? + 4105 p + 4. 107 
Soluţie : 

Se verifică faptul că funcțiunea dată este pozitiv-reală. Într-adevăr, coefici- 
enti săi sînt reali, polii sînt simpli și nu sînt situați în semiplanul drept: 
ф = — 1000, fa = j 200, 4, = — j 200 

Reziduurile din polii de pe axa imaginară sînt pozitive: 
= Rez [Z(P)]p-+;20 = 1 000, 
iar partea reală este pozitivă pe axa imaginară. 
Rezultă că funcțiunea dată reprezintă impedanfa operațională a unui 


dipol realizabil fizic. Pentru sinteza acestui dipol, se descompune funcțiunea 
dată în fracții simple: 


AET ETE 
coeficientul a, fiind cel de mai sus, iar a, fiind reziduul în polul 5;: 
= Ree [Ж(}ф)]ә--оо = 10 
Rezultă: 


FEET 


2 = Și р? + 4.108 


Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.9, valorile elementelor 


Е, = а = 100 


fiind: 
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Problema nr. 6.10. Să se realizeze un dipol a cărui impedantá operațională 
să aibă expresia: 
20) 11р + 2 100p* + 1 366 - 10*p? + 2124. 10*p? + 46.100р + 4. 1012 
p + 1 100р* + 105 - 104р3 + 544 - 105p* + 404. 105p + 4. 101 
Solutie: 


Funcțiunea de la numitor are polii: 


Pi = + 1200, 5, = — j 200 


pe axa imaginară. Se separă acești poli: 


Z0) = 0 t Zal) 


unde: 
оў = 4-105, 


iar a, este reziduul functiunii Z() în acești poli: 


Pi(pi) 
= (Zi Ж = LU. = 1000 
a, =R е Ж(ф)]›- +оо Qo) 
S-au notat cu P,(^) și Q,(?) polinoamele de la numărătorul și numitorul 
funcțiunii Z(p). 
n această etapă, schema se va pre- 


zenta ca în figura 6.10, a, valorile a 
elementelor fiind: A 
1 
= — = 500 pF t ы 
с, 2а, ш Й 


І, = 2% = 50 mH 
ot 


Funcțiunea Z;() are expresia: 
11p2 + 100p? + 11 . 106p + 10% 
24?) = „Ел EI ир н. 
Р? + 1 110p2 + 101.10%р + 10 
Ea are zerourile: 

Pa = j* 1000, 5, = — j 1 000, 
astfel încît aceste puncte vor fi poli ai 
admitanţei: 

fo P + 1110p? + 101 - 10*p + 107 

277 түрд + 100p? + 11» 105p + 10° 

Se separă acești poli: 
3bp 


Ү,= pi T Ys) 


Fig. 6.10 
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== 10%, 
iar d, este reziduul functiunii Y,() în polii fasa: 
= Rez [Y ($) +i- sooo -pa = 50, 


DD si i Q,(7) fiind polinoamele de la numărătorul și numitorul funcfiunii 
Ү,(2). еа precedentă se va completa deci са în figura 6.10, b, în care: 


lee 10 mH 
2% 


Д 
се E = 100 uF, 
iar admifanta Y,(5) are expresia: 


OLI ET 


100 + 11р 
Această expresie poate fi descompusă în fracfie continuă: 
1 
Y) = —— 
10+ 
TES 
P 


Admitanfa Y, va fi realizată prin schema în lant care completează 
figura 6.10, c, elementele avînd valorile: 


R= 10 Q; R= 1 Q; L= 0,1 H. 


Capitolul 7 
CIRCUITE ȘI REȚELE ELECTRICE NELINEARE 


7.1. BREVIAR DE ANALIZA CIRCUITELOR ELECTRICE NELINEARE 


7.1.1. ELEMENTE DE CIRCUIT NELINEARE 


Elementele de circuit nelineare, adică avînd relaţii 
nelineare între tensiunile si intensităţile de curent elec- сы 
tric de conducție, pot fi elemente nelineare dipolare — 5 
(fig. 7.1.1) cum sînt rezistoarele nelireare, cu rezistivi- телу 
tate dependentă de densitatea de curet din material, ЇЙ în 
condensatoarele nelineare, cu permitivitate a dielectri- 
cului lor dependentá de intensitatea cimpului electric — rig, 7.1.1 
din dielectric si bobine nelineare, cu permeabilitate a mie- 
zului lor dependentá de intensitatea cimpului magnetic din miez. 


7.1.2. CARACTERIZAREA ELEMENTELOR DE CIRCUIT NELINEARE 


Elementele de circuit nelineare se caracterizează fie direct prin caracte- 
ristica lor, fie prin parametrii lor statici si dinamici. 

7.1.2.1. Caracteristica elementului nelinear exprimă analitic sau grafic de- 
pendența uneia dintre mărimile lor (tensiune, curent, flux magnetic etc.) 
de alta sau de altele. 

Se utilizează, de exemplu: pentru rezistoarele nelineare, caracteristica ten- 
siune-curent : 


ug = us(i) (7.1) 
pentru condensatoarele nelineare, caracteristica tensiune-sarcină electrică: 
u, = 000) (72) 

și pentru bobinele nelineare, caracteristica flux-curenti: 
Ф = Oli, i...) (7.3) 
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Fig. 7.12 Fig. 7.13 


care în absența cuplajelor magnetice ia forma mai simplă: 
Ф -—4(i) + (7.4) 


În figura 7.1.2. sînt reprezentate cîteva exemple de caracteristici de 
acest fel, cu cite o singură variabilă independentă purtată în abscise. Se 
deosebesc: caracteristici simetrice (a, b, c), caracteristici nesimetrice (d, e, f), 
caracteristici univoce (a, d, e) si neunivoce (b, c, f), caracteristici fără his- 
terezis (а, с, d, e, f) si cu histerezis (b) si caracteristici fără saturație (c, /) 
și cu saturație (a, b, e). 

Se mai deosebesc: caracteristici statice, valabile la variații lente ale mări- 
milor si caracteristici dinamice, valabile pentru variații repezi ale mărimilor, 

7.1.2.2. Parametrii statici și dinamici ai elementelor nelineare. Într-un 
punct P de pe caracteristica unui element de. circuit nelinear se definesc 
următorii parametrii ai elementului (fig. 7.1.3.): 

— rezistența statică a unui rezistor: 


в, = 58 = katga (7.5) 
— rezistența dinamică a unui rezistor: 
В, = S = ky tgp (7.6) 
i 


— capacitatea statică a unui condensator: 


q 4 
Ge o hts 0) 
— capacitatea dinamicà a unui condensator: 
Ca = kb (7.8) 
due 


— inductivitatea proprie statică a unei bobine fără cuplaje magnetice: 


L= =k ux (3) 
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— inductivitatea proprie dinamică a unei bobine fără cuplaje magnetice: 
L= 52 =k, tg B (7.10) 
— indnctivitátile mutuale dinamice ale unei bobine avînd fluxul magnetic 
9b, parcurse de curentul i și avînd cuplaje magnetice cu bobine parcurse 
de curenții 7,: 
= 
La = а, (7.11) 
Cocjcientii k din formulele;de définijie fin seama de scările folosite în 
construcția graficelor cate: reprezință caracteristicile. 
Paramâtrii statici și Чїшаййсї ai elementelor nelineare depind de punctul 
de funcționare. " Ч 
Parametrii dinamici pot' avea, l negative și anume pe porțiunile 


descendente ale caractefísticilo?. 


r 


713 cmcurTE NELINEÀRE ‘IN CURENT CONTINUU 
i я " 1 
7.1.81. Teoremele Jui Kirchhoff pentru circuitele nelineare în curent 


continu, Teoremele ап în cazul circpitelor de curent continuu formele: 
P \ 
| д0 (112) 
} + Ý 
| D Е, r У U,[L] (7.13) 


E Punct de funcționare. Se numește punct de funcționare, punctul 
de pe! caracteristica elementului nelinear determinat de regimul căruia fi 
este supusă funcționarea elementului; 

7.1.3.3. Teoremele Jui Kirchhoff pentru micile variații lente ale mărimilor 
de stare ale circuitelor, Dacă o stare de referință a unui circuit e caracte- 
rizată prin valorile Exo, Ту, Ur, ale mărimilor sale și acestea au mici variaţii 
lente față de starea de referinţă, adică dacă: 


E,— Esta h= Do + iei U, = Upo + th, (7.14) 


pentru aceste variaţii sînt -valabile următoarele relații care rezultă din cele 
două teoreme ale lui Kirchhoff: . 


1 "HEC Di =0 (7.15) 
| A А-5 Ras (Tro) îs (7.16) 


7.1.34. Calculul circuitelor electrice nelineare de curent continuu. Se uti- 
lizează două clase principale de metode de calcul al acestor circuite; calcu- 
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lul grafic, bazat pe utilizarea nemijlocită a caracteristicilor grafice ale ele- 
mentelor nelineare și calculul analitic, bazat pe utilizarea unor aproximatii 
analitice ale caracteristicilor acestor elemente. 

7.1.3.5. Probleme de calcul frecvente. În cele 


mai frecvente probleme de calcul de circuite ne- 
n lineare survine calculul sistemelor formate dintr-un 
rezistor nelinear in serie sau ín paralel cu un 


rezistor linear sau nelinear. 

a. Rezistor nelinear conectat în serie cu un re- 
zistor linear (fig. 7.1.4). Punctul de funcționare 
al sistemului se obține intersectind caracteris- 
tica U, = U,(I) a elementului nelinear cu dreapta 
de sarcină în prezența rezistorului linear, care 
are ecuația: 


u=U,—RI (7.17) 
Fig. 7.1.4 $1 intersectează axele in punctele: 
4(v 0; I x] şi B(U—-U, 1=0) (7.18) 


b. Două vezistoare nelineare conectate în serie (fig. 7.1.5). Caracteristica 
tensiune-curent rezultantă a sistemului se obține însumînd grafic — în 
ordonate — tensiunile la bornele celor două elemente nelineare, cu intensi- 
tatea curentului care le parcurge purtată în abscise. 

€. Două rezistoare nelineare conectate în paralel (fig. 7.1.6). Caracteristica 
tensiune-curent rezultantă a sistemului se obține însumînd grafic curenții 
din cele două elemente nelineare, purtați in abscise, cu tensiunea la borne 
care li se aplică, purtată în ordonate. 


Fig. 7.1.5 


7.1.4. CIRCUITE NELINEARE ÎN REGIM TRANZITORIU 


7.1.4.1. Teoremele lui Kirchhoff. În cazul circuitelor nelineare în regim 
tranzitoriu au formele: 


Di) =0 (7.19) 
е0 = |0 + nat) - 69] (720) 


7.1.4.2. Calculul circuitelor electrice nelineare în regim tranzitoriu. Se 
utilizează următoarele clase principale de metode de calcul al circuitelor 
nelineare în regim tranzitoriu: calculul grafic, bazat pe utilizarea nemij- 
locită a caracteristicilor grafice ale elementelor nelineare, calculul analitic, 
bazat pe utilizarea unor aproximaţii analitice sau prin segmente de dreaptă 
ale caracteristicilor elementelor nelineare și calculul pe cale numerică, bazat 
pe înlocuirea ecuaţiilor diferențiale nelineare prin ecuații cu diferenţe finite 
corespunzătoare. 

7.1.4.3. Studiul circuitelor nelineare cu ajutorul reprezentării stărilor lor 
în planul fazelor. Dacă g, (k = 1,2 n) sînt cele n mărimi de stare inde- 


pendente ale unui sistem fizic și g, S sint vitezele lor de variaţie în timp, 


se numește spațiu al fazelor sistemului, spațiul cu 2» dimensiuni care are 
drept coordonate mărimile: 
фе} de (—52,2n) 

Dacă, în particular, sistemul are o singură variabilă de stare independentă 4, 
spaţiul fazelor devine planul fazelor 9, д al sistemului. Orice transformare 
a unui sistem fizic poate fi reprezentată printr-o curbă în planul fazelor, 
numită /ratectorie fazică, de-a lungul căreia q depinde deci într-un anumit 
fel de variabila g. Determinarea evoluţiei în timp a sistemului constă deci 
în determinarea traiectoriei sale fazice în condiţiile în care se pune această 
problemă. 

În anumite cazuri, traiectoria fazică a unui sistem cu o singură variabilă 
de stare д poate fi determinată direct, iar în cazurile în care aceasta nu se 
poate realiza, pentru determinarea traiectoriei fazice a unui sistem cu o 
variabilă de stare g se utilizează metoda isoclinelor. 

Se numește 1soclină locul geometric al punctelor din planul fazelor în care 
traiectoria fazică are pante egale, adică în care, dacă ў se notează ġ = f, 
există relația: 


AP — k = constant (7.21) 
dg 
Din ecuația integro-diferentialá а sistemului si utilizînd identitatea: 
4р d d 
т = 422 = kb (7.22) 
se obțin pentru isocline ecuații de forma : 
PESO) 2023) 


corespunzătoare diferitelor 
valori & ale pantei traiec- 
toriei fazice considerată ca 
parametru, 

Trasind un număr destul 
de mare de isocline cores- 
punzătoare tot atitor valori 
ale pantei, traiectoria. fazică 
se obține prin construcția 
grafică indicată în figu- 
ra 7.1.7. care pornește din 
punctul P, corespunzător 
condițiilor inițiale date. 

După comportarea pe care 
traiectoriile fazice obținute 
o au în vecinătatea unui 
punct din planul fazelor, se 
disting cazurile prezentate 
i în figura 7.1.8. În această 

Fig. 747 figură, se numește ciclu li- 

mită o traiectorie fazică în- 

chisă și izolată, pe care se înfășoară sau de pe care se desfășoară traiectoriile 
fazice alăturate. 


7.1.5. CIRCUITE NELINEARE ÎN REGIM PERIODIC PERMANENT 


7.1.5.1. Teoremele lui Kirchhoff pentru circuitele nslineare in regim 
periodic permanent. Teoremele sînt exprimate în cazul general prin rela- 
{ше (7.19) si (7.20). În regim periodic permanent, aceste relații pot fi 
scrise pentru fiecare armonică v a tensiunilor și curenților în parte, sub 


forma: 
Э} i-o (7.24) 
Zet = But + ий +5] qas) 


Aceste ecuații între componentele armonice ale mărimilor de stare pot fi 
Si a din și în complex, însă, datorită nelinearitátii elementelor, armoni- 
cele de ordinul v ale acestor mărimi depind nelinear de toate armonicele, 

7.1.5.2. Teoremele lui Kirchhoff pentru micile variații ale mărimilor 
de stare în jurul unui punct de funcționare. Dacă un punct de funcționare 
staționară, de referinţă, a circuitului e caracterizat prin valorile Exo, Zro, 
Ско, (no Фко ale mărimilor de stare și dacă acestea au mici variaţii în jurul 
valorilor de referință, adică dacă: 


е0) = Еш + Ае); 0) = Is + АШ) (726) 
502 


Tet 


punct ordinan facar sabil 

Р 
P. a 
pu 

p 

9 зион 
ә 
Fig. 7.1.8 


sînt valabile pentru aceste variații următoarele relații care rezultă din cele: 
două teoreme ale lui Kirchhoff: 


i А0) = 0 (7.27) 
Удыр =) [Rati p TN f Ahdi +D Lo, e] (7.28) 


în care valorile parametrilor dinamici corespund punctului de funcționare 
de referință. 
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7.1.5.3. Calculul circuitelor electrice nelineare in curent alternativ. Calcu- 
lul acestor circuite în curent alternativ se efectuează prin metode fie grafice, 
fie analitice. 

a. Calculul grafic. O primă metodă de calcul grafic utilizează caracteristi- 
cile exprimate prin relații între valorile instantanee ale variabilelor de stare. 
Cunoscînd variaţia în timp a uneia din ele, modul de variaţie al altora se 
obține punct cu punct, prin construcție grafică. 

O altă metodă de calcul grafic utilizează caracteristicile exprimate prin 
relații între valorile efective ale mărimilor de stare, care se obțin de obicei 
experimental, iar în locul mărimilor instantanee reale, care variază nesinu- 
soidal în timp, consideră mărimile sinusoidale echivalente, corespunzătoare 
valorilor efective considerate. 

b. Calculul analitic. O primă metodă de calcul analitic utilizează linearizarea 

porțiuni a caracteristicilor elementelor nelineare și folosește teoremele 
i Kirchhoff pentru micile variații ale mărimilor în jurul punctelor de func- 
tionare de referință. 

O altă metodă de calcul analitic utilizează aproximări analitice ale carac- 
teristicelor elementelor nelineare. 


7.1.6, STABILITATEA CIRCUITELOR ELECTRICE CU ELEMENTE NELINEARE 


Existența parametrilor dinamici negativi face posibilă apariția unor regi- 
muri de funcționare nestabile. Un sistem se numește stai! dacă, fiind supus 
unor perturbații trecătoare care determină variaţii destul de mici ale mărimi- 
lor corespunzătoare unei evoluții neperturbate, revine la evoluția inițială 
la un anumit timp după încetarea perturbației. 

7.1.6.1. Crit algebric de stabilitate al lui Routh si Hurwitz. Ecuațiile 
lui Kirchhoff pentru mici variații ale mărimilor de stare în jurul unui punct 
de funcționare P, al unui circuit electric formează un sistem de ecuaţii integro- 
diferenţiale ale cărui integrale de regim liber au forma: 


А» = УУС, еге (7.29) 
Li 


in care mărimile g sînt soluţiile ecuației caracteristice a circuitului: 
аф" + ар +... + anb + aa = 0 (7.30) 
Circuitul este stabil dacă toate rădăcinile ecuației caracteristice au partea 
reală negativă (pentru ca variațiile să se amortizeze cu timpul). 
Criteriul Routh-Hurwitz exprimă condiția necesară si suficientă pentru 
ca sistemul (circuitul) să fie stabil în jurul punctului de funcționare conside- 
rat şi anume sub forma, са toți determinanfii următori să fie pozitivi: 


ау ag g.s ss .. а 
Ao 83 Ag... Lx 

D= 0 2,25.... .. 033 (7.31) 
0 2,2,.. аз 


Imp) Јт(р) Joe) 
fx x 
| fa) ME fep) 
! 
H x 
2 5 c 
Fig. 7.19 


Cazuri particulare : 


Ecuația caracteristică 


Condiţii de stabilitate 


dop? + ap + а = 0 


ар + ap? + ар + а= 0 


Toţi coeficienții să aibă același semn 
şi să fie diferiți de zero. 

Toţi coeficienții să aibă același semn 
şi să fie diferiți de zero, iar: аа; — 
— 203 > 0. 


După poziţiile din planul complex ale rădăcinilor ecuaţiei caracteristice, 
se disting cazurile fundamentale indicate în figura 7.1.9. 

7.1.6.2. Autooscilatii. Autooscilatiile sînt oscilații neamortizate care apar 
în circuitele nelineare alimentate de surse de curent continuu. Energia nece- 
sară întreținerii oscilaţiilor e furnizată de sursele de alimentare. Se disting: 


oscilatoare armonice, în care apar osci- 
laţii sinusoidale si oscilatoare de rela- 
xafie, în care араг oscilații nesinu- 
soidale. 

În planul fazelor, fenomenele de 
autooscilație sînt caracterizate prin 
cicluri Итий. 


7.2. CIRCUITE NELINEARE 
ÎN CURENT CONTINUU 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 7.1. Un dipol este 
compus dintr-un rezistor nelinear a 
cărui caracteristică — tensiune-curent 
este dată în figură si dintr-un rezistor 
linear R = 5 ohmi, legate în serie. 

a. Să se determine caracteristica 
tensiune-curent a dipolului; 
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Ra 


$ 4 8$ 2U 
Fig. 7.1 


b. Dacă tensiunea la bornele dipolului este U, = 5 volți, să se determine 
curentul, tensiunea la bornele rezistorului nelinear și la bornele celui linear. 


Solujie : 
a. Construcţia caracteristicii i(u) a dipolului se face grafic, ca în figură; 
b. I—480mA; U,—2,4 V; Ur = 2,6 V. 


Problema nr. 7.2. Pentru stabilizarea curentului din filamentul unui tub 
electronic se foloseste schema din figura 7.2, care cuprinde un baretor a cárui 
caracteristică tensiune-curent este dată în figură, Cunoscînd tensiunea nomi- 
nală la filamentul tubului U, = 6,3 V și curentul nominal în filament 
1,— 0,4 A, să se determine: 

a. Valoarea rezistenței R; 

d. Între ce limite poate varia tensiunea la borne, fără ca intensitatea cu- 
rentului din filament să varieze? 


Soluție : 
a. Intensitatea curentului din rezistorul R este: 
1„=1—1, 
Se presupune că baretorul funcționează pe porțiunea orizontală a carac- 
teristicii, deci 7 = 1А, Ig = 0,6 A. 
R=" 02 — 10,50; R=% 593 = 1570 
Ig 08 m 


b. Rezistenţa echivalentă este: 


В,= REL = 5258 
R+ Rp 
Ducind cele două drepte de sarcină extreme, care pup porțiunea ori- 
zontală a caracteristicii, se obțin valorile tensiunii la borne intre care se 
manifestă efectul de stabilizare: 


U, = (17... 19,1) V 
1a) a à 


ua) s 


10 20 4 u 
Fig. 7.3 


Problema nr. 7.3. Stabilizatorul din problema precedentă este alimentat 
de la o sursă care are tensiunea la borne U, = 24 V. Pentru a se putea obține 
stabilizarea, se introduce în serie cu stabilizatorul un rezistor 7. Să se deter- 
mine valorile între care poate varia rezistența 7, pentru a se obţine efectul 
de stabilizare. 


Solujie : 


Se trasează cele două drepte de sarcină care îndeplinesc la limită condiția 
impusă. Valorile corespunzătoare ale rezistenței totale a circuitului sînt: 


йй = 2624 — 1360 


= (65 v are: =180 


Valorile rezistenţei adiționale sînt deci: 
n =R, —R-730 
э =R, —R = 11750 
Stabilizarea se va obține pentru: 
nSrsn 


Problema nr. 7.4. Un termistor a 
cărui caracteristică  tensiune-curent 
U(1) este reprezentată în figura 7.4 
este legat în serie cu un rezistor 
cu rezistența R — 2 M Q. Să se de- 
termine limitele între care poate varia 
curentul, fără ca tensiunea totală la 
bornele celor două elemente să va- 
rieze. 


Solujie : 
Tensiunea totalá are expresia: 
U-RI4U, 


şi se obţine însumînd grafic ordo- 
natele caracteristicilor: 


up = Uz(I) şi Up = RI 


Se constată cá pentru I = 
= (1... 2,5)u A, tensiunea rămîne 
aproximativ constantă şi egală 
cu 17 volfi. 


Problema nr. 7.5. Pentru stabi- 
lizarea tensiunii la bornele rezisto- 


оо зака а з 


10 20 90 40 50 69 т 0 Ю ЖИИ 
b 


Fig. 7.5 


rului R, se folosește schema din figura 7.5, a, care contine un termistor R,, 
a cărui caracteristică tensiune-curent este dată în figura 7.5, b (curba (7)). 
Să se determine valoarea rezistenței R, si limitele între care poate varia 


tensiunea U,, fără ca tensiunea U, să varieze și să se calculeze valoarea ten- 
siunii stabilizate. 


Se dau: R, = 30 k Q, R=3k0 
Solufie : 
Tensiunea U, are valoarea: 
U, = RI, + Uri) 
Pentru ca U, să nu varieze, este necesar ca: 
AU, = 0 = R, АТ, + RAI, 
de unde 
R =— Re 
Ra fiind rezistența dinamică a termistorului pe porțiunea descendentă si 
lineará a caracteristicii, 
Ee (52) = 29100 
Se construiește caracteristica I(U,) insumind grafic abscisele curbei (7) 
cu cele ale dreptei (2) (curba a) 
U= RI, 


În continuare, se construiește caracteristica grupului R,, R,, №, (curba b) 
însumînd ordonatele curbei (a) cu cele ale dreptei: 


U=R h 
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Din punctele P, si P, care mărginesc porțiunea pe care are loc stabilizarea 
se duc dreptele de sarcină corespunzătoare, determinate de rezistența R4. 
Se obțin cele două valori extreme ale tensiunii la borne, între care are loc 
stabilizarea : 

70 V<U, <10 V 


Tensiunea stabilizată are valoarea: 
U, = 46,5 V. 


Problema nr. 7.6. Caracteristica tensiune-curent a unei lămpi cu incan- 
descentá cu filamentul de wolfram este dată în figura 7.6, c (curba 7). Cu 
două asemenea lămpi identice și cu două rezistoare lineare R se realizează 
o punte. Într-una din diagonalele punţii se află o sursă cu tensiunea elec- 
tromotoare U,, iar la bornele celeilalte diagonale, aflate în gol, se măsoară 
tensiunea U,. 

Să se determine valorile pe care trebuie să le aibă rezistenfele R pentru 
ca tensiunea U, să varieze cît mai puțin cînd tensiunea electromotoare а 
sursei variază. Să se traseze caracteristica U,(U,). 


Solufie : 
0,=81— 0, 


U=RI+U, 

Pentru ca U, să nu varieze, este necesar ca: 
ў AU, = RAI — AU, = RAI — RAI = 0, 
unde R, este rezistența dinamică a lămpii. De aici rezultă: 


a wo! 5 mE 


45 ЛА) 


Deoarece R, variază, se alege R în asa fel încît condiția (2) să fie îndeplinită 
într-un domeniu cît mai mare. Pentru aceasta, se ia rezistența R egală cu rezis- 
tenfa dinamică pe porțiunea liniară din caracteristica lămpii. Se obține: 


E320 


R R- a 110— 32 — 78 


AI] 05—025 025 


Pentru a determina caracteristica U,(U,) se duce dreapta Ug = RI 
(fig. 7.6, c). Diferenţa ordonatelor 07, — U, va da tensiunea U,, iar tensiunea 
U, este egală cu suma lor. Se obţine curba din figura 7.6, b. Se observă că pentru 
un domeniu larg de variație a tensiunii de alimentare, tensiunea U, rămîne 
practic constantă. 


Problema nr. 7.7. Într-una din diagonalele unei punți Wheatstone se află un 
rezistor nelinear R, (fig. 7.7, b) avînd caracteristica tensiune-curent dată în 
figura 7.7, a. Să se determine curentul din acest rezistor. 


Se dau: E = 60 V, R, = 2 Q, К, = 4 Q, R=4 Q, R = 3 О. 
Soluție : 


Se înlocuiește partea liniară a schemei printr-un generator echivalent, 
Elementele acestui generator vor fi: 


8, +] = 14,3 V 


Bm Um =E| 


Rut Ba RA 


4 
TA) R Л, 
5 Zi 
e) | 
4 Sw | ZA 
4 
2 
A 
z A I 
fe 
t | UT |> 
Ф 
2 4 5 8 ют и УЙ 
Fig. 7.7 
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Punctul de funcționare pe caracteristica elementului nelinear se obține 
trasind dreapta de sarcină, definită de punctele: 


(U,—143 V; 1=0) si 


E, 
U,—0; 1,—-2*— 470 А 
| Li 2 в, ] 
Se obține: 
U=8V şi I—207A 
Problema пг. 7.8, În două brațe opuse ale unei punți se află două re- 


zistoare nelineare de tirit, iar in celelalte brațe, două rezistențe lineare 
egale R. Tensiunea de alimentare a punţii este U, = 200 V. 


а. Să se determine valoarea rezistentelor R care echilibrează puntea; 


b. Să se determine variația tensiunii la bornele secundare ale punţii, 
dacă acestea se află în gol, iar tensiunea de alimentare este 200 + 20 V. 


Carăctăristica 100.) а rezistorului cu tirit este dată în figura 7.8. 
Solujie: 
a. La echilibru: 
U,— Ug— Ur=0; 


Din caracteristica rezistoru- 
lui nelinear se obține pentru 
Up = 100 V, I = 65 mA, 


deci 
100 


R-———-—1500 
65 · 10-2 

Гр ту А 
U, = RI--U, 


U,—U,— — 20, 
de unde 
U,—2U,—2U, 


Trasind dreptele de sarcinà 
corespunzátoare valorilor ex- 
treme ale tensiunii la borne, 
se obtine: 


Fig. 7.8 


U,-—103V — U,—220— 206 — 14 V 
Um = 96V  U,—180— 192 = —12 V 
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Problema nr. 7.9. Un generator de curent continuu are tensiunea electro- 
motoare E, iar rezistenţa sa interioară, nelineară, are caracteristica tensiune- 
curent dată în figura 7.9. 


Să se traseze caracteristica externă U,,(I) a acestui generator. 


Solufie: 
Aplicind teorema a 11-а a lui Kirchhoff 
Е= Vas + Оһ 
rezultă: 
Ur = E — О, 
a 
m] z ^ 
E 
B 
Fig. 7.9 


Se constată că la Up = 0, Ов = E, I = 0, iar pentru Ug = E, U,45 = 0, 


= Le 

Caracteristica I(U,5) va trece deci prin punctele: U,, = E, 1 — 0 și 
Un = 0, I = 1„. Grafic, ea se va obține translatînd caracteristica I(U p) 
pînă în punctul (E, 0), apoi luînd simetrica sa față de o dreaptă paralelă cu 
axa ordonatelor, trecînd prin acest punct. 


Problema nr. 7.10. Se dă schema din figura 7.10, a în care Ras si Rua sint 
două rezistoare nelineare ale căror caracteristici tensiune-curent sînt date 
în figura 7.10, c (curbele 7 si 2), Rg este un rezistor linear, iar E; si E, sînt 
două Sura de curent continuu cu tensiunile electromotoare de 100 V, respec- 
tiv 140 V. 


a. Să se determine generatorul echivalent părții de rețea din stînga bornelor 
AB (fig. 7,10, b); 


b. Să se traseze curba de variaţie a curentului Z în funcțiune de rezistența №; 
с. Să se determine caracteristica Up = f(I) a generatorului echivalent. 
Solufie : 
a. Folosind construcția grafică de la problema precedentă, se trasează 
caracteristicile I,(U,5) (curba 7”) 5 L(Uas) (curba 2') (fig. 7.10, c) 
Din teorema întîi a lui Kirchhoff: 
I=h+h 


Caracteristica rezultantă I(U ,5) se obține deci însumînd ordonatele curbelor 
(1') şi (2') (curba (3)). Această caracteristică poate fi considerată ca fiind 
cea a unui dipol activ care conține o sursă avînd tensiunea electromotoare 
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Fig. 7.10 
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E, = 110 V determinată de intersecția curbei cu axa absciselor și un rezistor 
nelinear R,, a cărui caracteristică tensiune-curent se obţine deplasînd curba 3 
în origine și luînd simetrica sa față de axa ordonatelor. În figura 7.10, d această 
caracteristică a fost desenată separat. 


b. Din punctul (E; 0) se duc dreptele de sarcină corespunzătoare diferi- 
telor valori ale rezistenței de sarcină. Se obține curba I(R,) din figu- 
ra 7.10, e. 


c. Caracteristica U ,4(I) a generatorului echivalent a fost obținută la punc- 
tul (а) (curba 3, partea de deasupra axelor de coordonate) si a fost dese- 
nată separat în figura 7.10, f. 


OBSERVAȚIE. Caracteristicile celor două elemente nelineare sint simetrice, însă ca- 
racteristica tensiune-curent a rezistorului nelinear echivalent nu mai este simetrică. 


Problema nr. 7.11. Pentru stabilizarea tensiunii de alimentare a unor aparate 
electronice se folosesc circuite cu diode Zener. Cunoscînd caracteristica ten- 
siune-curent a unei astfel de diode și tensiunea sursei de alimentare U, = 12 
volți, să se determine, pentru funcționarea în gol a stabilizatorului: 


4. Valoarea minimă a rezistenței R, pentru care curentul prin diodă nu 
depășește valoarea Imar = 30 mA ; 


d. Valoarea tensiunii stabili- 
zate; 

c. Variația acesteia, cînd ten- 
siunea de alimentare variază între 
limitele 12 + 2 V. 


Solufie : 

a. Se trasează dreapta de sar- 
cină determinată de punctul 
Uim = U, = 12V de ре axa ab- 
sciselor și punctul corespunzător 
unui curent de 30 mA de pe ca- 
racteristică. 

Rezistența de sarcină va fi: 


3. U,=6V 


с. Se trasează dreptele de sarcină corespunzătoare celor două cazuri extreme. 
Se obține: 


0, = (5,9...6,1) volti, adică AU, = 0,22 V 
Coeficientul de stabilizare este: 


Problema nr. 7.12. Un stabilizator de tensiune cu dioda Zener DZ 306 are 
schema din figura 7.12, a. Tensiunea de alimentare are valoarea E = 12 V, 
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iar R = 200 Q. Caracteristica tensi- 
une-curent a diodei Zener este datá in 
figura 7.12, b. Sá se determine limitele 
între care poate varia rezistența de sar- 
cină R, și valoarea maximă a curentului 
prin ea, pentru care se manifestă efectul 
de stabilizare. 


Solujie : a 


Se determină generatorul echivalent de 
tensiune care alimentează gus Elemen- 
tele acestuia sint: 


E și 
R IÈR, 
E, = — H = — 
HA 20 $ n, 
EN 
RTR, y 
| 


Dreptele de sarciná coréspunzátoare Ле 
diferitelor valori ale rezistenţei de sar- 
cină R, trec prin punctele:/, u 
| = Biro) 
si sb v Я 
йлы 60mA Fig. 7.12 


| » 
Valoarea minimi. admisibik a rezistenţei de sarcină corespunde cazului 
Ап care: i A 


C E-6V 


$i este: 
РЕ, 


s min 


= 200 Q, 


curentul maxim debitat fiing deci: 


$ 6 
Ig = 30 mA 
T. Ra min 


Problema nr. 7.13. Să se deducă relația U, = f(u) dintre tensiunea de 
ieşire si cea de intrare pentru cuadripolul din figura 7.13, care conţine o diodă 
ideală și. care funcționează în gol. 


Solufie : A, , 
În cazul în care dida logos tensiunea la bornele sale este nulă, încît: 


U, — e. 
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Fig. 7.13 


În cazul în care dioda este polarizată invers, curentul prin ea este nul, 
iar tensiunea la ieșirea cuadripolului este: 


Valoarea U,, a tensiunii de intrare în care se trece de la un caz la celălalt 
rezultă din relația: 


Us = A le, 
R, + Ra 
de unde se obține: 
б„=е®+®% 
„Ra 


S-a realizat un circuit de limitare superioară, denumirea fiind justificată 
de valoarea constantă a tensiunii de ieșire pentru U; > Us. 


Problema nr. 7.14. Să se deducă relația dintre tensiunea de ieșire și cea 
de intrare pentru cuadripolul din figura 7.14, a, care conţine o diodă ideală 
şi care funcționează în gol. 


Soluţie : 


În situaţia în care tensiunea U, la bornele diodei este negativă, dioda 
este blocată și î = 0, deci U, = 0. 


În situaţia în care dioda conduce, tensiunea la bornele sale este nulă, si 
rezultă: 


U,— (0,+ е) 


; О,+е<0 


в, 
R+R 


Caracteristica rezultantă este reprezentată în figura 7.14, b, în care: 
Ra 

R+ Ra 

S-a obţinut un cuadripol care prezintă o zonă de insensibilitate. 


tga = 


Problema nr. 7.15. Să se determine coordonatele punctului static de func- 
tionare al triodei 6 H 8 C montată ca în figura 7.15, a, dacă se dau: e, = 250 V, 
Ra =50k О, R, —1k О si caracteristicile statice 1, =, (U,, U,) ale 
triodei (fig. 7.15, b). 

Soluţie : 

Coordonatele (iso, О.о, Upo) ale punctului static de funcţionare se determină 

rezolvînd grafic sistemul de ecuaţii: 
€, = (К, + Ro) і, + Ua 
0— U, - Ri, 
= fa (Us Ug) 

Prima ecuaţie este reprezentată în planul (U,, 4,) prin dreapta (7) definită 
prin táieturile: 

(О, = є, —250 V, i, = 0); (0. o mo 49 mA) 


a + Re 


Punctul de funcționare se va afla pe această dreaptă la intersecţia cu curba (2) 
definită de a doua ecuaţie, care trece prin punctele: 


$m) |07 3. 0$; sos 


0 —1 —2 —3 —4 —5 


U, (У) 


Coordonatele punctului de funcționare P se citesc pe desen: 
io = 3,1 MA; О, = 95У; Ug = —31 V 


Problema nr. 7.16. Sá se determine coordonatele punctului static de functio- 
nare al triodei 6H8C (fig. 7.16, а), dacă se cunosc elementele: 


e, = 250 V 
R,—25kQ 
Ru=1kQ 
Ra =25KQ 


$i caracteristicile statice ale tubului în planul î,, и, (fig. 3. 16, ză 
Solujie : 


Aplicînd teorema a II-a a lui Kirchhoff pe circuitele anodice și de grilă 
se obține: 


ta = Raia + tha + (Ra + Ra) 5, 
0 = t + Rae 
Relațiile (1) şi (2) alcătuiesc împreună cu „ecuația 
în = (иш, ttg) 
un sistem de trei ecuaţii cu trei necunoscute (5%, wu, им). 
Se va rezolva acest sistem pe cale grafică și anume: 
— în planul caracteristicilor i, = f(u,) se trasează dreapta dată prin 
ecuația (1); 
— se trasează apoi prin puncte dreapta de ecuatie (2); 


La intersecţia celor trei curbe reprezentative se găsesc coordonatele punc- 
tului static de funcționare: 


«E = —$2V 

uM = 85у 

i! = 445 mA. 
is 


CO A 


Fig. 7.16 
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7.3. CIRCUITE NELINEARE ÎN CURENT CONTINUU 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 7.17. Sá se determine coordonatele punctului static de func- 
fionare al diodei din figurá. Se dau: £40 V, R = 2,66 kQ. 


Răspuns : i U,— 235 V. = 7mA 
Ín P 
id ] s 5 
^u 4 
5 
©, H UV gy mus 4 (И) 


i Fig. 7.17 


Problema nr. 7.18. Două diode D, si D, (fig. 7.18, a), ale căror caracteristici 
sînt date grafic (fig. 7.18, b) sînt montate în serie si alimentate de la un genera- 
tor de t.e.m. E = 50 V în serie, cu o rezistență R = 2,5 kQ. Să se determine 
carenta, debitat de Бепегаіоф $i tensiunile la bornele celor două diode 

ig. 7.18, c). 


Răspuns : 
Se determină caracteristica tensiune-curent rezultantă. Se trasează dreapta 
de sarcină. Rezultă: 1 = 1,25 mA, t, = 22,5 V, ta = 17 V. 


le 


i 


Problema nr. 7.19. Fotodiodele sînt diode semiconductoare a căror rezis- 
tenfá inversă scade atunci cînd joncțiunea este iluminată; caracteristicile 
I = Í(U ,,,) pentru diverse iluminári sînt reprezentate în figura 7.19, a. Să se 
traseze caracteristica 7 = f(E) a unui circuit compus dintr-o fotodiodă, un 
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Fig. 7.19 
rezistor R = 0,5 О si o sursă de curent continuu cu t.e.m. U, = 30 V 


(fig. 7.19, 2). 
Soluţie : 
Se trasează dreapta de sarcină. Intersecţia sa cu caracteristica I(U, E) 
determină valoarea curentului. Se obține curba I(E) din figura 7.19, b. 


Problema nr. 7.20. Fotorezistenfele sînt rezistoare din material semiconduc- 
tor, a căror rezistență se modifică sub acțiunea luminii. 

Caracteristicile. I(U) pentru diferite iluminăti E sînt reprezentate în 
figura 7.20, а. Un circuit conţine o fotorezistentá, un rezistor R = 1000 Q 
$i o sursă cu tensiunea electromotoare U, = 60 V (fig. 7.20, b). 

Să se determine relația dintre curentul din circuit si iluminare, 


Solufie : 
Se traseazá dreapta de sarciná determinatá de punctele: 


(Ua = 60;0) şi bo: ^ - 60-10. | 
Din intersecția acesteia cu caracteristica corespunzătoare unei inări 
oarecare E se deduce curentul Г, În acest mod se obține caracterist. * I(E) 
din figura 7.20, b. 


Fig. 7.20 
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Problema nr. 7.21. Să se deducă relația dintre tensiunea de ieşire si cea 
de intrare pentru cuadripolul din figura 7.21, care funcționează în gol. Dioda 
este presupusă ideală. 


Răspuns : 
piu a Lt Baga at 
«-| е, pentru 4, < — tho e н, us 
14 tg a, pentru 4, > — tho 
В, 
tga= +- 
к=н 


Circuitul studiat este un circuit de limitare inferioară. 


Problema nr. 7.22. Să se deducă relația dintre tensiunea de ieșire si cea de 
intrare pentru cuadripolul din figura 7.22, care funcționează în gol. Dioda 
este presupusă ideală. 


Răspuns : 
"E 0, pentru t <e 
? (4, — e) tg a, pentru и, > e 
R, 
tg a = —* 
a FI 


Fig. 7.22 

Problema nr. 7.23. Combinînd montajele din problemele 7.14 şi 7.22, se 
realizează montajul din figura 7.23. Să se deducă relaţia dintre tensiunea de 
ieșire și cea de intrare, la funcționarea în gol. Diodele sînt presupuse ideale. 
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Fig. 7.23 


Răspuns : (tu + е) tg a, pentru u< — e 
",—4 0 › pentru,.— e < t; «e 
(и, — e) tg a, pentru u > e 
R, 
tg a = ——+ 
STRA 


Acest circuit prezintá o zond de insensibilitate. 


Problema nr. 7.24. Combinind montajele din problemele 7.13 și 7.21, 
se realizează montajul din figura 7.24. Sá se deducá relația dintre tensiunea 
de ieșire si cea de intrare, la funcționarea în gol. Diodele sînt presupuse ideale. 


„Răspuns : —e, pentru « <— eta oe. 
R, ща 
м. =Ç е tga, pentru —— < th EST. 
а 
е, реп: "ут 


Acesta este un circuit cu dublă limitare, 


Problema nr. 7.25. Prin combinarea unor montaje de tipul celui din proble- 
ma 7.22, se realizează montajul din figura 7.25, a. Să se determine relația 
dintre tensiunea de ieșire si cea de intrare la funcționarea în gol. Diodele 
sînt presupuse ideale, iar e, < e < е3. 
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Răspuns: 
Caracteristica este reprezentată în figura 7.25, 5, în care: 


Rut Rs Ris + Re 
w е1; Ma е з ез 
Е; E 

R 

tg a. ; = : ы 

КЫ ЖАЗДЫ О" УЗ RTE 

unde: 
RR 1 1 AES 


74. CIRCUITE NELINEARE ÍN REGIM PERIODIC PERMANENT 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 7.26. Pentru o bobină cu miez de fier s-au ridicat experimental 
curbele de histerezis Ф = f(1). La bornele acestei bobine se aplică o tensiune 
sinusoidală avînd valoarea efectivă de 90 V și frecvența de 50 Hz. 

Să se determine curba de variații în timp a intensității curentului din 
bobină. Se vor neglija rezistența înfășurării și pierderile prin curenți turbio- 
nari. 


Rezolvare: 
Aplicind legea inducției electromagnetice în lungul bobinei, se obține: 


u, = 39 = U, |Z cos at 
dt 
de unde 


d ВЕР 


sin o£ = 0,4 sin ot. (Wb) 


Din familia de curbe de histerezis se alege сеа care corespunde unei valori 
maxime de 0,4 Wb a fluxului magnetic. Determinarea curentului se poate 
face grafic ca în figura 7.26. 


Problema nr. 7.27. Un circuit cu ferorezonanţă este compus dintr-o bobină 
cu miez de fier si un condensator, legate în derivație și alimentate de la o sursă 
de curent alternativ. 

Se cunoaște caracteristica U = f(1,) care leagă valorile efective ale curentu- 
lui în bobină si tensiunii la bornele sale, caracteristică reprezentată in fi- 
gura 7.27. 

Să se traseze caracteristica U = f(7) a întregului circuit. 

Se vor neglija rezistența bobinei și armonicele curentului. Se dă C = 64 uF; 
f= 50 Hz. 
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Rezolvare,: 


Considerînd numai fundamentala curentului, curenţii din bobină și con- 
densator vor fi în opoziție de fază, încît curentul total va fi egal cu diferența 
lor. Valoarea sa efectivă va fi: 


I=,- Iel 
Trasind pe aceeași diagramă curba U = f(I;) si dreapta U = f(1;) = ze 
o 

caracteristica cerută se obţine grafic scázind abscisele corespunzătoare acele- 
iaşi ordonate. 

Se observă că pentru o tensiune de 82 V curentul absorbit de circuit este 
nul, motiv pentru care circuitul se numește circuit cu ferorezonanfá. 

Problema nr. 7.28. Bobina si condensatorul din problema precedentă se 
leagă in serie si se alimentează de la o sursă de curent alternativ. 

Să se traseze caracteristica U = f(I) a circuitului. Se vor neglija rezistența 
bobinei şi armonicele curentului. 
Rezolvare : 

Tensiunile la bornele bobinei și condensatorului sînt în opoziție de fază. 
Tensiunea la borne are deci valoarea efectivă: 

U, —|U, — Uc|, 

care se obține grafic scázind ordonatele curbelor U, = f(I) și Uo = 
= I corespunzătoare aceleiași valori a curentului. 

o 


La ointensitate a curentului de 1,65 A se obține fenomenul de ferorezonanfá. 


d 


LT DIS 
ud UR 


U, We, Uo 


ЖЛ 


A ort |, 1 
^L 5 NN 
| |! Р 
: ХА 
ГА кх 3 
HAAR 
klej- ! Ir mp] 
à " 24) 777 | | | 
Li al |! 
ы 0 1 4 Д 
& van năană E 
Fig. 7.29 


Problema nr. 7.29. Să se rezolve problema precedentă, în cazul în care 
în circuit se află înseriat și un rezistor cu rezistența R = 20 О (fig. 7.29, a). 


Rezolvare : 

Considerînd numai armonica fundamentală din dezvoltarea în serie Fourier 
a curentului, se poate trasa diagrama circuitului. Se constată că valoarea 
efectivă a tensiunii la borne este dată de relația: B 

U, = (81) + (UL — Uo} 
$i se poate obține pe cale grafică. 

În figura 7.29, b, pentru a simplifica construcțiile grafice, s-a modificat scara 
curenților astfel încît tensiunile U, si О, din ordonată și Up = RI de pe 
axa absciselor să fie reprezentate la aceeași scară. În acest mod, ipotenuza 
OA a triunghiului dreptunghic OAB definit de o valoare oarecare a intensi- 
táfii curentului electric va reprezenta chiar tensiunea la borne corespunză- 
toare. Se obţine caracteristica reprezentată în figura 7.29, b. 

Se constată și aici existența unui minim al tensiunii la borne, diferit însă 
de zero. Dacă rezistenţa are o valoare suficient de mare, caracteristica devine 
monoton crescătoare. 


Problema nr. 7.30. În figura 7.30, a este reprezentată schema unui stabiliza- 
tor de tensiune cu ferorezonanfá. Circuitul cu ferorezonantá LC este compus 
dintr-un condensator С și o bobină cu miez de fier a cărei caracteristică „= 
= {(I,) e dată în figura 7.30, c. 

În serie cu acest circuit e conectată o bobină lineară cu inductivitatea Z,, 
cuplată magnetic cu o bobină L, aflată în circuitul secundar al stabili- 
zatorului. 
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Să se determine relaţia dintre tensiunea la ieşire U, şi cea de la intrarea stabili- 
zatorului, U,, la funcţionarea în gol. 

Se vor neglija armonicele superioare si pierderile. 

Se dau: C = 8 uF, L, = 95 mH, L,, = 64 mH, f= 50 Hz. 


Rezolvare : 
Considerind numai fundamentala curentului, se poate trasa 'diagrama cir- 
cuitului. 
Se pot scrie ecuatiile: 
U—U,--U'-—jeL, + U' 
U:=U'— 0, = 


shti 0'= 1-1, 


cu care s-a reprezentat diagrama din figura 7.30, d. 
Se constată că între valorile efective se pot scrie relaţiile: 


U, — U' + 
U, = U > all 
I=I,—Ie 


Construcția caracteristicilor se face în modul următor: avînd dată curba 
U' = f() şi U'- 2.16, se deduce curba U' = (7) scăzind abscisele 


celor două curbe de mai sus corespunzătoare aceleiași valori a tensiunii 
(fig. 7.30, c). 

Adunínd la ordonatele acestei curbe valoarea coL, corespunzătoare acele- 
iași valori a curentului, se obţine curba U, = f(7). Scăzînd pe de altă parte 
valoarea 1, se obține curba U, = f(I). Se poate trasa apoi curba U, = 
= 1(U,) luînd ordonatele celor două curbe corespunzătoare aceleiași valori 
a curentului. S-a considerat numai porțiunea situată la tensiuni superioare 
celei de ferorezonantá (fig. 7.30, d). 

Se constată că pentru valori ale tensiunii U, mai mari decît cca. 150 V, 
tensiunea secundară variază foarte puțin la variaţii relativ mari ale tensiunii 
primare. 

Problema nr. 31. Un redresor ideal are rezistența nulă în sensul direct 
și infinită în sensul invers de trecere a curentului electric. Cu un astfel de redre- 
Sor s-a realizat un circuit pentru redresarea unei singure alternanfe, avînd 
ca sarcină un rezistor R (fig. 7.31, a, b) tensiunca la bornele circuitului este 
de forma: 


= U,V2 sin ex (fig. 7.31, c). 


Sá se determine: 

4. Valoarea medie si valoarea efectivá a curentului; 

b. Valoarea medie si efectivá a tensiunii la bornele Sri 

c. Puterea aparentă absorbită de la rețea, puterea activă disipată în sarcină 
și puterea deformantă ; 
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| 
ug 
d. Indicaţiile aparatelor de măsură din circuit, dacă se presupune cá rezis- 


tenţa internă a voltmetrului este infinită si a ampermetrului nulă, iar apara- 
tele sînt: 


1) magnetoelectrice, 
2) electromagnetice. 
Se dau U, = 120 V, R-1000 


Rezolvare : 


а. Curentul va trece prin circuit numai în timpul alternanfelor pozitive 
ale tensiunii la borne: 


Fig 7.31 


i= 2 VZ sin at 2bnee«Qhrls k-0,12. 


i=0 Qk—1)z&etX2kn k—12. 
Valoarea sa medie va fi: 


A" 
һ=т}, {а= 5З sima, 


iar valoarea efectivă: 


г-на 


ЖА 


d. Uno = RI 2012 547: 
Ur = RI = = 85ү 
ya 


с. Puterea aparentă absorbită de la reţea este: 


Puterea activă disipată în sarcină este: 


й 
Р. = Ul == 72 № 
Puterea deformantă este: 
м2 i ` 
D = ү рр — 7,26 VAD 
вүз 


d. Aparatele magnetoelectrice indică valoarea medie, iar cele electromag- 
netice valoarea efectivă. 


Problema nr. 7.32. Unui circuit compus dintr-un redresor ideal, un conden- 
sator și un ampermetru magnetoelectric de rezistență interioară neglijabilă 
(fig. 7.32, а), i se aplică la borne o tensiune alternativă и,({) reprezentată 
în figura 7.32, b. Să se determine indicatia ampermetrului. 


Rezolvare : 
Ecuația circuitului este: 


1h = tip te = up + fi de 


În perioada cît dioda conduce, tensiunea la bornele sale este nulă. În acest 
timp: 


Ziar mi $us 095 
[^i dt 
Curentul va circula atita vreme ciete >0. 


Ampermetrul indică valoarea sa medie: 


To= fi at po ft au fC Une — (— Una) = 2fCU nas 


h 


Indicația ampermetrului e deci proporțională cu valoarea maximă a tensiunii. 


Problema nr. 7.33. Caracteristica tensiune- 
curent a unei diode cu germaniu este repre- 
zentată în figura 7.33. Cu această diodă se 
realizează un redresor monoalternanță, a 
cărui sarcină este un rezistor R = 1000 О. 

Să se determine valoarea medie a ten- 
siunii redresate, știind că valoarea efectivă 
a tensiunii la borne este U, — 3 V. 


Rezolvare : 


Dioda considerată este echivalentă cu un 
redresor ideal conectat în serie cu un rezis- 
tor avînd rezistența egală cu rezistența di- 
rectă a diodei: 


Ta = tg a = 500 Q 


Intensitatea curentului va fi deci: Fig. 7.33 


i = VZ sin at = 2 1072 VZsin ot; pentru 2Ёт < ot < (2k + 1)x; 
a 
k= 0,1, ... 
i = 0 pentru (2k — 1)r S ot S 2kr EDA 
iar tensiunea la bornele sarcinii: 


R 
R+ra 


ир 


U, |Z sin ot = 22 sin at pentru 227 < et < (2k + Dr; k = 0,1, .. 


ик = 0 pentru (22 — 1) z € ot < 227; В = 11, 


Valoarea sa medie va fi: 


1 (7 в UoV2 100 3y2 
Ure e tn de Ryo. "UR. pe si 09 V. 


Problema nr. 7.34. Un redresor monoalternanjá este compus dintr-un tub 
redresor cu gaz conectat în serie cu o rezistență de sarcină R = 2 000 Q 
(fig. 7.34, a). Știind că tensiunea de aprindere a tubului este 4, = 20 V si că 
pe durata de conductie a redresorului tensiunea la bornele sale rămîne constantă 
О, = 16 V, să se determine: 

a. Valoarea medie și valoarea maximă a intensității curentului electric 
din circuit; 

b. Valoarea medie U,, a tensiunii la bornele sarcinii 

c. Raportul dintre valoarea maximă a tensiunii inverse aplicată redresorului 
și valoarea medie a tensiunii redresate. 

Circuitul este alimentat sub o tensiune alternativă avînd valoarea efectivă 
U,=1kV. 
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B Rezolvare : 


4. Tubul se aprinde în momentul /, 
e (fig. 7.34, b) dat de relația: 


а = U,, adică 1000 VZ sin of, = 
Rezultă: 
of, = 1,41 + 102 rad. 


Tubul se va stinge cînd tensiunea la borne 
scade sub valoarea U, — 16 V, in momen- 
tul 4, dat de relația: 


1000 V2 sin ot, = 16 
de unde: 
ot, = п — 1,13 • 107? rad. 


În timpul perioadei de conductie, inten- 
sitatea curentului va avea valoarea: 
= a = 0,5 VZsin cot — 0,008 [4] 


Valoarea sa medie va fi: 


1 (eT: s 
= Lá (0,5 /2 sin ot — 


j Us. — 0,008) d (a) = 0,221 A 
Valoarea maximă a curentului va fi: 
ы = VE Ur = 1000V2 16. 0,698 A 


b. Uro = КІ, = 2000 · 0,221 —442 V 
с. От = О V2 = 1410 V 
Uimvmaz — 3,18 
Uo 

Problema nr. 7.35. Pentru micșorarea pulsațiilor tensiunii la bornele rezis- 
tenfei de sarcină a unui redresor monoalternanță, se montează în paralel cu 
sarcina un condensator C (fig. 7.35, a). 

Să se determine tensiunea la bornele rezistenței de sarcină, valoarea sa 
medie și să se compare cu cea obținută în absența condensatorului. 

Se dau: 

а = U, |Z sin et, О, = 100 V, f= 50 Hz, 
R=1KQ, С = 32 pF. 

Redresorul se consideră ideal. Se presupune că redresorul se cuplează 

în momentul 7 = 0. 
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Rezolvare : 

În momentul # = 0 se cuplează circuitul la rețea. Redresorul conduce, iar 
tensiunea la bornele sarcinii și ale condensatorului este egală cu cea de ali- 
mentare: 


Up = мс = = U, Z sin ot = 1002 sin 3141. 
Intensitatea curentului este: A 
i= ip + fo 
unde 
în = 2 JZsin ы = 0,1 Z sin 3144 


ie = сїт = C aU, ү cos 314  — 1,01 VZ cos 314 t. 
În momentul /, (fig. 7.35, b) în care curentul se anulează, dioda se blochează. 
Acest moment rezultă deci din relația: 


i= 0= 5 JZ sin ot, + CoU, VZ cos ot,, 
de unde 
tg oh = —oRC 


În cazul de față: ct, = 1,66 rad. 
În continuare, condensatorul începe să se descarce pe rezistența R după 
o lege exponențială. Tensiunea la bornele rezistenţei va fi: 


к^ 0: Pe 
up = (U VZ sin ot) e С = 165 e ю; e > ol 
Acest proces continuă pînă to p 
cînd tensiunea la bornele redre- Ai ir 


sorului devine din nou pozitivă, 
deci pînă cînd: 
My = Ur 
Aceasta are loc în momentul 7 
dat de relația: 
СЯ 
100 VZ sin o£, = 165е 19 
Rezolvind grafic aceastá ecu- 
afie, se obtine: 
€f, = 6,9 rad, 
iar tensiunea în acest moment 
va fi: 
(Unte = 165e-99 = 82 V 


Procesul continuá in alternan- 
fele următoare începînd de la 
această valoare. Tig. 7.35 


Valoarea medie a tensiunii redresate este: 


1 га+т 1 
Um == ug di —— 
торот? т 


1 рв = TA 
= [| 100 |/2 sin a (as) + 165 f e Sata] = игү 
27 6,9 —2n 1,66 
În cazul absenței condensatorului, valoarea medie a tensiunii redresate 
ar fi fost: 


Uy ү? 
т 


Ug, = PP = 44,5 V, 


adică o valoare mult mai mică. 


Problema nr. 7.36. Într-un circuit care conține un rezistor linear R și o 
bobină fără fier cu inductivitatea L legate în serie, se stabileşte între doi 
electrozi un arc electric. Stiind cá la bornele circuitului se aplicá o tensiune 
sinusoidală avînd valoarea efectivă О, = 120 V și frecvența / = 50 Hz, 
să se determine intensitatea curentului electric din circuit. 

Caracteristica tensiune-curent î = f(u,) a arcului electric, pentru frecvențe 
joase, se va aproxima prin segmente de dreaptă, ca în figura 7.36, b. 


Se dau: R— 100, L— 2- H. 
314 


Rezolvare : 
Se alege drept origine a timpului momentul în care se aprinde arcul. În 
acest moment, tensiunea între cei doi electrozi are valoarea U,,, = 85 V. 


e AER co 
——* H 
77 л) 
—— caracteristica reali 
—— caraclenistitaapronimahiei 


ша и а 2 


Fig. 7.3 


Tensiunea la borne se va scrie: 
= = 120VZ sin (3142+ о) 
Unghiul « se determină din condiția: 
т 


la / — 0, 1 = U,,, = 85 V, rezultă: meri 


Începînd de la 2 = 0 în circuit se stabilește un curent electric avînd o com- 
ponentá forjatá si una liberá: 
t n 
zc 3D ЖР -i. LO T. 
i = (sin (ot + «— 9) —е *sin(s— o) 2 (1 — e77) 


unde: 


= arctg 25 = 11°20' 


Se obţine: 
i = 16,6 sin (ot + 18°40') — 2,3 e-5— 3 


o = 314 


În momentul cînd curentul se anulează, arcul electric se stinge, procesul 
reluîndu-se în alternanța următoare. 


Problema nr. 7.37. Un transformator cu miezul realizat din permalloy 
are o înfășurare primară cu N, = 400 spire şi una secundară cu ГА = 1000 
spire. Înfășurarea primară are o rezistenţă R = 100 О, Dimensiunile circui- 
tului magnetic sînt date în figura 7.37, b. 
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La bornele primarului se aplică o tensiune alternativă sinusoidală: 
% = U, l2 sin at; О, = 100 V, f = 50 Hz. 


Să se determine: 
a. Intensitatea curentului electric din primar si valoarea sa efectivă, 


рны electromotoare indusă în secundar, .știind că acesta se află 
în gol. 


Curba de magnetizare a permalloyului se va-aproxima printr-o linie frîntă, 
ca în figură. Se vor neglija pierderile prin curenţi turbionari. 


Cx | 


el 


вт) 


ut 


8,20 


Rezolvare : 
a. Dacă miezul nu este încă saturat, intensitatea curentului din primar 
e nulă. În acest timp: 


4 = m= U, 2 sin of, de unde: 


u/ă 
0, = — 0120 o + С 


Constanta de integrare C se determină considerînd miezul magnetizat 
iniția) în sens negativ; adică la = 0, B = — Bg 
ezultă : 


uri, 


= No 


C = — В,; 
unde S este secțiunea circuitului magnetic. 
Numeric, se obține: 
Ф, = — 1,12- 1074 cos оѓ + 0,32» 107%, în Wb 
În momentul în care miezul transformatorului se saturează, începe să 
circule curent electric în primar. Ecuația circuitului va fi: 
а = Ri, de unde i— 2 VZ sin ot = [зїп 3141, 
deoarece 
ао, 
dt 
Momentul ż, in care se satureazá miezul se determină din relația: 
Ф, = B,S = — 1,12: 10% cos «f, + 0,32- 107% 


= 0. 


rezultînd: 
«f, = 2 rad 
În alternanța următoare procesul reîncepe. Valoarea efectivă a curentului 
este: 
=|/ 2 raona 
Тя үг 4 = 0, 
dO, _ М, 
b. eg = N SU 1, pentru 0«/«/, 
€, = 0, pentru Һ<?< z 
m 
$.a.m.d. 


Problema nr. 7.38. Pentru obtinerea unor impulsuri scurte de tensiune 
se folosește schema reprezentată în figura 7.38. Miezul 7 este executat 
din permalloy, a cărui curbă de magnetizare este dată în figură. Miezul 2 
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8/7) este confecționat din tablă de 

(2) (t id oţel electrotehnic si e prevá- 

zut cu un íntrefier suficient 

de mare pentru ca píná la sa- 

Ne a turarea miezului 7 practic în- 

tregul flux magnetic să se în- 
chidă prin acesta. 

La bornele înfășurării N, se 

aplică o tensiune alternativă: 


u, = U, Z sin ot. 


Neglijînd pierderile în cupru 
şi în miezul feromagnetic, să 
se determine tensiunea elec- 
tromotoare indusă în înfășu- 
rarea secundară. 

Se dau: N, = 500 spire, 
N, = 800 spire, U, = 120 V, 
/ = 50 Hz, secțiunea miezuri- 
lor magnetice S = 2 cm?, 


Rezolvare : 
Ecuația circuitului primar se 
poate scrie: 


d 
= 2 (© + Фа), 
de unde: 

Фл + Фу = Ф, COS ut; 

Ub 
LAAN, 

Op si Op fiind valorile instan- 
Fig. 7.38 tanee ale fluxurilor fasciculare 
prin cele două miezuri. 

А timp cît fluxul total este mai mare decit cel corespunzător miezului 7 
saturat (0, + 0 > B,S), fluxul prin acesta rămîne constant 0, = B,S. 
În tot acest interval de timp, tensiunea electromotoare indusă în secundar 
este nulă. 

Din momentul і, cînd fluxul total scade sub valoarea B, S, conform celor 


de mai sus se va considera că întreg fluxul magnetic se închide prin mie- 
zul 7, десі ®,, = 0, iar 


Фл = Ф cos at; ot « o &« x — ol, 
Momentul /, se determină din condiţia: 
Ф, cos of, = B,S 


Ф, mas = 


de unde 
cat, = 819307 
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În înfășurarea secundară se va induce în acest timp tensiunea electro- 


motoare: 
39^ — 270 sin ct 
dt 


e = №, 
Durata impulsului de tensiune va fi: 
м= 2 G E a.) — 0,945 mS 
o t2 


Problema nr. 7.39. În figura 7.39, a este reprezentată schema unui ampli- 
ficator magnetic. Tensiunea de comandă +, și tensiunea de alimentare 4 a 
circuitului de utilizare sînt în fază. Prin variația tensiunii de comandă se 
modifică valoarea curentului i din circuitul de utilizare. Să se determine 
caracteristica 7 = f(U,) а amplificatorului. 

Se dau: 

— U = 100 V, f = 50 Hz; 

— secțiunea circuitului magnetic S = 10 cm?; 

— N, = 300 spire; N; = 30 spire; 

— В = 100 0, 

Curba де magnetizare а miezului, confecționat din permalloy, se aproxi- 
mează printr-o linie frîntă, ca în figură. Se neglijează pierderile prin curenți 
turbionari, Diodele se consideră ideale. 

Rezolvare : 
În prima alternanță, dioda D, conduce, iar D, e blocată. 
Ecuația circuitului de comandă este: 


„= Dni U, VZ sin ot 


dt 
de unde: 
v. ya 
Ф, = — posi et 4- C 
Pentru determinarea constantei C, se presupune cá în momentul inițial 
miezul era magnetizat în sens negativ pînă la saturație (B = — B,). Rezultă: 
с= 0:02 Bs 
No ^ 
de unde: 
LA EI о. 
Ф, = — Mo CS MARET B,S 


Parametrii circuitului sint astfel aleși încît valoarea maximă a fluxului 
să fie insuficientă pentru a magnetiza miezul în sens pozitiv pînă la saturație. 
Pentru aceasta, din condiţia: 


U.Y2 1 Ue Y2 __2U.V2 
Ormas = Aa Nro BS = wa — В,5 < В,5, 


539 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


| 
ШЕЛГЕ ЛЕ ЖЕ 
€ 


Fig. 7.39 
rezultă că tensiunea de comandă este limitată superior la valoarea: 
РА. ps= 
U, = Yi В,5 = 66V 


În tot timpul primei alternanfe, curentul din circuitul de utilizare este пш. 

În alternanța următoare, se blochează dioda D,. Miezul magnetic nefiind 
saturat, curentul de magnetizare va fi nul, încît în continuare $ = 0. 

Fluxul magnetic va varia după legea: 


м, = u= ШЇ? sin of, 


Constanta C, se determină din condiţia (la at = m): 


20.02 
Nue Без, 


9,— 0,,,, = 
de unde: 
c,-25 LU BS 


Mo No 
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încît: 


9, -RE cos ar + Se — ur B,S 


А? No 
În momentul 4, miezul ajunge din nou în starea inițială (magnetizat in 
sens negativ pînă la saturație): 
Ф, = — B,S, 
de unde: 
cos af, = 2 Ve 1 
NOU 


Din acest moment, în circuitul de utilizare apare un curent electric, iar 
fluxul magnetic rămîne constant Ф, = — B,S. 
a SUMA S. 
i= =R sin ot 
Da «t = 27. procesul reîncepe. 
aloarea efectivă a curentului + este: 


MNT E (22); sin? of di = mfi- ct pih э ом s] 


Rezultatele calculelor numerice sint date ín tabelul 7.39, dupá care s-a 
trasat și caracteristica Up = f(U,) din figura 7.39, c. 

Se observă cá o variație mică a tensiunii de comandă provoacă o variație 
mult mai mare a tensiunii Up la bornele rezistenței de sarcină. 


Tabelul 7.39 


Problema nr. 7.40. Unui circuit format prin legarea în serie a unei diode 
$i a unui rezistor R i se aplică o tensiune la borne: 
а = Upo + О, sin ot. 


Să se determine intensitatea curentului din circuit, cunoscînd caracteristica 
tensiune-curent 4, = f(i) a diodei, reprezentată în figura 7.40. Se vor neglija 
armonicele de ordin superior. 

Valori numerice: R = 2 500 О, U,, = 250 V, Usm = 10 V. 
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Solufie : 

Se determină întîi punctul mediu de funcționare Pa. Aplicînd metoda 
liniarizării, se înlocuiește caracteristica reală a diodei cu tangenta sa în punctul 
mediu de funcționare. Schema echivalentă va fi compusă dintr-o sursă cu 
tensiunea electromotoare E, și cu rezistor cu rezistența egală cu rezistența 
dinamică a tubului, 


AU! 
В,= В, = ТЫР) P, 
În cazul de faţă: E, = 50 У, R, = 4 400 О. 
Aplicînd teorema а doua a lui Kirchhoff în circuitul echivalent, se obține: 
„= EI 4 (R,+ Ri 


de unde: 
Us — Еу 250 + 10 sin ot — 50 _ 
RERO 6,9. 10: 
= 39 10sin L 59. 1073. 1,45- 10? sin ot (А) 


6,910? 
Problema nr. 7.41. Într-unul din braţele punţii din figura 7.41 se află un 
rezistor nelinear din tirit, a cárui caracteristicá tensiune-curent este datá 
de relația: 
ш, = kit, unde К = 100, а = 0,2 (V, A) 


iar în celelalte braţe trei rezistoare lineare R, = 100 О, R, si Rs. 
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Puntea este alimentată de la о sursă de curent continuu cu tensiunea 
electromotoare E = 100 V conectată în serie cu o sursă de curent alter- 
nativ avînd tensiunea electromotoare de amplitudine mică. 

Să se determine raportul R,/R, pentru care puntea este echilibrată, dacă 
echilibrarea se face după indicaţiile: 


a) unui galvanometru magnetoelectric, 


b) unui osciloscop catodic sensibil numai la componenta alternativă a 
semnalului. 

Impedanţele interne ale aparatelor de măsură se presupun infinite în ambele 
cazuri. 

Solujie : 

Ramura superioară si cea inferioară a punţii sînt independente. Se poate 
deci determina punctul static de funcționare pe caracteristica tensiune-curent 
a rezistorului din tirit, trasată după expresia sa analitică. 

Se obţine: 


PU, = 77 V; Iro = 0,23 A) 


a. Aparatul magnetoelectric măsoară valoarea medie. Echilibrarea va fi 
realizată atunci cînd: 


Rs _ Е, 
2-2, 
В, R 


unde R; = E este rezistența statică a rezistorului din tirit în punctul P,. 


To 
Se obține: 


b. Condiţia de echilibru se deduce scriind ecuaţiile lui Kirchhoff pentru 
abateri mici în jurul punctului static de funcționare. Se va obține: 


R; fiind rezistența dinamică: 


R = 
Rezultă: 


Problema nr. 7.42. Schema celui mai simplu amplificator cu triodá este 
reprezentată în figura 7.42, а. Semnalul care trebuie amplificat, notat cu 
Au, este aplicat grilei tubului, în al cărei circuit se mai găsește o sursă de 
curent continuu cu tensiunea electromotoare E,. În circuitul anodic se află 
de asemenea o sursă de curent continuu E, și rezistorul de sarcină R. Cunoscînd 
caracteristicile 1, = f(u,, 4,) care determină valoarea curentului anodic 
al tubului în funcţie de tensiunea anodică и, si de tensiunea de grilă u, să 
se determine: 

a. Intensitatea 7, a curentului anodic. 

b. Tensiunea la bornele rezistorului de sarcină, 

с. Coeficientul de amplificare în tensiune al montajului. Se dau: R= 
= 20 k Q, E, = 250 V, E, = 2,5 V; и, = 0,2 sin ot. 


Solufie : 

Se aplică metoda linearizării caracteristicilor pentru abateri mici faţă 
de punctul mediu de funcționare. 

Pentru determinarea acestui punct, se trasează pe diagrama (ї,, и) dreapta 
de sarcină, care trece prin punctele (E,, 0) şi (o, 2). La intersecţia acestei 


drepte cu caracteristica corespunzătoare componentei continue a tensiunii 
de grilă (în cazul de faţă, — 2,5 V) se va afla punctul mediu de funcționare Pg. 


În absența semnalului, regimul de funcționare al tubului va fi deci: 
Ij = 3,5 mA 
U,, = 10V. 


Se presupune cá se aplică semnalul Au,. Variația curentului anodic, știind 
că el depinde de tensiunea anodică и, si de cea de grilă 4, va fi: 


Ја + (22) А, 


ди, 


‚ _ [ dia 
m ( диа 


unde derivatele sînt luate în punctul mediu de funcționare. 


Folosind notatiile: 
zi (acei Sl) 
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în care R, se numește rezistența internă, iar S — panta tubului, relația de 
mai sus devine: 


âi, = RH Au, + SAu, 
Re 


Au, = R, Ai, — SRA,u, = R/Ai, — p Аи, 


unde р = SR, se numește factor de amplificare al tubului. 


Pe de altă parte, din teorema a doua a lui Kirchhoff aplicată circuitului 
anodic, se scrie: 


DES Rai, = Е, 


545 


Rezultă: 
Au + R Ai, =0 


Din relaţiile (1) şi (2) se deduce: 
udu, = (R + R) Ai, 


Această relație poate fi reprezentată printr-o schemă echivalentă (fig. 7.42, b) 
În cazul de faţă: 


+=) Pe FA SST — 6.1055; Б, = 16,6: 10! 
A " » , 


диа) "g T (Апа), 50 
s= [56 ^: e) —2,6: 10% 
9ug]u, T V Aug Jug 
и = SR, = 43,3 . 


Аб, miie oa 193023mo8 0237. 103 sine 
В+ В; (20 + 16,6) 103 


Intensitatea curentului anodic va fi: 
în = 1 + Ai, = 5,5 + 0,237 sin ot (m А) 
Tensiunea la bornele rezistorului de sarcină este: 
иҗ = Ri, = 70 + 4,74 sin at (V) 
Coeficientul de amplificare în tensiune al montajului este: 


Б ъа LN T] 
Au; — 02 


Problema nr. 7.43. În figura 7.43, a este reprezentată schema unui ampli- 
ficator de joasă frecvenţă cu un tranzistor, în montajul cu „emitor comun“, 
La bornele de intrare se aplică un semnal sinusoidal Au; = AU, sin eX, 

Sursele de curent continuu Ep și Eç au rolul de a stabili punctul mediu 
de funcționare. Cunoscind fal le de caracteristici statice: 


în = în (Ивв, Ис) 
їо = io(ttoz, în) 
ale tranzistorului, să se determine: 
a. Intensitatea curentului de bază 1 si a celui de colector iç. 
b. Tensiunea иһ la bornele sarcinii, 


c. Coeficienţii de amplificare în curent, tensiune şi putere ai amplificatorului. 
Se dau: Е, = 0,16 V; Ep — 5V; Е = 2. КО; О, = 20 mV., 


Solufie : 
Se aplică metoda linearizării caracteristicilor în jurul punctului mediu 
de funcţionare. 
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Fig. 7.43 
Tensiunile dintre bază si emitor Upp, respectiv colector si emitor wc, se 
pot exprima în funcție de curenţii de bază si colector: 
Ung = Uss(îp, їс) 
tcg = Исв(їв, ic) 


De aici se poate deduce: 
А ди ғ ; " 
Див = (e FR 45 Ais *( c). Ме = Ry Ais + Risc = Au, 


Augg = Cs ),^ is + Ea ) Ме = Е.А + Rato 
unde 
ae mE) 


пат (os) Вв} Ram (e), 


Ecuațiile (1) se pot reprezenta printr-un cuadripol activ, care va fi deci 
schema echivalentă a tranzistorului la frecvențe joase şi semnal mic 
(fig. 7.43, b). 

Elementele acestui cuadripol sînt date de relațiile: 


Ru = Rs + Rg; Ra=— Rs; Ra= —Ro— Е; Ru= Е + Е, 


Pe de altă parte, teorema a doua a lui Kirchhoff în circuitul colector-emitor 
se scrie: 
Ri, — ugg = Ec 
sau, diferenţiind: 
RAig — Augg = 0; Ано, = КАЛ 
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Înlocuind în ecuațiile (1) se obține: 


În cazul de față punctul mediu de funcționare se determină astfel: în 
absența semnalului, tensiunea dintre bază și emitor are valoarea: 


"ggo— — Eg = —5V 


De pe caracteristica ip (ung, wc5), observind că tensiunea dintre colector 
și emitor are o mică influență asupra curentului din bază, se determină valoarea 
medie a acestuia. 


Im = —25-10*A 


Trasind în planul (ic, Ucz) dreapta de sarcină, determinată de punctele 
(— Ec, 0) şi (o, =) , se determină punctul m, aflat la intersecția acesteia 
cu caracteristica corespunzătoare valorii ij = — 25 ҺА. Se obţin valorile: 


Ice = 2,55 mA 
Ооо = — 48V 


În jurul acestor două puncte (mg și э) se vor determina parametrii Ry, 
aproximînd caracteristica reală prin tangenta sa în punctul respectiv. EA 
obtin 


ROS а) —1—185 — (2 1651-1002 _ ‚| 
Мв Jig [—30—(—20)]-10-* 
AUsg 
= х0 
s [же ), 
Ra = (3) LEAN n aA А 
Мв Jie [— 20 — (— 30)] -10 


Înlocuind aceste valori, precum și valoarea semnalului sw, în relaţiile (3) 
rezultă : 8 
Aip = 10: 10% sin ct 


Аі, = — 0,53- 10° sin cot 
Aug = RAig = — 1,06 sin ot 
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Coeficientii de amplificare vor fi: 


— în tensiune: 
ȚAR | 105. 53 
Au, | 002 
— în curent: 
b Мс} 053.10? — 53 
Мв 10 
în putere: 


k, = hu +, = 2809 


Aceleași rezultate se pot obţine și pe cale grafică, după cum se poate con- 
stata urmărind construcţiile din figura 7.43, c, 


Problema nr. 7.44. Un redresor debiteazá un curent continuu Г, = 1 A. 
Pentru micșorarea componentei alternative a curentului, în circuit se intro- 
duce o bobină cu miez de fier cu N = 1 000 spire, dimensiunile circuitului 
magnetic fiind cele indicate în figura 7.44, а. Să se determine intrefierul 
optim, adică acela pentru care bobina are reactanfa maximă. Se dau curbele 
B = B(H) si trev = (Н) tre, fiind permeabilitatea magnetică reversibilă 
(fig. 7.44, ў Se consideră că amplitudinea componentei alternative а cu- 
rentului este mică. 


Solujie : 

Reactanja bobinei faţă de com- 
ponenta alternativá a curentului 
este: 

X == 


unde L, este inductivitatea rever- 
sibilá a bobinei: 


IN? 
„= ai 5—8 
HopresS 5 
2 958. 1 
[А uera t; 
ma 


unde „= 0,20 m este lungimea porțiunii cuprinsă în miez a circuitului 
magnetic și S = 2 cm? = 2- 104 m? este secțiunea miezului. 
Maximul reactanfei se va obține deci cînd funcția 
1 23 
f(3)2——-— 
(2) rev + lre 
va avea valoarea minimá. 
Determinarea întrefierului optim se poate face prin calcul sau grafic. 
Ín primul caz, din legea circuitului magnetic se deduce: 
28— IN — Hye: lfe =. IN — Нре • lFe 
Ha ha B 
Din diverse valori ale inducției magnetice, se obţin valorile corespunzá- 
toare ale intensității ctmpului magnetic, deci ale lui p,» ale lui 3 și în conse- 
cinfá valorile funcţiei f(8) (fig. 7.44, c). 
Rezultatele sint date în tabelul 7.44. 


Tabelul 7.44 
B(T) 0,4 0,6 0,8 0,9 1 
H(Alm) 100 150 250 337 400 
Vier 29.10 23.10 Tk 1% |0,6. 105 0,3+103 
28(m) 31-1073 2.103 15.103 13.1073 1,05. 1033 
HEC 15,84 + 1073 | 10,44. 10? | 8,52. 107? 8,6 -10> 8,58 . 1073 
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Trasînd curba f(3) se determină valoarea opumá a lui 23,,, = 1,3 mm; 
$,,, = 0,65 mm. 
Inductivitatea reversibilá este, in acest caz: 


Leo mas = 054H 


5 Rm 28 

Intersecţia acesteia cu caracteristica .aiezului definește punctul de func;io- 
nare, rezultind valoarea lui џ,,,, cu care se fac mai departe calculele 
(fig. 7.44, d). 

Problema nr. 7.45. Curba de magnetizare a unui material feromagnetic 
(tablă de oţel electrotehnic) este reprezentată în figura 7.45. Să se stabilească 
o expresie analitică de aproximare, suficient de bună, a acestei curbe. 
Rezolvare : 

Soluţia întii : 
Se caută să se aproximeze curba de magnetizare printr-o relație de forma : 
H = a sh (bB) 

Coeficienții a si b se determină punînd condiția ca curba aproximativă să 

treacă prin două puncte A, și B, ale celei reale: 

A [E =210 Ат р | H—200 Аја 
1 1 
B=1T B=15T 

Rezultă : 

adică 

Н = 10 sh (4B) 
Tabelul 7.45 


B| T | 0,5| 08| 1| 11| 12| 13| 14 | 15 | 1,6 | 18 2 21 22 
н | Alm | 36,2 [122,4 | 270 [407,2] 607 | 906 |1350 2020 |so0o 6 700 |14 900 |22 200 |31 600| 
Se observă cá pentru В < 2,3 T aproximatia este satisfăcătoare. 


Abaterile sînt relativ mari în domeniul cîmpurilor slabe, unde curba de 
magnetizare reală are concavitatea în sus. 


Soluția a doua: 
Se caută o relație de forma: 
H = aB + bB5 
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Se impune condiția corespondenţei a două puncte, de exemplu: 
Н = 60 Аш Н = 2 000 Ат 
А; Ba 
B—05T B=15T 
Rezolvind aproximativ sistemul de ecuații pentru a si }, se obține: 
а= 65; = 270 1 
Problema nr. 7.46. O bobină cu miez feromagnetic de secțiune S = 3 cm? 
Si lungime medie / = 20 cm, аге N = 1000 spire. Aproximind curba de 
magnetizare a miezului prin relația: 
Н = 10 sh (4B) (A/m, T) 
să se determine intensitatea curentului electric din înfășurarea bobinei, dacă 
la bornele sale se aplică o tensiune sinusoidală avînd valoarea efectivă U, = 


= 100 V și frecvența f = 50 Hz. 
Se vor neglija rezistența înfășurării și pierderile în fier. 


Rezolvare : 
Aplicînd legea inducției electromagnetice, rezultă; 


Li 


= NAD NSt 
dt dt 


Fie u= 0, [2 cos ox. 
Rezultă: 


B = ы? sin a = 1,5sin at (Wb) 


Din legea circuitului magnetic теш: 


ва 8 iH = 10sh (41,5 sin ы) = 


= 2 102 sh (6 sin e) 
Folosind dezvoltarea. în serie: 
y = sh (b sin х) = 21,(b) sin x — 
— 21,()) sin 3 + 21,(0) sin 5... 


în care 1,(0) sînt funcţiile Bessel, mo- 
dificate de ‘speța întîi de ordinul я, 
se obține: 


i= 4+ 107 (6) sin at — 

+ -— 4* 10° I(6) sin Зө + 
+4: 10 7I, (6) sin 5ю4=—=0,174 VZ sin ot— 
Fig. 7.46 — 0,084 /2 sin 34 + 0,0222 sin 5a... 


554 


Se observă că curentul conține numai armonici impare, ceea ce era de aștep- 
tat, avînd în vedere simetria caracteristicii de magnetizare în raport cu ori- 
ginea. 

Acest fapt se poate observa și grafic (fig. 7.46). 


Problema nr. 7.47. Un condensator cu capacitatea C = 2,8 uF și o bobină 
cu miezul din tole de oțel sînt legate în paralel si alimentate de la o sursă 
de tensiune alternativă cu frecvența f = 50 Hz. Bobina are N = 1 000 spire, 
secțiunea miezului este S = 2 cm?, iar lungimea sa / = 20 cm; curba de mag- 
netizare se aproximează prin relația: 


Н = 10 (4 В) (Аја, T). 


Să se determine valoarea efectivă а intensității curentului absorbit de la 
sursă, în funcţie de valoarea efectivă a tensiunii la borne. Se vor neglija pier- 
derile în fier şi rezistența înfășurării bobinei. 

Calculele se vor face în două aproximatii: 
i 4) considerind numai armonica fundamentalá 
м a curentului; 
te E b) considerînd numai armonica fundamentală și 
Ub с | armonica а 3-a а curentului, 
Rezolvare : 
Tensiunea la borne are expresia: 


a th = U, V2 sin at 


10м) 


Aplicînd legea inducției electromagnetice: 
KA 


ENDE 


= №58. 
dt 
rezultă: 


= — В, соѕ ot; Ba = 


Din legea circuitului magnetic se obține intensitatea curentului din bobină: 


i == -4 10 sh (4 B, cos ot) 


Folosind dezvoltarea în serie: 
sh (b cos х) = 21,(b) cos x + 21,(0) cos 3x 4... 
se obține: 
„= — (4 Bm) cos at — LB.) cos Зої... 

Intensitatea curentului din condensator este: 

1, = eCU, VZ cos wt 
Curentul total rezultá: 

Decr des [scu v2- 2 L,(4B,) ] cos ot — 2017,(48,) cos 3ш. 


Valoarea sa efectivă va fi în cele două situații: 
1 5 2 
a) „= үз | C02 – щав„)| 


b) 14 =V T} + Ra 


unde 
1; = vs E L(4B,) 
Efectuind calculele se obțin valorile (tabelul 7.47): 
2) Tabelul 7.47 
ому) 10 2 30 40 | 50 60 70 
I (m A) 7,03 13,8 18 16,3 | ET 46,5 152 
b) 
UaV) 10 20 30 40 | 50 60 70 
I' (m A) 7,03 13,9 18,1 122 | 16,8 64 184 


Problema nr. 7.48. Bobina din problema pre- (Jav L 
cedentă este legată în serie cu un rezistor avînd 
rezistența R= 100 şi cu un condensator avind ca- (o 
pacitatea C = 100 F (fig. 7.48). Întregul circuit 
este alimentat de la o sursă de tensiune sinuso- а 
idală cu frecvența / = 50 Hz. Să se determine Fig. 7.18 
caracteristica 7 = f(U,) a circuitului. 

Se va considera că fluxul magnetic din bobină variază sinusoidal. Se vor 
neglija armonicele curentului. 


Rezolvare : 
Ecuația circuitului este următoarea: 
Ri + £x idi NS U, V2. sin (ot + 9) 


Se considerá 
O, = Om Sin ot; В = В, зіп ot; Ф,„ = BS 
Din legea circuitului magnetic rezultă: 


Hi 100 


i =i sh (4B,) 


Armonica fundamentală a curentului are, utilizind dezvoltarea in serie 
de la problema 7.46, expresia: 


i= 11,48.) sin cot 
Înlocuind în ecuația circuitului, se, obţine: 
1 20 


RE! I,(4B,) sin o + | NoSB, — + A щав„)) cos ot — 


= U,V? sin (ot + 9) 
VI) 


de unde: 
| Vosa, =5 = Edi LE.) -|r F нев] =20} 
Numeric: 
(62,88, — 1,271,(4В„)] + [0,41, (4B,)]? = 2U 


Dind lui B,, diverse valori, se obţin valorile corespunzătoare ale tensiunii 
la borne si ale curentului: 


Tabelul 7.48 


Bga(T) 0,4 0,6 1 12 14 15 1,6 1,7 1,8 2 
оу) 16,7 | 24,5 | 35,8 | 35,7 | 26,8 | 20,6 | 25,6 56 102 335 
1(тА) 2,97| 6,3 | 26,8 | 55,5 


Problema nr. 7.49, Se numesc circuite bistabile circuitele care pot funcţiona 
stabil în două stări distincte. Un astfel de circuit este reprezentat în 
figura 7.49, a. Un generator de curent debitează un curent alternativ: 


i= Icosul, f= 100 Hz 


într-un circuit compus din două ramuri identice legate în paralel, fiecare 
ramură conținînd un condensator C şi o bobină cu miez de fier. Caracteristica 
de magnetizare a bobinelor se poate aproxima prin relația 


î=a0+30 (А, Wb) 
220-107; ъ= 4-10? 


Să se determine: 

a. Capacitatea condensatorului C şi valoarea maximă / a curentului debi- 
tat de generator, astfel încît în fiecare din cele două poziţii stabile una dintre 
tensiunile U, sau U, să fie nulă. 

b. Valoarea acestora atunci cînd circuitul respectiv conduce. 

Valoarea maximă admisibilă a inducției magnetice este Bmaz = 1 T, iar 
bobinele au cîte N = 1 000 spire. 

Se vor neglija pierderile în fier, rezistentele bobinelor si armonicele superi- 
oare armonicei a treia. 

Rezolvare : 
a. Aplicind teoremele lui Kirchhoff, se obține: 


i=} += Isinot 


Fig. 7.49 


Fie: 
Ф, = А cos ot 
Ф, = B cos ot 
Înlocuind, se obțin relațiile: 
I cos wt = аА cos ot + 542 cos? wt + aB cos et + bB? - соѕ?оѓ 
Dar 


cos? ot = È cos at +... 


Neglijind armonicele de ordin 3 și mai mare, rezultă: I = a(4 + B) + 
(Аз 4- Вз), 
Din а doua teoremă а lui Kirchhoff se obține în același mod relația: 


а B[(2«) + 2 amr АВ + 85] = o 


Relaţiile (1) și (2) trebuie să fie satisfăcute simultan, 

Reprezentînd într-un sistem de coordonate (4, B) curbele definite de aceste 
relaţii, se constată existența a trei puncte de funcționare, notate cu P,, Р„ P, 
(v. fig. 7.49, б). 

Dintre acestea, numai P, si P, sînt stabile, P, fiind un punct instabil. 
Într-adevăr, presupunind circuitul aflat în starea D, fluxurile prin cele două 
bobine sînt egale (A = B). Dacă dintr-o cauză oarecare, fluxul printr-una 
din bobine, de exemplu prima, scade, va scădea în mod corespunzător și 
curentul din acea bobină. Curentul debitat de generator fiind însă constant, 
curentul, deci și fluxul prin a doua bobină vor crește, pînă cînd circuitul 
ajunge în starea P, și P,. 


În cazul de față, prin condiţia de la punctul a, punctele P, si P, trebuie să 
se afle chiar pe axele de coordonate (unul din circuite nu conduce, deci și 
fluxul respectiv e nul). 

Fluxul prin celălalt circuit poate fi ales la limita maximă admisibilà : 


Oas = 42 — В, = B,NS = 101; 44 — В, = 0 


Înlocuind în (1), se obține: 


= 52. 10%А 
Din (2) se obține: 
C = 0,8 ШЕ 
b. Condiţia de mai sus fiind îndeplinită, curentul debitat de sursă va trece 


numai prin ramura aflată în stare de conductie. În această situaţie, tensiunea 
la bornele condensatorului respectiv va avea valoarea efectivă: 


U= = 63,5 V. 


Rezultă că sistemul are două stări stabile, în fiecare din ele tensiunea la 
bornele unuia din condensatoare fiind de 63,5 V, iar la bornele celuilalt, nulă. 


Problema nr. 7.50. Pe un miez realizat din tole de oţel electrotehnic avînd 
secţiunea 5 = 2 cm? și lungimea medie a circuitului magnetic / = 20 cm, 
se găsesc două înfășurări. Una din ele, cu № = 1 000 spire, este alimentată 
sub o tensiune la borne sinusoidală cu frecvența f = 50 Hz, iar cealaltă, 
denumită „înfășurare de comandă“, cu №, = 10 000 spire, este parcursă de un 
curent continuu Г, (fig. 7.50, a). Modificîndu-se valoarea curentului din 
înfășurarea de comandă, se pot realiza schimbări ale valorii curentului din 
cealaltă înfășurare. 

Să se determine caracteristica 7 = f(U,), pentru diferite valori ale curentu- 
lui de comandă cuprinse între 0 și 50 mA. 

Se vor neglija rezistența înfășurării de curent alternativ, pierderile în fier, 
tensiunea electromotoare alternativă indusă în înfășurarea de comandă și 
armonicile de ordin superior lui 3. 

Curba de magnetizare a oțelului electrotehnic se aproximează prin relația: 


Н = ash (b B); а= 10; b= 4 (Ajm, T), 
Rezolvare : ` 


Inducția magnetică din miez are o 
componentă continuă și una sinusoidală : 


В = By4- Basin ot 


Solenatia magnetizantă rezultă din 
« expresia: 


6 = HI = al sh (bB, + 5B, sin ut) = 
= al (sh (bB,) ch (BB, sin ot) + 
Fig. 7.30, a + ch (5B,) sh (B, sin ш!)] 


dat SümA 
е ; ^| ) 
í An 
b ZA NS 
WAV [NE 
n T + 
Et | 3 
0 - 24 3 
= ——— 
9 a 1: = 
1 от 02 оз 4€ 05 06 07 00 09 ТА) 
"onm v 5 6 п и Qa 


А Fig. 7.30, b. 


Folosind dezvoltările în serie. б 
sh (a sin x) = 21.(e) sin x — 2I4(a) sin 3x... 
ch (а sin x) £ 1,(«) — 21,(a) cos 2x... 
relatia de mai sus ia forma: 
0 = Ni + Nolo = а 2 sh (BB) I(9B,) + al ch (bB,) 21, (BB, sin tt- 
2- d lsh (bB,) 21, (5B, ) cos 2X — 
— a lch (bB,) 21, (Bn) sin 3e£... 
Identificind termenii avînd aceeași frecvență, se obține: 
М, = а15 (bBo) Io (Bp) 
Ni = 2a Ich (В) 1, (OB) sin ot 
Ni» =з 2a 1 sh (В) ЩФВ„) cos 2t 


Ni) = — 2a Ich (bB,) I, (B,) sin 3X. 
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Valorile efective ale armonicelor curentului din înfășurarea de curent alterna- 
tiv vor fi, după înlocuirea valorilor cunoscute: 


1% = 2,1-103ch (4B) I, (4В,) 
I9 = 2,7107? sh (4B,) I; (4В„) 
I9 = 2,7-10? ch (4B,) 1, (4B,) 
Pe de altá parte: 
NU, 0205-101, 
alle (4Bm) 1 (4Bm) 


Valoarea maximă a componentei alternative a inducției magnetice din 
mies e legată de valoarea efectivă a tensiunii alternative aplicate prin 
relația: 


sh (4B,) = 


U, = 4,44 fNSB,, = 44,4 В, (V,T) 

Determinarea caracteristicilor se face în modul următor: dînd lui B,, și I, 
diverse valori, se determină tensiunea la borne U, și valorile efective ale 
armonicelor curentului Z9, ЛЭ, ГЭ. 

Valoarea efectivă a curentului va fi: 

(ra x Ue Uu 

Rezultatele calculelor sînt date în tabelul 7.50; cu ele s-au trasat curbele 

I = f(U,, Io) din figura 7.50, b. 


Tabelul 7,50, 


Ur | E] Iei0mA 14—25 mA 1—50 mA 


v тА) (тА) I(mA) (тА) 
17,8 2,97 91 227 453 
35,6 16,7 129 334 668 
53,4 60 167 393 785 
71,2 276 322 504 900 
88,8 1270 1280 1350 1570 


Problema nr. 7.51. Cel mai simplu amplificator magnetic este compus 
dintr-un miez feromagnetic pe care se aflá o infásurare de curent alternativ 
şi o infásurare de comandă parcursă de curent continuu. În circuitul de curent 
alternativ se găsește un rezistor de sarcină R. Variind intensitatea curentului 
de comandă, se modifică intensitatea curentului din circuitul de curent alter- 
nativ, deci tensiunea la bornele sarcinii și puterea disipată în aceasta 
(fig. 7.51, a). 

Stiind cá se folosește un miez identic cu cel din prollema precedentă, să se 
determine caracteristicile: L 


1= 1); P, — RI? = {(1,). 
Se dau: R = 100 Q, U, = 50 V. 
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Se vor neglija armonicele 
superioare ale fluxului mag- 
netic, pierderile în fier si 
tensiunea electromotoare al- 
ternativă indusă în înfășu- 
rarea de comandă. 


Soluţie : 

Tensiunea la bornele sar- 
cinii și cea la bornele înfă- 
șurării de curent alternativ 


sînt defazate už, astfel 
încît: 


Ui- UE+ (ЕЈ) 


Curbele U,(1) sînt cunos- 
cute din problema prece- 
dentă. În cele ce urmează, ne 
interesează curbele U,(RI), 
care se obțin din cele de 
mai sus, avind grija să se 
adopte pentru ambele axe 
aceeași scară. 

Trasînd un arc de cerc 
cu centrul în origine si cu 
raza egală cu tensiunea la 
borne, intersecţia sa cu ca- 
racteristica corespunzătoare 
unei anumite valori a curen- 
tului de comandă I, va 
avea ca abscisă chiar ten- 
siunea la bornele sarcinii. 
Aceasta se poate vedea 
ușor, observînd că relația 
(1) reprezintă chiar teore- 
ma lui Pitagora scrisă 
pentru triunghiul ОАВ 
(v. fig. 7.50, b). 


5 
Fig. 7.51 


Folosind acest procedeu, se pot trasa caracteristicile cerute. Se obțin 


curbele din figura 7.51, b. 


Problema nr. 7.52. În schema din figura 7.52, a, C este un condensator 
nelinear a cărui caracteristică g = Ч(и) se poate aproxima prin relația: 


g = aU, — 50% (C, V) 


а = 2,5 · 106 
b= 1,5 • 107° 


Schema este alimentată de la o sursă de curent alternativ cu tensiunea 
la borne: 


u= 0.2 sin at, f = 1 kHz 


$i de la o sursă de curent continuu cu tensiunea electromotoare E. 

Condensatorul C, nu permite sursei de curent continuu să debiteze curent 
în rețeaua de alimentare, iar bobina L avînd o inductivitate mare nu permite 
curentului alternativ sá treacá prin circuitul sursei de curent continuu. 
În aceste condiţii, se va considera că tot curentul absorbit de rețea trece prin 
condensatorul C. 

Variația tensiunii electromotoare E a sursei de curent continuu, e însoțită 
de variaţia valorii efective a curentului absorbit de la rețea. Să se determine 
caracteristica 7 — f(E, U,). Căderea de tensiune în condensatorul C, se con- 
sideră neglijabilă. 

Soluţie: 

Neglijînd căderea de tensiune în C,, tensiunea la bornele condensatoruiui C 
va fi: 

u, = E + U,V2sin at 
De aici: 


q = am ыё = [E БЕЗ — |b (U, Yay] 
+ (2 — Е) U, V2 sin ot + 4 b (U, VÙ? cos 2e 
Intensitatea curentului alternativ va fi: 
i= a = e(U, 2) (a — Е) cos «t — «b (U, V3)? sin 2x 


UT s 
Valoarea sa efectivă va fi: mA «7 


РКК. c cg К 1000 
Iy = oU, [28U; + (а — 2DE) 


Dind lui U, și E diferite valori nu- 
merice, se obține familia de caracteris- 
tici I(U,, E) (v. tabelul 7.52 şi 
fig. 7.52, b). 


& a 5 


Tabelul 7.52 


v, (Y) 
[ux | 20 | “ | 60 | 80 
Е (ү) 
0 о 320 - 103 670 -10 1060-11 1,507 
20 0 240.1073 500 . 10-3 880 1073 1,280 
40 0 180.1073 380 -10 70€ - 107? 1,070 
60 0 110.1073 270.107 570 - 1073 0,930 
80 0 50-107 210.107 490 - 107 0,860 


Problema nr. 7.53. Cu ajutorul unui condensator nelinear se poate realiza un 
amplificator ; cea mai simplă schemă este reprezentată în figura 7.53, a. Știind 
că se folosește condensatorul nelinear din problema precedentă, să se deter- 
mine tensiunea la bornele rezistorului de sarcină R si a puterii disipate în 
acesta în funcţie de tensiunea de comandă E. Se vor neglija armonicele curentu- 
lui și căderea de tensiune în condensatorul C,. Se dau: R = 100 Q; U, = 60 V. 


Solufie : 
Luînd în considerație numai fundamentala curentului, tensiunile la bornele 
sarcinii și ale condensatorului C vor fi decalate cu 2 încât are loc relația: 


Uj = Uk + U? 


Caracteristica U,(E) se deduce printr-o construcție asemănătoare cu cea 
descrisă la problema 7.51. 

Analizînd caracteristica obținută, se 
constată că amplificarea în tensiune: 


Aur 
AE 


h= 


este subunitară în cazul de față, însă 
amplificarea în putere este foarte mare, 
deoarece sursa E practic nu debitează 
putere activă. 


i. s 
Ti. 
wj ^ ( n 
а E 
3 2 L z v ы 60 Ef) 


Fig. 7.53 
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Problema nr. 7.54. În figura 7.54 
este reprezentată schema unui du- 
blor de frecvență, compus din două 
miezuri feromagnetice identice pe 
care se găsesc cîte trei înfășurări. 
Înfășurările primare, cu cîte N, 

Ze  spire, sînt legate în serie și sînt 
alimentate de la un generator de 
curent, care debitează un curent 
sinusoidal: 


E m 2i 


i= Imaz Sin ot. 


Înfășurările secundare, care au 

Fig. 7.54 cîte N, spire, sînt legate în serie, în 

opoziție de fază ; la fel sînt conectate 

și întășurările cu N, spire, parcurse de un curent continuu Jọ. Tensiunea la 

bornele circuitului secundar va conține numai armonice de ordin par, 

cea mai puternică fiind cea de ordinul 2, încît circuitul permite obținerea 
unei tensiuni de pulsatie 2. 

Să se determine valoarea efectivă a acestei tensiuni, știind cá secundarul 
este în gol. Se dau: N, = 150 spire, N, = 500 spire, N, = 200 spire, Imas = 1 A, 
Io = 0,5 A, f = 50 Hz. 

— secțiunea circuitului magnetic, S = 2 cm?, 

— lungimea medie a acestuia, / — 10 cm. 

Curba de magnetizare se aproximeazá prin relatia: 


B = aH — bH? (A[m, T) 
422.103 
b— 0,5. 10° 


Se vor neglija pierderile și tensiunea. electromotoare alternativă indusă în 
înfășurarea de curent continuu. 


Solujie : 
Aplicînd legea circuitului magnetic în lungul fiecăruia din cele două miezuri, 
se obţine: 
Hd = NL, Sin ot — №, 


Hj = NIma sin at + Nolo 
Înlocuind în relația care aproximează curba de magnetizare, se obțin 
valorile inducției magnetice în cele două miezuri: 
B, = [- Nolo (Nola ETE ОА] 
+ му, — A Ta)! — 3- (М) Walo] sin at - 
-s (N Las)? Nolo cos 2ot + ru (Nilmar)? sin 3of 
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b 
"n 


в, = [E ма, — QVI 


3 b 
2 в 


(SL, NUI] + 


b b " 
[Nue m на) — 3 — (Мы) UL sin ot + 
b Р 
+ т (NIma)? Nolo соз 2ot + = ч: ымы sin Зы 


S-au folosit relaţiile: 


1 — cos 2a 
2 


sin? а = 
T 1 à P 
sin: a =-7 (3 sin « — sin 3а) 


Tensiunea electromotoare indusă în secundar va fi, tinind seama de faptul 
că cele două înfășurări sînt legate în opoziție: 


dB, ав, 3 b " 
ta м5[ а 2) =2. E E NSN almas)? Nolo 20 sin 20t 


adică va avea frecvența 2f= 100 Hz. 
Valoarea sa efectivă este: 


LN EU 
Ua = a NS (NIma)? Nolo 20 = 150 V 

Problema nr. 7.55. Cu ajutorul circuitului reprezentat în figura 7.55 se poate 
obține divizarea frecvenței în raportul i adică se obține un curent alterna- 


tiv cu frecvenţa f cînd circuitul este alimentat de la o'sursá de curent alterna- 
tiv cu frecvența 2f. Pe două miezuri identice, avînd dimensiunile din figură, 
se află cîte trei înfășurări. Infágurárile cu N, spire, legate în serie si în același 
sens, sînt alimentate de la un generator de curent care debitează un curent 
sinusoidal cu frecvența 2/ și amplitudinea /,„. Înfășurările cu №, spire, 
legate în serie și de asemenea în același sens, sînt alimentate de la un genera- 
tor de curent continuu. În circuitul obținut prin legarea în serie, însă în sensuri 
opuse, a înfășurărilor cu N, spire, se află un rezistor R și un condensator C. 
În acest circuit se va obține un curent electric de frecvență f. Să se determine 
valoarea efectivă a acestuia. 

Curba de magnetizare a materialului din care sînt confecționate miezurile 
se va aproxima prin relația: 


B = aH — bH* (T, A[m) 
а= 72.10% 
b—2-10? 
Se vor neglija pierderile în fier si in infásurári si tensiunea electromotoare 
alternativă indusă în înfășurarea de curent continuu. 
Se dau: R = 60 О, C = 1 600 pF, Ia = 0,2 A, І, = 0,2 А, N, = 30 spire, 
N, = 10 spire, №, = 20 spire. 
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Solujie : 
Fie 
în Ig, sin (2 o£ + dj) 
4 = im Sin at 


Intensităţile cîmpului magnetic din fiecare miez se obțin aplicînd legea 
circuitului magnetic. Rezultă: 


Н, = Nela sin (2 + a) + Nolo + Мы sin of] 
H, — Nalan sin (2 ot + ф) + Nolo— Му sin of] 


Înlocuind in expresia curbei de magnetizare și folosind relaţiile: 


cos 2 a 
2 


> 1 
sin? а = 
Vaa Р 
sin? х = 76 sin « — sin 3a) 


se obţin inducțiile magnetice din cele două miezuri. Dintre acestea ne intere- 
sează numai componenta de frecvență f, care este: 
B® = — BP = M sin e£ — N cos (ot + Ф.) 


unde: 


2 3 № Lo (Na Imm)? |. 3 (Ni Im)? М1 y Nm 
M eris E 1 ( 1 [йү 1 +a 1 ) 1 ] 


N = зр ilm Mn № 
1 


Ecuația circuitului bobinelor cu N, spire se va scrie: 


Е, + {йш r № m NS ze 0 


Înlocuind expresia lui 1, si identificînd termenii în sinus si cosinus, se obține: 


Es 
м 
cos þa = — 
3 Mim р.да 
D c NE ОИНИ A жү. 3 
a = чы [Тылы тн Valaa)? — 3 (Wolo) + 


яз Nolo) (Nalan) sin 4a) 


În aceste relații, / este lungimea medie a circuitului magnetic, iar S — sec- 
jiunea sa. 
Înlocuind valorile numerice se obține: 
cos y = — 0,99 
I, = 0,252 А. 


Observaţie: 
Dacă se presupunea 


h = — Im sin ot, 


rezultatul era același, intrucit rolurile miezurilor (1) si (2) se schimbau între ele. Acest circuit 
are deci două regimuri stabile de funcţionare, caracterizate prin curenți i, egali, însă în opoziție 
de fază. Această proprietate stă la baza construcției unui element folosit în construcția unor 
mașini de calcul, numit „parametron“. 

Problema nr. 7.56. Miezul unui transformator are secțiunea S = 2 cm? și 
lungimea medie a circuitului magnetic / — 20 cm. Înfășurarea primară are 
N, = 1 500 spire şi rezistența R, = 1 000 О; înfășurarea secundară are N, = 
= 1000 spire si funcționează în gol. 

Să se determine tensiunea electromotoare indusă în înfășurarea secundară, 
dacă tensiunea la bornele primarului este de 100 V si are frecvența f. 


Curba de magnetizare se va aproxima prin relația: 
Н = aB + bB5 (Afm, T) 
a= 30; b = 300. 
Se vor neglija pierderile în fier. 
Solufie : 


Deoarece nu se poate neglija rezistența primarului, fluxul magnetic nu mai 
poate fi considerat sinusoidal. Calculele se fac folosind metoda iterafiei. 
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Din legea circuitului magnetic se obţine: 
H=% aB 48 = а® 5% 


de unde 


Ecuația primarului este: 
Rin, = а= U, VZ sin ot, 


de unde: 
аф, _ ү2 .. в. Ua V2 
di N; sin ox Wn N, sin et — 
R lfa b 
iat fe: x9] 
м, м, (5 s +7 ®) 


a. Prima aproximaţie: 
— se neglijează ultimii doi termeni ai membrului drept, ceea ce revine la a 
considera fluxul magnetic sinusoidal: 
fae, =5%Ё? sin ot, 
А 


de unde 
Uv Ya 
Ф) = – а 
b. А doua aproximație: 
— se înlocuiește valoarea lui O?) de mai sus în membrul drept al relației (1): 


Spaima E она (fena 


Folosind Bie: 
costul = чк Sot + 5 cos 3ot + 10 cos e] 
și înlocuind cu valorile numerice date, se obține: 
-— = 66,6 /2 - 107? sin et + 291,9 - 1075/2 cos ex + 


+ 4,45 - 1075 VZ cos 3 ct + 0,89 - 1075 VZ cos 5x. 


Procesul poate fi continuat. Ne vom opri însă la această aproximație, care 
este suficient de bună. 
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Tensiunea electromotoare indusă în secundar este: 
al eo 
= N, a, = 66,6 |Z sin ot + 2,92 VZ cos at + 
+ 4,45 - 1072 ү2 cos Зоѓ + 0,89 - 1072 VZ cos 5wt = 


= 66,7 ү2 sin (ex + 2730") + 4,45 - 107? VZ cos 3ot + 
+ 0,89 - 107? VZ cos Sat. 


7.5. CIRCUITE NELINEARE ÎN REGIM PERIODIC PERMANENT 
PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 7.57. Sá se determine variația în timp a tensiunii la bornele 
rezistorului de sarcină R = 10 Q al redresorului din figura 7.57, a. Caracte- 
ristica tensiune-curent a diodei redresoare este dată în figura 7.57, b. Tensiunea 
aplicată la borne este: 

U,(t) = 220 VZ sin at 
Răspuns : 
T piam 207 < at & Qk-- 1); k= 0,1,2,... 
к= 
1,1 VZ sin at; Q&— 1) z& et X; 2kx; k—1,2,... 


Valoarea medie a acestei tensiuni este Upo = 48,7 V. 


^ 


&.. 


wt 


Problema nr. 7.58. Pentru redresorul în punte din figura 7.58, realizat cu 
diode presupuse ideale și alimentat sub tensiunea la borne и, = U, |/2 sin at, 
să se determine valorile medie și efectivă ale curentului din rezistorul de 
sarcină R si tensiunii la bornele acestuia. Se dau U, = 120 У, R = 1 kQ. 


Răspuns: 


1, = 202 _ 108 mA; Uro = 108 V 


I=% = 120 А; О, = 120У 
R 


Problema nr. 7.59. Pentru încărcarea unui acumulator de la o sursă de curent 
alternativ se folosește un redresor monoalternantá (fig. 7.59, a). Presupunind 
redresorul ideal, iar rezistența de sarcină de valoare R = 10 Q, să se deter- 
mine valoarea medie a intensității curentului, dacă tensiunea aplicată la 
borne are valoarea efectivă U, = 6 V, iar tensiunea electromotoare a acumula- 
torului este E — 4 V. 


Rezolvare : 
Dioda va conduce numai atît timp cît и, > E (fig. 7.59, b). 


М. 


Fig. 7.58 
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În acest interval de timp, intensitatea curentului va fi: 


эс = 0,62 sin cat — 0,4 (A); 0,49 & ot < 2,65, 


iar valoarea sa medie este: 
1,—0,4A. 


Problema nr. 7.60. Puntea din figura 7.60, a contine într-unul din brațe о 
diodă a cărei caracteristică tensiune-curent este dată în figura 7.60, b. În 
brațul punţii în care se află dioda este conectată în serie o sursă de curent 
continuu. Puntea este alimentată sub o tensiune alternativă и, de ampli- 
tudine mică. 

Știind că R, = 10 КО, iar К, < Кү, Rs < Ru, să se determine raportul 
Ra] R, pentru care puntea este echilibrată, dacă echilibrul se constată la un 
osciloscop catodic cu rezistență de intrare practic infinită si care nu e sensibil 
la componenta continuă a tensiunii de la bornele sale de intrare. 


Răspuns : 


Ra „Ва — 0,32, 
By В sje 


unde R, (fig. 7.60, c) este rezistența dinamică a diodei în punctul de funcțio- 
nare: 


В, = м) =—®—._._ 3200 8 
Ale, (30 — 5) - 1073 


ialmA) 


ш) 


+0 00 120 160 200 MO 200 320 
b 


Fig. 7.60 
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Problema nr. 7.61. Caracteristica tensiune-curent 4, = f(i) a unei diode 
cu vid este dată de relaţia: 


i = ku? (mA, V) 
k= 1,25 -10° 
Acestei diode i se aplică o tensiune anodică : 
= = Uo + Um sin ct = 200 + 100 sin ot. 
Să se determine intensitatea curentului electric din diodă. 
Răspuns : 
1 = 36,6 + 26 sin ot — 1,6 cos 2at + 0,07 sin Зої... 


Indicajie: se utilizează dezvoltarea in serie: 


2 
Ipfa Pag РР 0а. Вір фр 20) $4. — 
part AS D cyst > 


7.6. CIRCUITE NELINEARE ÎN REGIM TRANZITORIU 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 7.62. Un circuit compus dintr-o bobină cu miez de fier și un 
rezistor linear cu rezistența R se cuplează în momentul ? = 0 la o sursă de 
curent continuu cu tensiunea electromotoare U, si rezistență internă nulă 
(fig. 7.62, a). 

Să se determine intensitatea curentului electric din circuit. Caracteristica 
Ф = 0(7) a bobinei este dată în tabelul 7.62, a. 


Tabelul 7.62,a 


i (mA) 60 100 


Ф (Wb) 05 0,575 


Se dau: U, — 100 V; R — 400 C. 
Soluţie : 
a. Metoda integrării grafice 
Ecuația fenomenelor din circuit are expresia: 


U,- Ri $2, 
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3 4 35 6 ] 8 3 9 I nus f Es) 


Fig. 7.62 


575 


de unde se deduce: 


în care 


U, — Ri 
Pentru a determina variatia in timp a curentului i(/) se procedeazá in modul 
următor: din curba ®(i) se deduce curba Ф )= Ф(ф). Alegînd o va- 


Ri 
loare oarecare a intensității curentului, aria cuprinsă între curba (o), axele de 
coordonate și ordonata corespunzătoare valorii alese a curentului va reprezenta 
chiar timpul după care curentul atinge valoarea aleasă (v. fig. 7.62, b). 

Rezultatele calculelor sînt date în tabelele 7.62, b, c si în figura 7.62, d 
(curba a). 


Tabelul 7.62,b 
Caracteristica Ф = d(g) 


i (mA) | с 60 100 160 200 250 
le (V) 7 118 1,67 2,27 5 © x 10-2 
| | 
Ф (Wb) | o 0,5 0,575 | 0,63 0,65 0,675 


Tabelul 7.62 
Caracteristica i (/) 


1 (mA) 25 42 | 60 | 130 200 250 


i (ms) 2 4,16 | 53 | 6,85 10,32 о 


b. Metoda aproximării caracteristicii printr-o linie frintă 

Caracteristica (7) se aproximeazá prin două segmente de dreaptă, tan- 
gente celei reale în porțiunea inițială, respectiv în zona de saturație (fig. 7.62, c). 
Ele se intersectează într-un punct P avînd coordonatele: 


Ф, = 0,58 Wb; i, = 56 mA 


Pe fiecare din cele două porţiuni se poate defini cîte o inductivitate echiva- 
lentă. Astfel: 


Pe (D):L,— = 104 H 


i 


Ре (D):La = = 049H 
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În mod corespunzător, ecuațiile circuitului vor fi: 
+ Ri = U,, pentru i <i, 
La Ri = U,, pentru i > i 


Soluţiile acestor ecuaţii sînt: 


regno 3): = 29, pentru i < i 
i Ж, i>i 
=} ëe" i = 2, pentru 2 

FEDT LEE uU pe = 


Din condiția ca la # = 4, intensitátile curenților definite de cele două relații 
să fie egale, se obține: 


Rezultatul final este deci: 
©, Rat 
= (1 —e 3J- pentru i <i, <А 


1-6 
i20 + [in — e Um, pentru і> 4, £24 


Valoarea lui /, se află trasind caracteristica i(/) dată de prima relaţie, pînă 
în punctul în care intensitatea curentului atinge valoarea + = i, = 56 mA. 
( Rezultatele calculelor sînt cuprinse în tabelul 7.62, d și în figura 7,62, d 
curba b). 


Tabelul 7.62,d 


Pe |! ms| 1 2 4 6 6,5 & t, 
(D) P mA | 10 19 36 52 55 а 56 

Pe | t ms | 7 7,5 8 8,5 95 10,5 © 
(D) | i тА | 121| 163 192 211 233 243 250 


c. Metoda integrării ecuației cu diferențe finite 
Principiul acestei metode consistă în înlocuirea ecuației diferențiale nelineare 
printr-o ecuație cu diferenţe finite: 
i 


unde indicele д arată cá mărimile respective sînt considerate în momentul /,- 


511 


De aici se deduce: 
АФ, = Ф, — Ф, = (Uo — Ri) A 
Mersul calculului este următorul: se alege un interval de timp AZ, de exemplu 
A = 1 ms. Cunoscind 1, si Ф,, se determină Ф,,, apoi din caracteristica 


Ф(2), curentul 1,4, cu care se continuă procesul., Rezultatele sînt grupate în 
tabelul 7.62, e si reprezentate în figura 7.62, d (curba C). 


Tabelul 7.62, e 


X 1-6 ik 9. АФ Okt ikti 
ms mA Wb Wb Wb mA 

0 0 0 0 0,1 0,1 10 
1 1 10 0,1 0,096 0,196 18 
2 2 18 0,196 0,093 0,289 28 
3 3 28 0,289 0,089 0,378 40 
4 4 40 0,378 0,084 0,462 52 
5 5 52 0,462 0,079 0,541 80 
6 6 80 0,541 0,068 0,609 136 
7 7 136 0,609 0,045 0,654 208 
8 8 208 0,654 0,0168 0,671 245 
9 9 245 0,671 0,002 0,673 248 


d. Metoda aproximării caracteristici printr-o funcțiune analitică. i 
Se consideră următoarea funcțiune de aproximare a caracteristicii bobinei: 


i=a0+ bo? 


Coeficienfii a si b se determină din corespondența a două puncte din carac- 
teristica reală și cea aproximativă, de exemplu: 


(1) E — 0,675 Wb Q) t = 0,3 Wb 
i = 250 mA i= 25 mA 


Se obțin: 
а= — 0,12; b = 0,725 


Ecuația circuitului devine: 


24 R (a + Ф) = Шо, 


de unde 


"E. do 
X f U, — Каф + b?) 
Înlocuind valorile numerice și efectuînd intregrarea, rezultă: 
1 Ф +0,51 
ta hj AtA (s 
345 »[ 0,675 — Ф, 9 


Cu această formulă a fost întocmit tabelul 7.62, f. Rezultatul este prezentat 
grafic în figura 7.62, d (curba 4). 
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Tabelul 7.62,f 


io (Wb) | 0,2 0,4 0,6 0,65 0,675 
i (mA) 20 42 126 200 250 
1 (ms) | 2 4,45 “з 12 © 


Problema nr. 7.63. Circuitul din problema precedentă se cuplează la momen- 
tul / = 0 la o sursă de curent alternativ avînd tensiunea la borne 


u = U, sin ox. 


Să se determine intensitatea curentului din circuit. 
Se vor neglija curenţii turbionari şi fenomenul de histerezis. 
Se dau U, = 100 V, f — 50 Hz. 
Solufie : 
Se aplicà metoda calculului cu diferenje finite. 
Din ecuatia circuitului 


A + Ri = U, sin «t 
se deduce, prin integrare: 


ol) = "e TE cos at — R( гй 
n 


m 
o o 


Fig. 7.63 
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Se divide axa timpului în intervale de timp egale Az. Relația precedentă 
se va scrie: 


D(kAt) = Un — Un cos (hot) — R (Xi,) At 


unde suma se referă la valorile curenților anterioare momentului de timp FA. 
Fie Aż = 1 ms. Înlocuind în relația de mai sus valorile cunoscute, se obține: 


Ф (RA) = 0,32 — 0,32 cos (Ro At) — 400 - 107: (Sin) 


Calculele se efectueazá in modul urmátor: se cunosc toate valorile fluxului 
și curenților in momentele de timp (» - A?) anterioare momentului ($ - At). 
Se deduce Ф(#А/), iar din curba Ф(ї), valoarea corespunzătoare a intensității 
curentului i(&A/) s.a.m.d. 

Rezultatele calculelor sînt date în tabelul 7.63. 

Variația în timp a curentului i(/) este reprezentată în figura 7.63. 


Tabelul 1.63 


k 
1 (ms) 
їп (mA) 
Ф, (Wb) 
ig (mA) 
8 9 10 и 12 13 14 15 16 17 
8 9 10 m 12 13 14 15 16 17 
164 304 424 478 525 557  |585 602 609 | 608 
0,614] 0,498] — 0,470| 0,429] — 0,32 | 0,277} 0.176| 0,079] —0,013| —0,113 
140 120 54 47 32 28 17 7 -1 |-и 
18 19 20 21 22 23 a | 2 26 27 
18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 
597 580 560 539 521 — |507 500 503 513 | 516 
—0,180 | —0,212| —0,224| —0,195| —0,148|—0,073| --0,03 | 0,119 0,025) —0,076 


-17 —20 —21 —18 —14 =6 +3 +10 +3 +6 


Problema nr. 7.64. La deconectarea înfășurării de excitație a unui genera- 
tor de curent continuu cu excitatia în derivație pot apărea la bornele sale 
supratensiuni periculoase datorită inductivitátii mari a acesteia. Pentru a 
evita acest fapt, înfășurarea de excitație se comută la un circuit care conține 
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un rezistor cu tirit (fig. 7.64, a). Aproximind caracteristica acestui rezistor 

printr-o linie frîntă (fig. 7.64, 5), să se determine variația în timp a intensității 

curentului prin înfășurarea de excitație şi a tensiunii la bornele acesteia. 
Se dau: U, — 120 V, R, — 60 Q, L, — 10H. 


Fig. 7.64 


Soluţie : 
Ecuația circuitului compus din înfășurarea de excitație si rezistorul de tirit 
este: 


„+ Răi + up) =0 


Derivînd, se obţine: 


di 
в,% 90 — 0 
а d dt 


dun — dur) di L p di 


dt di dt dt 
R, fiind rezistența dinamică. Ecuatia devine: 
ач di 
г + (В, + R) Š= 
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Variația rezistenței dinamice în funcție de intensitatea curentului este 
reprezentată în figura 7.64, b. Pentru cele două porțiuni distincte, soluțiile 
ecuaţiei vor fi: 

Re 


ел 


#=1„е © =2е7* pentu Il, i € I, 


i= е ^ 5-090567" pentru 0] Д, 
unde s-a ţinut seama de condiţia inițială: 


Р Us 
#=0,%=1„=—=2А 
1а „1 ie 
Timpul #' se consideră începînd din momentul /, în care curentul atinge 
volumul i, moment dat de relația: 


0,5 = 2744, = 0,235 
Tensiunea la bornele bobinei va fi: 


== = — 20€* 0o«i«&t 


u, — 130e 7^ 0о<г'<осо 


Variația intensității curentului prin înfășurarea de excitație si a tensiunii 
la bornele acesteia este reprezentată în figura 7.64, c. 

Se constată următorul efect determinat de rezistorul nelinear: la început, 
cînd intensitatea curentului e mare, rezistența dinamică a tiritului fiind mică, 
constanta de timp a circuitului e mare și deci curentul scade mai lent în timp, 
iar tensiunea la bornele bobinei atinge valori relativ mici; în momentul Е 
care curentul scade sub о anumită valoare, rezistența tiritului crește, 
constanta de timp a circuitului scade și procesul tranzitoriu se desfășoară 
mai repede, fără ca tensiunea la bornele bobinei să atingă valori periculoase. 


Problema nr. 7.65. În figura 7.65, a este reprezentată schema unui genera- 
tor de oscilaţii de relaxare cu tub cu neon, utilizat pentru producerea unei 
tensiuni variabile în formă de „dinţi de ferestrău“. 

Cunoscînd caracteristica ? = f(u) a tubului cu neon, să se determine legea de 
variație în timp a tensiunii la bornele tubului, dacă circuitul se cuplează în 
momentul t = 0 la o sursă de curent continuu cu tensiunea electromotoare E. 

Se dau: E = 120 V, R = 20 КО, С = 2500 pF 


Soluţie : 
Caracteristica tubului se aproximează printr-o linie frîntă, ca în figura 7.65, b. 
În funcționarea montajului, se disting următoarele etape: 
a) încărcarea condensatorului. 
Tensiunea este insuficientă pentru a amorsa descărcarea în tubul cu gaz, 
deci curentul prin tub este nul. 
Tensiunea la bornele condensatorului va varia după legea: 


u, = E(1 — e RC) = 120 (1 — 2:14) 
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b) descărcarea condensatorului. 
În momentul /, cînd tensiunea la bornele tubului atinge valoarea: 


u, = Uap = 110 V 


în tub se amorsează descărcarea. Punctul de funcționare se va afla pe porțiunea c 
a caracteristici. Se poate înlocui tubul printr-o schemă echivalentă, compusă 
dintr-un generator si un rezistor (fig. 7.65, c). Elementele acestei scheme vor fi: 


Е, = 35V 
R, = сіб Фф = 5 КО 


Schema echivalentă a întregului montaj este cea din figura 7.65, d, care 
prin teorema generatorului echivalent de tensiune se reduce la cea din 
figura 7.65, e. Pentru aceasta din urmă 


RR __ 
Ran 4k 


E-E 
Шу» = Е, + R-E = 42V 


Ecuația de descărcare a condensatorului se va scrie: 
te + RasC = О аво 
de unde 
ш = 42 4 A c-r, 


în care /' se consideră începînd din momentul descărcării. 
Constanta de integrare se determină din condiţia inițială: 


la 1'—0, и, = 10У 
Rezultă: 
ш, = 42 + 68 eit 
În momentul 4 cînd tensiunea la bornele tubului atinge valoarea de 60 V, 
la care descărcarea încetează, reîncepe procesul de încărcare a condensa- 
is ai de față, rezultă: 
= 12.105 s 
4 = 1,33 - 10555 
ta = 041 = 13,33 105 s 
c) reincárcarea condensatorului. 
Din ecuaţia circuitului 
Us ţi dr + Ri=E 
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cu condiția inițială 


rezultă : 
ш, = 60 — 60 (e- 2-1" — 1) = 120 — 60 e- 2-17 


unde timpul este considerat incepind din momentul inceperii reincárcárii. 
Durata reîncărcării rezultă din condiția: 


шь = 110 = 120 — 60 e- 21r 


de unde 
dy = 9.1055 


Procesul continuă prin redescărcarea condensatorului ș.a.m.d. (fig. 7.65, /). 
Perioada oscilaţiilor va fi: 


T = 4 + f = 10,33. 10755 2 0,1 ms 


Problema nr. 7.66. Pe un miez de ferită cu ciclu dreptunghiular de histerezis 
sînt înfășurate două bobine (fig. 7.66, a). La bornele uneia dintre bobine care 
are N, spire și rezistența R,, se aplică un impuls dreptunghiular de tensiune, 
de amplitudine U, și durată Т; la bornele celeilalte bobine, care аге N, spire, 
este legat un rezistor R, Să se determine intensitátile curenților din cele 
două circuite. 

Se convine că impulsul de tensiune aplicat determină un flux magnetic 
pozitiv, miezul fiind iniţial magnetizat pînă la saturație in sensul negativ. 

26 ee neglija curenţii turbionari. 

e dau: 


U,—-1V T — 0,15 ms 
N, — 10 spire R,-2Q0 
N, = 10 spire R=1Q 
— lungimea medie a circuitului magnetic / = 25 mm; 
— secțiunea circuitului magnetic S = 6 mm?. 
Solufie : 
În momentul aplicării tensiunii, miezul începe să se magnetizeze în sensul 
pozitiv, punctul de funcționare urmînd segmentul vertical al ciclului de histere- 
zis. În tot acest timp, intensitatea cîmpului magnetic rămîne constantă și 


egală cu cîmpul coercitiv Не (fig. 7.66, 5). 
Scriind ecuaţiile transformatorului: 


Nii + Nei, = Н, -l (1) 
N,S 7 + Ry, = б, @) 
N,S E + OR4,—0 (3) 
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и 
(vi 


rezultá: 


de unde B= — В, + аі 
deoarece la / = 0, В = — В, (fig. 7.66, c). 
Intensitátile curenților se obțin din relaţiile (2) si (3) 
U, — N,Sa 


R, 


= 


„=— М5 
Ra 
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Aceste relaţii sînt valabile pînă în momentul cînd miezul se saturează în 
sens pozitiv. Aceasta are loc la momentul /, determinat din ecuaţia: 


Bs = — Bs + at, 


După acest moment și pînă la anularea impulsului de tensiune aplicat, 
inducția magnetică rămîne constantă, iar intensitățile curenților sînt 
(fig. 7.66, c): = 


4-—:4—0 
1 R, 2 


În momentul anulării tensiunii la borne, ambii curenți se anulează. 
Numeric : | e 
“t = 0,143 mS 
E 
В = — 0,2 + 2,8 · 102; 
' (i, = 0,415 А pentru < 
—0,5A pentru T >t>t 
i 


Q4 0 pentru >T 


i= — 0,168 А реги! < f 
pentru î >, 


та 


{ 


Problema пг. 7.67. Ре două miezuri identice din ferită cu ciclu dreptunghiular 
de histerezis (fig. 7.67, b), se găsesc cite trei bobine ca în figura 7.67, a. Bobi- 
nele cu N, spire, legate în opoziţie, sint alimentate de la o sursă de curent 
alternativ "avid tensiunea là borne sw, = Uim sin ot. Circuitul secundar, 
format din bobinele cu №, spite, legate de asemenea în opoziție, funcționează 
în gol. Celelalte două bobine, cu cîte №, spire, formează circuitul de comandă. 
Dacă circuitul de comandă nu este alimentat, tensiunea la bornele secundare 
este nulă; dacă se alimentează circuitul de comandă de la o sursă de curent 
continuu sub tensiunea la borne U, o la bornele secundare apare o tensiune 
alternativă care după суа timp se anulează. Să se determine aceastá tensiune, 
intervalul de timp după care se anulează și intensitatea curentului din 
circuitul primar. 

Se presupune că miezurile erau inițial magnetizate în sens negativ, drept 
sens pozitiv fiind ales cel determinat de curentul de comandă intrînd prin 
bornele polarizate. Se vor neglija curenții turbionari. 


Date numerice : 
Uy 20,570 N, = 100 spire R= 100 Q 
U,—39v N, = 200 spire R,—1000 


5 Ne = 100 spire f= 10 kHz 


— lungimea circuitului magnetic / = 40 mm; 
— secțiunea circuitului magnetic S = 12 mm?. 
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Fig. 7.67 


Soluţie : 
Notînd cu Ф, respectiv Ф,» fluxurile fasciculare din cele două miezuri, 
ecuaţiile circuitelor de intrare și de comandă au forma: 


"= Ri + N (065 — 05) 


U, = Roio + No (On + Фа) 


Dacă nu se aplică semnalul de comandă, starea magnetică a celor două 
miezuri nu se va schimba, deoarece intensitatea curentului alternativ care 
apare în circuitul primar, determinată presupunînd fluxul magnetic constant, 

й = E —0,5- 107? sine: (1) 


" 
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este insuficientă spre a crea un cîmp superior celui coercitiv: 
Ni = 0,5 sin оѓ < H,-1— 100 + 40-103 = 4A 


De aici se deduce că în absența semnalului intensitatea curentului din 
primar e dată de relația (1). 

La aplicarea semnalului de comandă, dacă el are o valoare suficient de mare, 
starea de magnetizare a miezurilor se va modifica. În tot acest timp, intensi- 
tatea cîmpului magnetic rămîne egală cu H, încît: 


Ny, + Noi, = Hd, pentru miezul (7) 
— № + Nu, = HJ, pentru miezul (2) 


de unde rezultă: 


{ Я ў Adi 
i 420; sp d 
1 0 Ne 
și 

do, _ Va — Role 

4 2М 2м 
ЯФ ш q Uo — Rol (2) 
а 2N, 2N, 


De aici se deduce condiţia ce trebuie îndeplinită pentru a putea avea loc 
acest proces: avînd în vedere că inițial fluxul era negativ, el nu poate varia 
decît în sens crescător, încît trebuie să aibă loc inegalitatea: 


Uo — Roio > Uim. 
2N, 2N, 
îndeplinită cu valorile numerice date. 
Din relaţiile (2) rezultă: 


] Uo Roio Uim. 
Фл В,5 + тм, + зма (1 — cos et) РА 
E Us — Roio Uim. 
$5 В,5 + уа t TA (1 — cos o), 
unde s-a pus condiția ca la 7 = 0, Фл „= — В,5. 


Tensiunea la bornele înfășurării secundare va fi: 
`4 N, Р 
ua = Nig (On Фи) = Um sin ot 


După un anumit timp /;, cele două miezuri se vor satura din nou, în sens 
pozitiv, încît din nou (fig. 7.67, c): 


i= 0; 1 = 0 


= = 04Р, 
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Valoarea lui 7, rezultă din condiția: 
Фла = В,5 
Neglijind componenta alternativă a fluxului, саге e relativ mică, se obține: 


3 
În cazul de faţă: 
4, = 0,5 - 1072 sin оѓ respectiv 1, = 0 
из = 0 respectiv из = sin ex 


Фла = — 2,4 + 1070 + 4,5: 1073 £ + 107* (1 — cos or), 


în timpul procesului tranzitoriu. 
1 = 1,06 ms. 


Problema nr. 7.68. Sá se determine legea de variatie in timp a amplitudinii 
intensității curentului din circuitul de utilizare al unui amplificator magnetic, 
dacă în momentul / = 0 circuitul de comandă se cuplează la o sursă de curent 
continuu cu tensiunea electromotoare E, (fig. 7.68, a). 


Se dau: 
u = Um sin (o£ + Ф); Um = 100 V; f= 50 Hz 


N — 1000 spire; N, — 10 000 spire 
E,—10V; R,—5000; R= 2000 


Curba de magnetizare a miezului magnetic se va aproxima cu ajutorul 
relației: 


9 = ash (80,) cu а= 2 (As), b = 2. 104 Wb? 


% 


ттр) 


Fig. 7.68, a, b 
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9 05 1 15 110% 9s, (Wh) 
; d EI 7 luft. 
€ r GIA 
ImlmA) 


40 


2 ГЛ ЕЛ 343 4 «0 500 [Ot 
Fig. 7.68, c, d 
Se vor neglija armonicile de ordin superior si curentii turbionari. 
Soluţie : 
Fie 
i= 1„ Sin ot; Ф, = E Ф H 0, sin at 
Ecuația circuitului principal va fi: 


SO 4 Ri=u= Upsin (of 4- 9) 
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(D 


în care 


D, = Фи + Ф = NO, + NO, sin ot — ХФ, + 


+ NO pm sin ot = 2NO pa sin ct (2) 
Înlocuind în expresia curbei de magnetizare, se obține: 
0,4 = a sh [+ bO p + b Op sin ct] 3) 


Valoarea medie, respectiv fundamentala solenatiei se obține folosind dezvol- 
tarea în serie de la problema 7.46 şi este: + 


60) = a sh (505) Io (DO ym) 
Ө = 2 a ch (bO po) 1, (66,,) sin of (4) 


încît intensitátile curenților din circuitul de comandă si de utilizare se pot 
considera : 


w= Ah (595) І, (50,,) ; (5 а) 


ij = Ach (60,0) T, (bOn) sin t. (5 b) 
Din relațiile (1), (2) și (5b) se deduce: 
2N Ф, o cos ot + 5 R ch (bO) I, (Oym) sin ot = 
= U,, cos ф sin ot -+ U, sin 9 cos wt (6) 
sau, identificînd termenii în sinus și cosinus: 
2N оФ,„ = U, sin o 
I ch (00,9) I, (0Ф,„) = Um cos Ф 


S-a presupus că amplitudinile fluxurilor variază relativ încet, adică: 
E ODi; Mh 4 o 04 
Din relatia (6) eliminind variabila o, rezultá: 
ch (b) = Баа (7) 
Ty 9") 
Cu această relaţie se trasează о curbă (fig. 7.68, с): 
Djo = f(9,,) (v. tabelul 7.68, a), 
iar din (5b) se deduce 
io = (Ф) (v. tabelul 7.68, b) 
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Tabelul 7.68,а 


| Oym Wb ||0,2 0,4 0,8 Е 1,4 1,44 | 1,48 | 1,52 | 1,56 |х10-* 


| Oja Wb 3,54 | 3,14 266 | 2,12 | 1,78 | 1,7 1,6 1,46 | 1,25 |x107* 


Tabelul 7.68, b 


Oro | Wb 0 0,4 0,8 12 1,6 | 1,78 2 x107* 


(4) 0 1,01 | 2,72 | 5,84 11,76 | 15 22,66 x10 


F 
Din ecuația circuitului de comandă 


2N, ms RU m Es 


înlocuind si valorile numerice, se deduce: 


EMI (8) 
1— 50 io (yo) 


Trasînd curba 7(0,) = EEA integrala (8) se calculează grafic, 


timpul după care curentul de comandă atinge o valoare ?, aleasă arbitrar, 
fiind definit de aria cuprinsă între curba Ф, axele de coordonate și ordonata 
corespunzătoare valorii O, (v. fig. 7.68, b). 

Rezultatele sînt date în tabelul 7.68, c: 


Tabelul 7,68 


0,8 1,2 1,6 1,7 1,75 1,78 


Фу» |1074(Wb) ДЕ 0 


L e [e| o| 0,084 | 0,172 0,27 0,43 0,48 0,52 0,54 


Din legea de variație în timp a componentei medii a fluxului magnetic 
Фо (£), cu ajutorul relaţiei (5b) si al relaţiei dintre O, si Ф,„ (tabelul 7.68, а) 
se deduce legea de variaţie în timp a amplitudinii primei armonice a curentului 
din circuitul de utilizare 7, = f(1). 

Rezultatele sînt date în tabelul 7.68, d și în figura 7.68, d. 


Tabelul 7.68, d 


t ms 0 84 172 | 270 | 430 | 480 "m | 540 


Orn Wb 0 0,4 0,8 12 16 17 1,75 | 1,78 x 107* 
9m Wb 1,6 16 1,59 | 1,56 | 1,48 | 1,44 | 1,41 | 1,4 x 107* 
Im mA [118,9 |25,4 [48,2 [98,6 187 | 210 | 223 225 


Problema nr. 7.69. Un condensator nelinear 
avînd caracteristica g = f(U,) reprezentată în 
figura 7.69, b, este încărcat sub o tensiune 
Us = 250 V apoi este cuplat la bornele unei 
bobine care are inductivitatea L = 1 mH și rezis- 
tenía neglijabilă (fig. 7.69, а). Să se traseze tra- 
iectoria în planul fazelor a procesului tranzitoriu. 


Soluţie : 
Ecuația circuitului de descărcare a conden- 
Fig. 7.69, a satorului are forma 
di 
rx ES 0 (1) 
Combinînd ecuaţia (1) cu legea conservării sarcinii electrice, care are forma: 
TABL 
== 2) 
și introducînd notatiile: 
di d: 
х= у=: u(g) = u (x) = а); 2 = k, @) 
rezultă relația : 
Қа) = — Ьу (4) 


Ecuația (4) este ecuația familiei de isocline, & reprezentind panta traiec- 
toriei în planul fazelor în punctul de intersecţie cu izoclina corespunzătoare ei. 
Тіпіпа seama de scările axelor de coordonate, se deduce 
tg e = k 1075, (5) 
unde unghiul ș reprezintă unghiul dintre tangenta la traiectorie și axa ab- 
sciselor. 


іх 


б 


Hn 


Fig. 7.69, b 
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Fig. 7.69, c 


Calculele efectuate cu formulele (4) si (5) dau urmátoarele rezultate: 


22407 | +410 2.6.1075 +8.10 +10.10-% 
#20 +45 +80 +130 250 
у 70,346 70,78 71,38 72,25 +431 
70,2 70,45 +0,8 _| +13 +2,5 
70,116 70,26 70,463 70,75 T4 
0 0 o 0 0 


Isoclinele corespunzátoare valorilor negative ale lui & se obtin schimbind 
semnul ordonatelor ,. 

Trasînd familia de isocline, traiectoria reprezentativă din planul fazelor se 
trasează începînd din punctul x = g = q(U,) = q(250) = 10 - 107% coulombi ; 
i(0) = y(0) = 0. 

Se obţine o curbă închisă, care se va párcurge in sensul acelor de ceasornice 
(fig. 7.69, c). Această traiectorie descrie un proces oscilatoriu neamortizat. 
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Problema nr. 7.70. Să se rezolve problema precedentă în cazul în care bobina 
are o rezistență R = 100 O. 


Soluţie : 
Ecuația circuitului în care se descarcă condensatorul este: 


+1 —щ=0 


Folosind aceleași notații са în problema precedentă, ecuația isoclinelor 
rezultă de forma: 


f(x) = —(R + А) y 


h 0 105/ ҮЗ 

° o 20° 

= 4 6 |s || 2 4 6 8 | 10 
10 

П о | —о45| -0,8 | -1,8 | —2,5| —oa2| —o28| —о,5 | -082| —1в 


Fig. 7.70 
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k io y3-10 
9 45° 60° 
z 2 1 6 8 10 2 4 6 8 10 
10—% 
ГА —0,1 | —0,22| —0,4| —0,65/|—1,25| —0,05 | —0,12| —0,21| —0,35 | —0,67 
ы мы 105 ҮЗ —1% — /3.10 
Ф 90° —30* —45° —60° 
= 
0 2 4 6 x-0 2 4 6 
10-6 
V — —0,47 | —1,07 | —1,9 - 0,27 0,62 1,1 


Pentru abscise negative, curbele se obțin prin simetrie în raport cu originea. 
Trasînd traiectoria reprezentativă a procesului tranzitoriu, începînd din 
punctul: 


=: = 10 :10-8С; y=% = 
x = q(U o) = 10 - 108C; y ТА ГО, 0 


Se obţine o spirală care tinde, pentru / —> co către originea sistemului de coordo- 
nate (fig. 7.70). Procesul tranzitoriu va fi deci un proces oscilatoriu amortizat. 
Problema nr. 7.71. Pentru generatorul de oscilații de relaxare cu tub de neon 
din figura 7.71, a, să se traseze traiectoria punctului reprezentativ al stării în 
planul fazelor, dacă rezistorul R are rezistența: а) R = 8 kQ; b) R = 20 KQ. 
Să se determine calitativ pentru fiecare din cele două cazuri legea de variație 
în timp a tensiunii la bornele condensatorului, dacă circuitul se cuplează la 
sursă în momentul ? = 0, condensatorul fiind initial neincárcat. 
Caracteristica tensiune-curent a tubului cu neon din figura 7.71, b se va 
aproxima printr-o linie frîntă. 
Să se determine de asemenea valoarea limită a rezistenței R la care apar 
oscilații. 
Se dau: E = 120 V, C = 2500 pF 
Soluţie : 
Aplicînd teoremele lui Kirchhoff, se obține: 


= i due 
E=u, + Ri КС 


Introducînd notatiile: 
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fe) 


8 
a 


Fig. 7.71 


se obține ecuaţia traiectoriei fazice: 


у= žo 5 - 104[120 — x — Кї(х)] (1) 


Pentru valorile indicate ale rezistenței se obțin următoarele rezultate: 
a. Pentru R = 8 КО: 


LÀ 0 60 80 100 


110| 
ia) 0 0 5 5 0 3| 92 0|1]| 13,40 |... x10? 
y | 600| 300| 100| 1001 200| 80 | —168| 100 |60 Em n X10% 
b. Pentru R = 20 КО: 
z 0 60 80 100 110| 
i) 0 0 5 5| 0 3| 92 | о [1 | 134]|0| .. x10? 
y | 240| 120| —80 | —80| во | —40 |—288| 40 —496 20| in x106 


Cu ceste valori s-au trasat figurile 7.71, c și 7.71, d. 
Discuţie : 

а. R—8kQ. 

La і = 0 (momentul cuplării la sursă), punctul reprezentativ al stării se 
află pe axa ordonatelor (x = и, = 0), deoarece se presupune condensatorul 
initial neincárcat. 

Cele trei segmente de dreaptá reprezentind traiectoria fazicá nu pot fi 
parcurse în orice sens. Într-adevăr, din ecuaţia (1), derivînd în raport cu timpu , 
se obține: 


es sje (ERË) scope ni E) 


а dt dt di dt 

-5 aor Ri =-5 0yh +R 

i аг du 
— Pe segmentul (a): s — 0, care corespunde segmentului (a) de pe carac- 
teristica iu) ; бесі E « 0, încît sensul permis e cel 


indicat de săgeată (fig. 7.71, c), (y scăzător). 


A еМ = — 10%, de unde 95/2 0, rezultind sensul 
du — Az ы dt 


$ indicat pe figură. 
— Pe segmentul (c): > >0, si se obţine: 


— Pe segmentul (b): 


; i 5-00 
pentru xA p « 0 — y scade 
pentru y < o2 > 0 —> y creşte. 
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Starea inițială fiind cea de mai sus, punctul reprezentativ va parcurge deci 
segmentul (а) pînă la extremitatea din dreapta, apoi va sări brusc pe segmentul (c), 
pe care-l va parcurge pînă în punctul M, unde procesul tranzitoriu ia 
sfîrșit. Acest lucru se traduce în timp în modul următor: tensiunea + crește 
din ce în ce mai încet (v scade) începînd de la x = 0 pînă la x = U,. Aici, 
brusc, ea începe să scadă (y < 0) din ce în ce mai încet, pînă la o valoare 
Чә == 68 V, cînd procesul tranzitoriu încetează; este deci un proces aperi- 
odic (fig. 7.71, e). 


b. R —20kQ. 


Un raționament asemănător indică sensurile de parcurgere ale diverselor 
segmente ale traiectoriei fazice reprezentate în figura 7.71, d. Se constată că 
punctul de intersecție cu axa absciselor este, de data aceasta, un punct nestabil; 
se constată de asemenea existența unui ciclu limită avînd forma unui patrulater 
cuprins între abscisele x = 110 si x = 60 V. Schema va genera deci oscilații 
întreținute, tensiunea la bornele condensatorului variind între limitele de mai 
sus (fig. 7.71, f). 

c. Valoarea critică a rezistenței R la care apar oscilații se obține în cazul 
în care traiectoria fazică are forma din figura 7.71, g, care asigură existența 
unui ciclu limită. 

Din ecuaţia (1), punind condiţia: 


la x—15,-60 х = 0 
se obține: 
Re = 12 KQ. 


Se pot trage aceste concluzii și dacă se studiază poziția punctului static 
de funcționare, determinat trasînd în planul caracteristicii tubului cu neon 
dreapta de sarcină (aceasta se poate face, deoarece în regim staționar curentul 
prin condensator e nul, încît prin rezistență și tub va circula același curent). 

Se constată, că pentru R = 20 КО, punctul static de funcționare se află 
pe porțiunea din caracteristica tubului cu rezistență dinamică negativă, 
pe cînd pentru R = 8 КО, el se află pe o porțiune cu rezistența dinamică 
pozitivă. 


7.7. STABILITATEA ÎN CIRCUITELE CU ELEMENTE NELINEARE 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 7.72. Un circuit alimentat sub o tensiune continuă U, e compus 
dintr-un rezistor R, o bobină L si doi electrozi între care se produce un arc 
electric, legate în serie. Parametrii circuitului se aleg astfel încît dreapta de 
sarcină să intersecteze caracteristica u,(1) a arcului electric în două puncte. 
Să se studieze stabilitatea funcționării în fiecare din aceste puncte. 
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Fig. 7.72 


Soluţie : 
Scriind ecuațiile lui Kirchhoff pentru mici variații ale curenților față de 
starea de referință, se obține: 


LAD (R+ R) Ai— 0, 


dU, " " m ; ; 
unde R, — pos este rezistenta dinamicá a arcului electric. 
" 


Condiţia de stabilitate este ca rădăcinile ecuaţiei caracteristice să fie nega- 

tive, adică: 
R+ Ra >0 
de unde rezultă 
R> | Ra | 
Ra fiind negativ. 

În punctul A, |R,| < R, deci acesta este un pea stabil. Dimpotrivă, în B, 
[21 > R, regimul de funcționare fiind nestabil; orice abatere, cît de mică, 
față de acest punct, mută punctul de funcționare în A. 

Problema nr. 7.73. Să se studieze stabilitatea circuitului din figura 7.73, 
dacă tensiunea la borne și rezistența de sarcină sînt astfel alese încît dreapta 
de sarcină și caracteristica arcului să se intersecteze în două puncte. 
Soluţie : 

Scriind ecuaţiile lui Kirchhoff pentru variații mici ale curenților față 
de starea de referință, se obţine: 


aldi) 1/1 1 М 
| = | Ata 
а | RT x) pe { 
Condiţia de stabilitate este: m i 
$1 | | 
РИ Sx А 
къа м ( » 
de unde | не 
R < |84 


Se constată că de data aceasta 
punctul A este nestabil, pe cînd 
punctul B este stabil. Fig. 7.73 
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Fig. 7.74 


Problema nr. 7.74. Un circuit electric e format dintr-o diodă tunel, a cărei 
caracteristică tensiune-curent este dată în figura 7.74, b, conectată în serie cu 
un rezistor R = 40 Q, cu o sursă E = 0,6 V, care polarizează dioda în sensul 
de conducfie și cu un generator de impulsuri e. Să se arate că pentru e = 0, 
schema are două stări stabile de funcționare. Să se determine amplitudinea 
pe care trebuie să o aibă impulsurile de tensiune date de generatorul e pentru 
a se produce trecerea dintr-o stare în cealaltă. 

Schema echivalentă a diodei tunel, pentru semnale mici, este dată în 
figura 7.74, c. În această schemă C, este capacitatea (parazită) dintre elec- 
trozi, L este inductivitatea firelor de legătură, Ке este rezistența de contact, 
iar R, rezistența dinamică. 

Solufie : 
Se trasează dreapta de sarcină, determinată de punctele 


(2,0) si(o, 2). 


Se observă că dreapta de sarcină intersectează caracteristica diodei în trei 
puncte: A, B și C. Dintre acestea, A si B sînt stabile, iar C este nestabil. 

Într-adevăr, din schema echivalentă a circuitului pentru mici variaţii ale 
curenților (fig. 7.74, d) se deduce ecuaţia diferențială: 


dA) L | ам) R + Ra A; 
T de +(R+ zz) nz сн mita 


în care s-a neglijat Ro < К. 
Ecuația caracteristică are forma: 


с pp Rio 
1 Lp + (R+ e + 0 
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Condiţia de stabilitate, care cere ca toate rădăcinile ecuației caracteristice 
să aibă partea reală negativă, se traduce prin aceea că toti coeficienţii ecuației 
trebuie să aibă același semn, adică: 


RERO 


0 

CRa 

L 
R+——>0 
T CR, . 


În A si B, R, >0, deci condiţia este îndeplinită. 
În C, Е, <0, în plus |А < R, deci 


R+ Ra 


< 0, deci sistemul este nestabil. 
CRa 


Amplitudinea semnalului necesar pentru a trece circuitul din starea A în 
starea B se obține trasînd dreapta de sarcină limită, tangentă caracteristici. 
Se obține e, = 250 mV. Invers, pentru a trece circuitul din starea В în starea A, 
va fi necesar un impuls negativ de tensiune е = — 180 mV. 

Problema nr. 7.75. Rezistența unui element Hall variază în funcție de in- 
ductia magnetică din element după o relaţie de forma: 


Ra = Ro + aB 


reprezentată grafic în figura 7.75, b. pentru elementul SBV 525 (circuitul 
de măsură este în gol). Se poate realiza un generator de oscilații întreținute, 
a cărui schemă e reprezentată în figura 7.75, a, 
introducînd un element Hall în întrefierul 
unei bobine care are L = 0,1 H, N = 100 spire, 
suprafața polilor S = 0,5 cm? si care poate 
fi considerată nesaturată. 

Să se determine condiția de producere a 

oscilatiei în montaj. 

Dacă: R = 1 kQ,z = 1 Q, C = 1 000 pF, 
să se determine tensiunea electromotoare 
minimă la care pot apărea oscilații. 
Soluţie : a 

Deoarece bobina L este nesaturată, in- 
ducția magnetică B va depinde linear de ї,: 


ae) 
в=%—®%—5 
5 S NS 4 
încît 3 
Ra = Ro ki 
2 
Presupunem circuitul aflat într-un regim 
static de funcționare: 1 
o= ao — 0 207 
i 
А І Е Е b 
(i)o = Dio RI Ra 0 R}R, Fig. 7.73 
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Pentru variații mici Ai ale curenților faţă de această stare, se pot scrie 
ecuațiile lui Kirchhoff: 


R (Ai, + Aij) + A(R,4)o = Е(Ай + Aij) + ARS + Rig) = 
= R(Ai, + Ai) + RoAi, + kl Ai, = 0 


тА, +L San g +2 fara A(R pni) o 


= Ry, + АД, 
Eliminind pe Ai, se obține: 


аА), аА | АА) їл 
LU pp а г is =0 
Ecuația caracteristică este: 
2, ВЕ + Elo) Su 
PL pp SEEDS My] 3 =0 
Notînd: L=a, 
RAR + К) _ pa 
B ER Ti Ау = b 
1 
llc 
с 


Condiţia de oscilație este ca rădăcinile ecuaţiei caracteristice să fie complexe 
şi să aibă partea reală pozitivă. De aici rezultă: 


&<0; А=—4ас<0 
Prima condiție dă: 


Ax) >r(R + Ro) + RRo 


În exemplul numeric dat: 


Ai, AB âi, NS 
de unde: 
E» 40000 +2) +2:1000 _ 75y 
i 
1000 + 2 
2(1000-+ to 5 ) р 
pesdai 1000 + 2 40-75 0 
1000 +2 1000 + 2 
$ ол 
2 E e m sc N — 4.10 
А =$%—4асм Р” ia 
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Frecvența de oscilație va fi: 


У Lom» = VAI 2.10 
9— 3m 7 2x E 


— 3160 Hz 


Problema nr. 7.76. În figura 7.76 e reprezentată schema unui oscilator cu 
efect Hall. Elementul Hall, situat in intrefierul unui circuit magnetic al unei 
bobine de inductivitate Z, este străbătut de curentul continuu J. La bornele 
a si b, între care apare tensiunea Hall, este conectat un circuit format din 
bobina L de mai sus, un rezistor R si un condensator C. Elementul Hall este 
conectat astfel încît tensiunea Hall să fie de sens opus căderii de tensiune 
rezistive. 

Stiind că tensiunea Hall are expresia: 


Uy = kgli 


și că rezistența elementului Hall între bornele a si b este R,,, să se determine 
relația care trebuie să existe între parametrii schemei, pentru ca în circuit 
să apară oscilații. 
Solufie : 

Ecuația circuitului se scrie sub forma: 


di Pu 755 
LA +++ (idt =0 
unde 
Ча = Rai ug = (Ray — kul)i 
Înlocuind în ecuația circuitului și derivind, se obține ecuaţia diferențială: 


0 


LE 1, 
B RR Ra Dti 


sau 
di | R+ Ra у 2 
—+-———#(1—т)—+—1=0 
ata ( Fat с 
unde 
kul 
R+ Кау 


Se observă cá pentru mæ 1 sistemul este ne- 
stabil. 


Într-adevăr, rădăcinile ecuației caracteristice sînt: 


R + Ro 
EN ilan A A Ea 
na ETA ( m) + 
R+ Rav 4 
Ve = 
+5 MC ET uc 1 | Um) e 
Pentru m = 1 se obțin rădăcini imaginare: 


E: 
па = xi 


[Iz 


ȘI 


Fig. 7.76 


605 


de unde 
î= A Sin od; == 


Pentru m > 1, rădăcinile vor avea partea reală pozitivă, soluţiile fiind: 
i = Be" sin et 


(ERR 
a=] 2- zl a pi) ("= 


În acest al doilea caz, amplitudinea, teoretic, tinde către infinit; practic, 
ea va fi limitată la o anumită valoare, datorită nelinearității elementelor. 

Problema nr. 7.77. Caracteristica tensiune-curent a unei diode tunel (fig. 7.77,a) 
are o porțiune descendentă, caracterizată printr-o rezistență dinamică nega- 
Чуй; acest fapt permite realizarea unui oscilator ca acela (de exemplu) care 
este reprezentat în figura 7.77, b. Să se arate că parametrii schemei determină 
un regim nestabil de funcționare și, ca urmare, în sistem apar oscilații. Schema 
echivalentă a diodei este dată în figura 7.77, c în care R, este rezistența dina- 
mică, C, este capacitatea parazită dintre electrozi, L, sînt inductivitáfile 
parazite, Ку rezistența contactelor. 

Se dau: E = 1 V, R, = 80 Q, L = 1 mH, C = 1 000 pF, 


R=19, Ca=150pF, Ls = 109 H, R,—10 


Soluție : 
Se determină punctul static de funcționare, aflat la intersecția caracteris- 
ticii diodei cu dreapta de sarcină definită de punctele: 


2 Е 
€» lea): 
Se obţine: 
Au 
к= =—100 


Se presupune că, faţă de această stare de referinţă, în care curenții sînt 
o Љо Io = 0, aceștia suferă mici variaţii: 


i =I, + М 
i = Do + Аһ 
în = Dod Aia 


Se reprezintă schema echivalentă 
pentru mici variaţii ale curenților 
(fig. 7.77, d). Scriind în această sche- 
mă ecuațiile lui Kirchhoff pentru 
mici variaţii, se obține: 


(L + Lo) 4 QR TG RS 


LcLs d " 
Ra + Rat Re) | 
pir Ca Ra EE E с Ca Ra * 
5 = 0 
Fig. 7.77,a CCaRa 


iz 


a. 
L 
£ 
Ф Ф® |, 
c zl 
b 
[4 Rd 
Ls d 


Fig. 7.77 b, c, d 


(s-a neglijat influența rezistenței R,, aceasta avînd o valoare relativ mare și 
fiind legată în paralel). 

nlocuind cu valorile numerice, se obține ecuația caracteristică : 

5-107 f — 10°} + 10* 5? —0 
Rădăcinile sale sint: 
$120,810; 5,—--j2,82-105; p= —j2,82 - 105 

Rezultă deci un proces oscilant cu amplitudinea crescîndă, pînă cînd e 
limitată de caracteristica nelineară a diodei. 

Frecvența oscilaţiilor care apar este: 


f= E = ЕЗ 108 = 0,447 MHz 
n x 


Pentru amorsarea oscilaţiilor este necesar un impuls care să aducă punctul 
de funcționare pe porțiunea descendentă a caracteristici. 


Observație: s-ar putea evita calcularea rădăcinilor ecuaţiei caracteristice, aplicind 
criteriul Routh-Hurwitz; pentru o ecuație de gradul trei, acesta arată că una din condifi- 
ile de stabilitate este ca toți coeficienții ecuației caracteristice să aibă același semn. Se 
vede că în cazul de faţă această condiţie nu este îndeplinită, deci sistemul va fi instabil. 


Problema nr. 7.78. Un circuit electric este compus din două diode tunel 
identice legate în serie cu două surse de t.e.m. egale, cu E = 0,2 V (fig. 7.78, a). 
Caracteristicile volt-amper ale diodelor sînt reprezentate în figura 7.78, b. 

Să se arate că montajul admite trei stări distincte de funcționare, dintre 
care numai două sînt stabile. 

Să se determine valoarea tensiunii U, dintre punctele A si B din fi- 
gura 7.78, a. 

Schema echivalentă a diodei tunel este dată în figura 7.77, c, C fiind capaci- 
tatea parazitá, iar R, rezistenta dinamicá. 

Solufie : 
Ecuatia circuitului este: 
2E = Us + Оз 
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de unde 
2 Ua = 2E — Va 


Punctele de funcționare 
5 se obțin intersectînd curbele 
IUa) şi IQE — Ua) 


Se obțin trei puncte de 
funcționare Sj, Sa S, Se 
poate demonstra că starea 
determinată de punctul S, 
este nestabilă. 

07 02 4; a4 05 09 d? dy Pentru aceasta, se înlo- 
" 4 Ld cuiesc diodele cu schema 

Fig. 7.78 echivalentă și în circuitul 

astfel format se scriu ecu- 

aţiile lui Kirchhoff pentru variații mici ale curentului în jurul punctului 
static de icons 
UL 


—— + Ra(Ai — Ai) + Ra(Ai — Ai) = 0 
ФА) _ ] 1 Am 
21300. f wnat fa =0 
De aici se obține ecuația: 


R CLEO 4 300. R=0 
unde s-a presupus 
Ra = Ra = К, 
pentru punctul S, de funcționare. 
Ecuația caracteristică este: 


RQLCP + Lp + Ra = 0 
Deoarece R < 0, ecuaţia caracteristică are cel puţin o rădăcină pozitivă 


sau cu partea reală pozitivă, deci starea este nestabilă. 
În cazul de faţă, шие de funcționare în cele două stări stabile vor fi: 


În 5,: Оа = 0,03 V № 5: U4,—037V 


Ua = 0,37 V 
1 = 9,5 тА 
Tensiunea U,, este: 
Usa = E – Од 
şi rezultă: 
n 51: Usa = 047 V 
a: Uaa = — 0,17 V 


Se observă că în cele două stări stabile se obțin pentru U,; valori egale si 
de semne contrarii. 


Capitolul 8 


BOBINA CU MIEZ DE FIER, TRANSFORMATORUL 
ELECTRIC ȘI MAȘINILE ELECTRICE DE CURENT ALTERNATIV 


8.1. BREVIAR PRIVIND BOBINA CU MIEZ DE FIER, 
TRANSFORMATORUL ELECTRIC ȘI MAȘINILE ELECTRICE 
DE CURENT ALTERNATIV 


8.1.1. BOBINA ELECTRICĂ CU MIEZ DE FIER 


Bobina electrică cu miez de fier este un element de circuit electric nelinear, 
format dintr-un miez feromagnetic în jurul căruia se înfășoară un conductor 
electric care constituie înfășurarea bobinei. Cele două capete ale înfășurării 
constituie bornele bobinei; prin intermediul bornelor bobina poate fi ali- 
mentată prin aplicarea unor tensiuni continue sau variabile în timp. 

În studiul electrotehnic al bobinei cu miez de fier interesează calculul și 
separarea pierderilor de putere din fierul ei, determinarea variației în timp a 
curentului absorbit de bobină cînd la bornele ei se aplică o tensiune a cărei 
variație în timp e cunoscută, sau reciproc, determinarea variației în timp a 
tensiunii ce ar trebui aplicată bobinei atunci cînd se cunoaște variaţia în 
timp a curentului absorbit si în fine determinarea schemei ei echivalente. 

8.1.1.1. Pierderile în fier. În regim variabil în miezul feromagnetic al 
bobinei se produc pierderi prin curenți turbionari (curenți Foucault) și pierderi 
prin histerezis. 

Pentru bobinele al căror fier este alcătuit din tole si este supus unui flux 
magnetic armonic a cărui frecvenţă este suficient de mică pentru ca adîncimea 
de pătrundere a cîmpului electromagnetic în mediul feromagnetic al tolei 
să fie cu mult mai mare decit grosimea tolei, pierderile active specifice 5; prin 
curenţi turbionari raportate la unitatea de masă se pot calcula cu relația: 


br = NP Bhan în A (8.1) 
în care: p este rezistivitatea tolei, in Om; 
Y — densitatea de volum а masei tolei, în kg/m3; 
A — grosimea tolei, in m; 
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f este frecvența variaţiei în timp a fluxului magnetic si deci 
a inducției magnetice, în Hz; 

B,,.-— amplitudinea inducției normale pe secțiunea transversală 
a tolei, în T. 

Relatia (8.1) presupune cá celelalte douá dimensiuni ale tolei sint cu mult 
mai mari decît grosimea lor si că fluxul magnetic se repartizeazá uniform 
pe secțiunea tolei. 

Pierderile specifice pe unitatea de masă datorite fenomenului de histerezis 
sînt calculabile cu relația: 


EL/ZÀ w 
fec EL, tn (8.2) 
unde conform teoremei lui Warburg, 
$ 
wa = $ HAB = a sb -Sp în 3 (8.3) 
cilu 
în care 
Su este aria planimetratá a ciclului de histerezis, în m?; 
а — scara în abscisă a ciclului, în A[m?; 
b — scara în ordonată a ciclului, în T/m. 


O expresie utilă pentru calculul acestor pierderi este relația experimentală 

a lui Steinmetz: 
wy =, Boos, (8.4) 
unde: 3 . 


Bras este amplitudinea inducției, în T; 
n și m sînt constantele de material determinabile pe cale experimen.alá si 
dependente de natura materialului feromagnetic. 

ierderile specifice totale pot fi exprimate deci prin relația: 


Preda bem he fef nE (8.5) 
iar pierderile totale pentru un miez de masá m: 
Pre = m pre = Pu + Pr = Kaif + Ko f’, în W (8.6) 


unde la frecvență dată coeficienții Ё, si Аз şi tespectiv Ky și K depind de 
amplitudinea inducției din tole. 

Separarea pierderilor la orice frecvență care implică determinarea coeficien- 
{Шог ky $1 ky se poate face măsurînd aceste pierderi la două frecvenţe f; si fa, 
dar conservind amplitudinea inducției. Dacă fra şi Pee sint aceste pierderi 
specifice, din relația de mai sus se obține: 


_ Prea: ft — Peer” fi w 8.7 
ba = Гат În НЕ (6.7) 
Pret * Їз — Prez’ În w 8.8 

Ra Wf E ky 88) 


Кр = Ё. т; Кр Ез т 
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În practica inginerească acești coeficienți se 
determină grafic trasîndu-se dreapta, 


Pre «UN. 
т =Ки+ Ку], inu (89) 


reprezentată în figura 8.1.1, prin punctele 

Pra) .. ( Pe 
(һ, n) ® 02 
tor două măsurători de pierderi. 

Ordonata la origine dă coeficientul Ky, iar coeficientul unghiular al dreptei 
dă coeficientul Kp. 

8.1.1.2. Variația în timp a mărimilor bobinei cu miez de fier. Pentru deter- 
minarea variaţiei în timp a diferitelor mărimi caracteristice ale bobinei este 
necesară cunoașterea caracteristicii de magnetizare a miezului, adică a curbei 
Ф = Q(i), care reprezintă variația fluxului util în funcție de curent, curbă 
echivalentă cu curba de magnetizare a miezului B = B(H), dacă acesta e 
magnetizat uniform. Calculul se poate face grafic sau analitic, după cum depen- 
dentele Ф = Ф(ї), respectiv В = B(H) sînt date grafic sau aproximate prin 
Med analitice. 

n general, pentru a tine seama de efectele rezistenței înfășurării si ale fluxu- 
lui de dispersie se fac calcule iterative. 

8.1.1.3. Schema echivalentă a bobinei cu miez de fier. Fiind un element 
de circuit nelinear, datoritá nelinearitátii caracteristicii de magnetizare a 
fierului, o bobină cu miez de fier alimentată sub o tensiune la borne sinusoidalá 
absoarbe chiar și în regim permanent un curent nesinusoidal si reciproc, 
alimentată cu un curent sinusoidal capătă la borne o tensiune nesinusoidalá. 

Pentru a utiliza totuși metodele teoriei circuitelor electrice lineare și în 
cazul bobinei, aceasta se înlocuiește printr-o schemă echivalentă concepută 
de regulă pentru cazul alimentării bobinei sub o tensiune sinusoidală si ai 
cărei parametri păstrează valori constante numai dacă valoarea efectivă si frec- 
venja tensiunii de alimentare, rămîn invariabile. 

În: acest scop, în locul curentului nesinusoidal real absorbit de bobină, 
se operează cu un curent sinusoidal echivalent de aceeași valoare efectivă și 
cu un ciclu de magnetizare eliptic echivalent, care păstrează aria ciclului 
real de magnetizare și deci pierderile în fier. 

Ecuația de funcționare a bobinei poate fi deci scrisă în complex: 


) > corespunzătoare aces- 


Fig. 8.1.1 


U, = RI + jeL,I + U, = RI + јә + jodu (8.10) 
cu 
(8.11) 
\ 
unde: : 
U, este reprezentarea în complex a tensiunii sinusoidale aplicate 


la borne; 
1 — reprezentarea în complex a curentului sinusoidal echivalent; 
О, = job, — tensiunea electrică utilă; 
Yn — admitanța echivalentă condiționată de fierul bobinei în care: 
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Rre este rezistența echivalentă a pierderilor în fier; 


ol, — reactanía .utilá а bobinei; 
R — rezistența înfășurării bobinei ; 
eL, — reactanta de dispersie a acestei înfășurări. 


Rezistenţa echivalentă a pierderilor în fier si reactanta utilă a acesteia se 
determină cu relaţiile: 


Re =; ols X, =, (8.12) 
Fe In 
unde: a 
„= u 1,= 09 
re 


Schema echivalentă a bobinei cu miez de fier e reprezentată în figura 8.1.2, a, 
iar diagrama polară corespunzătoare în figura 8.1.2, b si figura.8.1.2, c. 

Deoarece tensiunea utilă a bobinei e necunoscută, determinarea parametrilor 
schemei echivalente se face prin iterații succesive presupunind la început cá 
U,zU, şi finind cont de căderile de tensiune determinate de rezistența 
înfășurării și de reactanţa ei de dispersie în iteratiile succesive. 


Fig. 8.12 


8.1.2. TRANSFORMATORUL ELECTRIC 

Un transformator electric monofazat este un aparat format din două 
întășurări distincte cuplate magnetic — în general prin intermediul unui 
miez feromagnetic comun — avînd drept scop modificarea (transformarea) 
tensiunilor și curenților sub care se face transmiterea puterii electromagnetice 
între circuitele în care sînt legate cele două înfășurări. 
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Se numește înfășurare primară înfășurarea prin care se primește puterea 
electromagnetică si se numește înfășurare secundară înfășurarea prin care se 
cedează puterea electromagnetică. La același transformator rolurile prima- 
rului si secundarului se pot inversa. 

8.1.2.1. Teoria fizică a transformatorului monofazat. Această teorie ope- 
rează cu inductivitátile proprii si mutuale ale infágurárilor, ecuaţiile de regim 
armonic permanent ale transformatorului fiind: 

U, = ЕК1, + joLI, + јә 
= U: = R,I + јә, + јә = — 2,1, 


Schema echivalentă și diagrama polară utilizate în această teorie din care 
rezultă si semnificaţiile diferitelor mărimi ce apar în ecuaţii sînt reprezentate 
în figurile 8.1.3, a si 8.1.3, b. 


(8.13) 


Fig. 8.1.3 


Teoria fizică a transformatorului este utilă pentru transformatoarele fără 
fier, cum sînt cele de înaltă frecvență, deoarece numai în asemenea cazuri 
inductivitátile proprii și mutuale sînt constante. 

8.1.1.2. Teoria tehnică a transformatorului monofazat. Această teorie 
operează cu inductivitátile respectiv reactanfele utile si de dispersie, utili- 
zînd și linearizarea parametrilor bobinelor cuplate, care formează transforma- 
torul după procedeul descris la bobina cu miez de fier. Ecuațiile de functio- 
nare utilizate în teoria tehnică sînt: 


Un = Ril, + jXasli + Uus 


E (8.14) 
— Un = Rola + Хш» + Uun = — Zela 
în care: Uu —joN,0,,; Шш = јә, Ф, (8.15) 
Ф „ fiind fluxul fascicular util care se poate calcula cu relația : 
Ф, = (№, + Мз) Am (8.16) 


A. fiind permeanfa magnetică complexă a circuitului magnetic al bobinei. 
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Schema echivalentă descrisă de aceste ecuaţii și diagrama polară cores- 
punzătoare sînt prezentate în figurile 8.1.4, a si 8.1.4, b, din care rezultă si 
semnificațiile celorlalte mărimi ce intervin în ecuațiile de mai sus. 


Fig. 8.14 


Raportarea (reducerea) mărimilor la una din ínfágurári. Schema echivalentă 
cu bobine cuplate din figura 8.1.4, a se poate înlocui cu o schemă echivalentă 
cuadripolară, dacă se raportează toate mărimile la una dintre înfășurări. 
Din punct de vedere fizic aceasta ar putea să însemne găsirea unui transfor- 
mator echivalent cu transformatorul dat, avînd raportul de transformare egal 
cu unitatea și păstrînd bilanțul energetic pentru puterile active şi reactive. 
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Dacă №, si N, sînt numerele de spire ale înfășurărilor primară și secundară 
și dacă se face raportarea la înfășurarea primară, mărimile raportate sau 
reduse distinse prin accentuare se definesc astfel: 


Д NY 2 NS 
Rs = (2 Rai an = x) Xm 
к= (8): v4 - бы (6117) 
А 
d N, 
Un =È Uus = Uus 0, 


Ecuafiile teoriei tehnice a transformatorului exprimate cu márimi raportate 
sint: 


lo = 1, — 2 = 1, +1 We. t aus 
Un = Rl, +}Ха» + Us (8.18) 


Ui = Ri; + jXinls — Uu = — 20305 


Schema echivalentá corespunzátoare si diagrama polará sint date in fi- 
gurile 8.1.5, a şi 8.1.5, b. 


Fig. 8.1.5 


Predeterminarea experimentală a elementelor acestei scheme echivalente 
se face prin o încercare în gol si una în scurtcircuit. 

La încercarea în gol, care se face alimentind de exemplu primarul trans- 
formatorului cu tensiunea nominală și lăsînd secundarul deschis (în gol), puterea 
activă absorbită este practic egală cu pierderile în fier, iar căderile de tensiune 
din primar sînt neglijate. 

Se determină astiel raportul de transformare: 

D = Va ow (8.19) 
N, Um б» 
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n= 


$i parametrii transversali: 


Rae œ m ; Ха = Du sin Quo (8.20) 
о io 


unde: Оо $i Озо sînt tensiunile la borne la mers în gol; 


Py — puterea activă primară absorbită la mersul in gol; 
Io — valoarea efectivá a curentului primar la mers ín gol; 
910 — defazajul dintre Uo si Ij. 


Valorile Rre. $1 Жш» pot fi eventual corectate iterativ tinindu-se seama de 
căderile de tensiune din primar, utilizînd în acest scop procedeul expus la 
bobina cu miez de fier. 

La încercarea în scurtcircuit, tensiunea de alimentare primară se alege astfel 
încît înfășurările transformatorului să fie parcurse de curenții nominali Л = 
= Ii Du, = Iy, secundarul fiind scurtcircuitat. 

În acest caz pierderile în fier sînt neglijate în raport cu cele în cupru, schema 
echivalentă și diagrama transformatorului (numite în acest caz și diagrama 
Kapp) reducindu-se la cele din figurile 8.1.6, a si 8.1.6, b. 


Rezultá deci: 
Pa = Py, = (Ri + Ri) S 


Хаа + Xin = (=) - (R, + К) (8.21) 


Separarea celor două rezistențe se face prin măsurarea directă cel puțin a 
aneia din ele. Se admite de obicei Хз = Хаз. 


8.1.2.3. Randamentul transformatorului. La funcționarea în sarcină se 
determină prin relația: 


P, = Сы1, cos Ф 
Р, + Pre + Po, Оьз cos Ф + Pre + Pou 


" 


(8.22) 


8.1.3. MAŞINA ASINCRONĂ POLIFAZATĂ 


Mașina asincronă polifazată este o maşină electrică de inducție al cărei 
inductor (de regulă stator) este alcătuit dintr-un circuit magnetic echipat cu o 
înfășurare polifazată alimentată cu un sistem polifazat de tensiuni si al cărei 
indus (de regulă rotor) este alcătuit dintr-un circuit magnetic echipat cu o 
înfășurare polifazată scurtcircuitată sau debitînd pe un receptor (de regulă 
rezistiv) polifazat exterior. 

Înfășurarea inductoare polifazată alimentată cu curenți polifazati produce 
un cîmp magnetic învirtitor care induce în înfășurarea inductoare atunci cînd 
aceasta, este închisă, un sistem polifazat de curenți. Ca urmare a interacțiunii 
electromagnetice dintre indus și inductor, rotorul mașinii se pune în mișcare 
cu o viteză cu atit mai apropiată de viteza cîmpului învirtitor inductor, cu 
cît mașina este mai puţin încărcată. Deoarece chiar atunci cînd mașina functio- 
nează în gol nu pot fi eliminate pierderile mecanice și pierderile în fier și în 
înfășurări, viteza de rotație nu poate atinge practic viteza cîmpului invirtitor 
inductor numită și viteză de sincronism, fapt care a condus la numele de asin- 
cronă atribuit acestei mașini. 

Teoria fizică a mașinii asincrone poli fazate de construcție simetrică și funcțio- 
nind în regim echilibrat se face studiind ecuaţiile numai pentru una dintre 
faze și utilizînd inductivitățile ciclice proprii și mutuale. 

Aceste ecuaţii sînt: 


Un = (В, + joLu) Ia + јә. = (Rs + )Xu) Da + iXale зз) 
0 = (È + joLa) L + јә (E + 1) аја 


în care: 


s fiind alunecarea mașinii, и, fiind turafia de sincronism, iar ж turatia reală 
a mașinii. În R, e inclusă și rezistența reostatului de pornire atunci cînd 
acesta există. 

Cuplul mașinii are expresia: 


niv =, (8.24) 


unde: 


este coeficientul de dispersiune al infágurárilor maşinii. 
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Cuplul maxim se obține la 
alunecarea 


S= 3м = (8.25) 
E 


în care: mg este numărul de faze 
ale indusului ; 

Ф — numărul de pe- 
rechi de poli. 

Cu ajutorul mărimilor Są si Мы ecuația cuplului poate fi transcrisă astfel: 


Ma _2Мм_ (8.27) 


Fig. 8.1.7 


Curba M = M(s) este reprezentată în figura 8.1.7, în care se indică și diferitele 
regimuri de funcționare posibile ale mașinii. 


8.1.4. MAȘINA SINCRONĂ POLIFAZATĂ 


Mașina sincronă polifazată este o mașină de inducție al cărei inductor 
(de regulă rotor) este alcătuit dintr-un circuit magnetic cu poli alternati 
echipat cu o înfășurare de magnetizare de curent continuu (înfășurarea de 
excitație) și dintr-un indus (de regulă stator) format dintr-un circuit magnetic 
echipat cu o înfășurare polifazată de curent alternativ. 

În toate regimurile de funcționare normale viteza de rotație a rotorului 
față de stator este constantă și egală cu viteza de sincronism, de unde si 
numele de mașină sincronă. 

Ca “urmare a mișcării relative sincrone dintre inductor si indus, cîmpul 
magnetic învîrtitor al inductorului induce în înfășurarea indusului un sistem 
polifazat de tensiuni electromotoare alternative cu frecvența corespunzătoare 
turatiei de sincronism: 


= T, in Hz (8.28) 
unde: р este numărul de perechi de poli; 
по — turafia de sincronism în rot/min. 
Consideraţiile care urmează privesc mașina sincronă cu inductor cu poli 
înecaţi (neaparenfi) de construcție simetrică si funcționînd în regim echilibrat. 


Fig. 8.18 


Mașina sincronă poate funcționa independent numai în regim de generator. 
Ecuația de funcționare pentru o singură fază este în acest caz: 


U, — Us - RE jX,L (8.29) 


unde: 

U.o este tensiunea electromotoare indusă de fluxul inductor; 

R — rezistenţa înfășurării induse; 

X, — reactanfa sincronă a mașinii obținută prin însumarea reactanţei 

ei ciclice cu reactanfa de dispersie. 

Schema echivalentă și diagrama polară corespunzătoare ecuației de mai 
sus sînt prezentate în figurile 8.1.8, a şi 8.1.8, b. De regulă R< X, 
(mai ales la mașinile de mare putere), diagrama polară luînd aspectul mai 
simplu din figura 8.1.8, c. Consideraţiile care urmează au în vedere această 
simplificare care păstrează fenomenele esenţiale în funcționarea mașinii. 

Ecuația caracteristicii externe a mașinii sincrone este ecuaţia curbei U, = 
= U,(I) la defazaj si curent de excitație constante. 

Forma implicită a acestei ecuaţii este: 

оь 2 1 Ui: ЙҮ 

— — 2 —.—-sine = 1, 8.30) 

wed ек rta e) 
care reprezintá o elipsá. Pentru dife- 
rite defazaje o si diferiți curenţi de 
excitatie (deci diferite valori ale 
tensiunii electromotoare U,,) se ob- 
tin familii de elipse (fig. 8.1.9). 


Cuplul şi puterea electromagnetică 
ale maşinii 


„Puterea electromagnetică a mași- 
nii, adică puterea activă transmisă 
indusului este: 


Ры = mU, cos ф = mg 209, 
а 


(8.31) Fig. 8.1.9 
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iar cuplul electromagnetic are expresia: 


Pint _ тр Шей» . 
Mm a PP Ue 8.32 
ОЗ аб т. sin 0, (8.32) 


unde ф este defazajul dintre tensiunea electromotoare și intensitatea curen- 
tului, iar 0 este defazajul dintre tensiunea electromotoare U,, si tensiunea 
la borne U,. 


8.2. BOBINA CU MIEZ DE FIER 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 8.1. Sá se calculeze pierderile prin curenti turbionari in miezul 
de fier din figura 8.1, știind cá este executat din tole silicioase de 0,5 mm 
izolate cu lac (coeficient de umplere al secțiunii transversale k, = 0,92) 
avînd y = 7,8 g/cm? si р = 1,26: 1070 m la 20°C. Bobina este alimentată 
cu o tensiune sinusoidală la 50 Hz, care stabilește în miez inducția maximă 
Ваг = 1,6 T. 


Solufie : 
Masa miezului este: 


m = 7,8. 1073(25+25 — 15.15) 5 - 0,92 = 
= 7,8.4.0,5.0,92 = 14,4 kg 


10- 25- 10-8. 25. 102. 2,56 


Pp = Af? Bla 


брү 6-1,26-10-7.7,8 
E 4 
kg 
Fig. 8.1 P, = m- pr = 0144x271 = 39W. 


Problema nr. 8.2. Să se determine exponentul » și coeficientul din relația 
lui Steinmetz pentru calculul pierderilor prin histerezis pentru o tolă de 
transformator, știind că la B,,,, = 0,6 T aria ciclului de histerezis corespun- 
zător este 5; = 5,75 cm?, iar la Baze = 0,8 T aria respectivă este 5, = 9,1 cm?. 
Scările la care este trasat ciclul de histerezis sînt а = 0,1 [T/cm] si b = 
= [т în sistemul MKSA rationalizat. 

47 | cm 

Stiind cá densitatea acestei tole y = 7,6 g/cm?, să se determine la inducțiile 

maxime respective si pierderile specifice prin histerezis la frecvența f = 50 Hz. 


Soluţie : 
Wy, = Sa" 2-b = Baa 


Wy = Sana: a: b = Bia 


= 


S; 9,1 
n зн _ "ъв ca = 1,615 
В, 0,8 0,124 
Ea rr 
mo Smeeni cm 
Pai = Sm ©®Ї <= 5,75 ме = 0,301 Е 


Sm w 
= № = 0,476 —. 
Pm Sin $m = 0, м 


Problema nr. 8.3. Să se determine pierderile specifice рр si p din tolele 
silicioase știind că la aceeași inducție maximă B,,, pierderile specifice în 
ie Pre au valorile pra = 1,5 W/kg la f, = 50 Hz și pre = 4 W/kg la f= 
= 100 Hz. 

Să se calculeze de asemenea Pre, Ён $i Ёт la fs = 60 Hz pentru aceeași 
inducție maximă B,,,. 


Soluţie : 
[+ = Pufu + krfè к. is = kg 50 + kp 50? 
Pra = kufa + krfè 4 = ky 100 + kp 100? 
d $—4 2 2. 1092 © 
2.50 100 kgHz 
Б 31 = 21000 
2-50: 5.10% kg- Hz? 


Фи = 207.50 = 1 [W/kg]; Pn =05 5 


Фи, = 2° 10- 100 = [К]; Pra = 2 È 


fus = 2: 10"2-60 = 1,2[W/kg]; r = 2-107 3,6: 100 = ол 
8 

WwW 

= 1,92-— 

p a 


Problema nr. 8.4. O bobiná montatá pe un circuit feromagnetic omogen, 
de secţiune constantă, este alimentată de la o sursă de tensiune sinusoidală. 
Ştiind că rezistența bobinei şi fluxul de dispersie se pot neglija, se cere să se 
calculeze pierderile globale în fier Pres la f; = 100 Hz si o tensiune de ali- 
mentare efectivă de U, = 400 V, dacă la /, = 50Hz si U» = 200 V se 
măsoară Pra = 400 W, iar la f, = 25 Hz și U, , = 100 V se măsoară Pre = 
= 150%. 
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Solufie : 
Se știe că în ipoteza de mai sus U, = 4,44 f- S- №. В, unde S este secțiunea 
netă a miezului de fier și N numărul de spire. Se observă că: 


Rezultă imediat că: 
Bussi = Baasa = Baers = const. 


Se pot aplica atunci relațiile: 


p, Profi Prat _ VW 

II A Ata A н 
k Prafs — Profi — 200 — 8.102 № 
Е ТҮЙ — 1) 2 500 Ha 


Deci: 
Prea = kyfa + pfi = 4-100 + 8- 1072. 10* = 1200 W. 


Problema nr. 8.5. Schema echivalentá a unei bobine cu fier la care se negli- 
jeazá rezistenfa interioará si fluxul de dispersie este datá in figura 8.5. Se 
cere să se calculeze, în valori efective dependența U, = {(1) ţinîndu-se seama 
de forma exactă a curentului de magnetizare i, știind că: 

— în domeniul care ne interesează legătura dintre H si B poate fi scrisă 
analitic astfel: H = «B + ВВ5 cu a = 65 si B = 270 în MKSA rationalizat ; 

— tensiunea de alimentare а bobinei este 4, = ZU, sin ot cu o= 
= 314 rad/s; 

— fluxul prin miezul de fier nu are componentă continuă, iar la analiza 
armonică se vor reține numai armonicele 1 și 3; 

— date constructive: numărul de spire N = 200, secțiunea netă a miezului 
S = 30 cm?, lungimea sa medie / = 70 cm. În schema echivalentă se va 


: 104 
considera Rre ECTS О = const. 


Soluţie : 
Din teorema lui Ampère, Н ·1= №. ї,, rezultă 4, = Н + . Din legea induc- 


ției electromagnetice, 4, = 2, rezultă Ф = NBS = | и, d/, unde constanta 
de integrare s-a omis potrivit ipotezei din problemă. 


t Deci: 
‚ {ъа 
е yu Ber 921 — _27% cos wt 
SN SN SN 
Up [^ Ly ” 
1 лү2шщ ві (Vzu, 
ъ= H= ayan cos ot + 57 nn cos ы] 


inë тү iB i 
Fig. 85 Dar sin: et = u sin ot т sin 3of + ... 


Ínlocuind оѓ =% — at se obține dezvoltarea Fourier a lui соз оѓ. Intro- 


ducînd dezvoltarea. lui cos оѓ în expresia lui 7, şi reţinînd numai armonicele 
1 si 3 se obține: 


К, 4 " E 
în = im Sin (4-2) — I, sin (st — F , 
unde Jim si sm rezultă imediat prin identificare: 


__al Үш , 5 BL [V2U.)* 
Iim = SN: im S el 202) 


rai) 


În cele ce urmează se va lucra, pentru simplificare, cu aceste notații unde 
se vede că intervine explicit U,. În sfirșit: 


М Ui Fiy A 
ire = ——› iar i= 4, + ir 
^. Re Y ju" 


et " Lu]. а aa ] _ 3 
i= Desin (ot jt sino Ian sin (3t =) 


De aici rezultă valoarea efectivă a intensității curentului și deci depen- 
denfa căutată: 


1- f5(n- 2 n) 


Ínlocuind expresiile Г,,, si Zam de mai sus rezultá: 


E al 5 р Uy, 1 pa Ub 
1- V Tz SINE ar "Pags 02100 IONII” * cate U, = f(U,) 


Dind valori numerice lui U, între 0 şi 300 V se poate obţine graficul cerut. 


Problema nr. 8.6. O bobină cu miez de fier este legată în paralel cu un 
condensator nelinear avînd ca dielectric titanat de bariu (v. fig. 8.6). Ansam- 


blul este alimentat cu o tensiune sinusoidală 4, = VZ U, sin of, la frecvența 
f= 350 Hz, iar и, poate varia între limitele 0... 800 V. t te 

În acest interval, legătura dintre fluxul total prin 

bobină și curentul ce o străbate se poate scrie і, = 

= K10 + К,Ф (unde K, = 0,38 și K, = 12,1 în u, 

MKSA rafionalizat), iar legătura dintre sarcina 


condensatorului și tensiunea la bornele sale are 44 
forma q = ay, + au (unde а, = 3,6: 10? si 
а, = + 2,6: 10712, în MKSA). Fig. 8.6 
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Se cere să se afle expresiile valorilor instantanee ale lui î,, îe şi î, ca și depen- 
denfa î,, ic, I = f (0,), în limitele date mai sus. În calcule se vor retine 
numai armonicele 1 si 3, se vor neglija pierderile de putere activă si fluxul de 
dispersiune (v. si schema echivalentă din figură). 


Soluţie : 
: а du dui d 
d = 2 = 8. Ha; i, = КФ + K0 
Ф = {а= = 1205 cos o, 


(neglijînd ca și în problema precedentă constanta de integrare); 
Atunci, ca și în problema precedentă: 


= Edd sin (o — =) #95 (22) sinë (= — =) 


= VZ 1, sin (s — $) - VZ s sin (30t — =), (0 
unde: 
К» | 5 K, Poy х 5 K, ( Ү20ь\5 п 
„= A "ias ȘI da TE is (I1) 
si "= 
I, =, + 1$, = (U)) ш) 


Relaţiile (I), (II), (III) rezolvă prima parte a problemei dacă se fac înlo- 
cuirile numerice. În mod similar, pentru curentul î,: 


DELIA > + Say Se — 200,4, cos ot + о 3as(/2 U,)? cos wt sin? e, 


insá 
cos of sin? o£ = cos ut — cos? ot = ueni 
Deci: 
i, = VZ 1, cos ot — [2 1, cos 30t (ІУ) 
cu 
Io = eU, + VE y v2 Up şi Iu = 20%, V) 
jar 
Ie = Үн, + B. = 103). (V 


Expresia curentului total este deci: 
i—d,-d,—)y2[—1, cos et — Ig, cos Зо? + I4, cos ot — I, cos Зо] = 
= VZ (I, — I5) cos at — (Ig; + Is) cos 3t]. (VID 


și 


1 = Vaz — Tu) (az + 133* = (0) (уш) 

Problema пг. 8.7. În cazul din problema precedentă să se determine: 

4. Valoarea efectivă U, la care se produce rezonanța pentru armonica 1, 
respectiv armonica 3 pentru f == 350 Hz. 

b.'Considerind U; —.300 V,;se, сег frecvențele tensiunii de alimentare 
pentru care se obține rezonanță рејагтопіса 1, respectiv ре armonica a treia. 
Indicaţie : Fiind un montaj fmpáralel, rezonanță este de curent. 

Tinind seamă de relația ЧУН de observă că: 

— rezonanţa pe armonica 1 эпе pentru Ic — Г, = 0 (IX) 

—íirezonanfa ре armonica а Уза е obține pentru sc + Ign = 0 

Ultima condiţie poate fi satisfăcută doar cînd а, < 0 (ceea ce nu este cazul 
nostru) cum rezultă din (V). Înlocuind în aceste condiții în relația (IX), 
relaţiile (II) si (V), se obține cu datele numerice din problemă: 
a) U, = 350 V si 1 160 V pe armonica 1, respectiv imposibil pe armonica a 3-a. 
b) fi= 368 Hz pe armonica 1, respectiv imposibil pe armonica a 3-a. 


Problema nr. 8.8. O bobină cu miez de fier este alimentată la tensiunea 
u, = VZ100-Sin 314 7. Știind că: rezistența ohmicá a bobinei e R = 0,5 Q; 
геасќапа de dispersie este X, = О; puterea activă totală consumată este 
P — 200 W si valoarea efectivá a curentului absorbit este 7 — 10 A, se cere 
să se afle: valoarea efectivă a curentului echivalent de magnetizare 1,; fac- 
torul de putere echivalent la borne; cos Ф; tensiunea efectivă utilă U, indusă 
de fluxul util în bobină. Ч 


Solutie : 5 
Se уа utiliza schema echivalentă și diagrama polară din figura 8.1.2, с. 
i Р = Po + Pre = RIS 4 Ul, = 200 = 50 + U,L,. 
Deci: 


i P 200 
Pg = 150W; сф 9 = VIT 00-10 = 0,2. 
т " 


Din figura 8.8. rezultă apoi: + 

U U, — RI cos 9 — X,I sin ф = 100 — 5 - 0,2 — 10 + 0,98 = 89,2 V 
i Uu = — RI sing + Xal cos o = 
= — 5.0,98 + 10-02 = — 29 V 


U, — lUi, + Us, = 90V; 


1, = ү12 — 2 = ү100 — 2,8:09,85 A. 
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D=E mm Problema nr. 8.9. Pe un miez toroidal de 
secțiune dreptunghiulară (fig. 8.9) executat 
din tole de permaloy — la care se poate 
considera u = 125- ug — este bobinată uni- 
form o înfășurare. Sá se deducá numărul de 
spire si rezistenta echivalentá R, (fatá de 

de SUnm bornele de alimentare la frecvența f, —250 Hz 

Fig. 8.9 $i fa= 5000 Hz, ştiind cá la aceste frec- 

vente factorul de calitate al bobinei (másu- 
rat) are valorile 100 si respectiv 310, iar inductivitatea echivalentă 
(másuratá) 20 mH. 


Solufie : 

Prin definiţie Q = эч 
Deoarece avem un bobinaj pe un tor, se pot neglija dispersiile de flux magnetic, 
astfel că: 


h=20 


› unde L, si R, se referă la bornele de alimentare. 


D-a 
зї, = NA = NE cu : 
а= 7 (D +0) 
= | Сета _ i 
у= us 296 spire 
Ros Ale m 28250: 2-10 „0.3140 
Aaa, 100 zd 


Ra = ЭЧ = 29:50:20" | 2,040, 
0, 310 


Creșterea acestei valori cu frecvența este legată de sporirea pierderilor 
în fier la mărirea. frecvenţei. 


8.3. TRANSFORMATORUL ELECTRIC 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 8.10. Un transformator monofazat are o putere aparentă 
nominală Sy = 11 MVA si o tensiune nominală primară (Гу = 110 kV. 
La mersul în gol și alimentare cu tensiunea nominală, curentul de mers în 
gol Ге este 3% din cel nominal, iar pierderile de mers în gol Po = 0,3% 
din puterea aparentă nominală. La încercarea în scurtcircuit, Т are Vrye 
nominală Ui. = 10% din valoarea nominală, iar Pi, reprezintă 1% din 
puterea aparentă nominală. Presupunind cá R, = R; şi Хаз = Ж, să se 
deteinine. parametrii schemei echivalente a transforma torului (fig. 8.1.5, a). 


Dacă transformatorul are raportul de transformare n = =з, se 


cere să se determine Ra, X,5 $i Озо. * 
Solujie : 


Se folosesc relaţiile: 


к. 3 Sw 3 1-1 
fec Iy 100 Um 100 11-10 a 
mm a 03. 11100 =:3,3+ 
Pro = 22. Su = 93. 11:10 = 3,3- 106 W 

10 
Um = 39. Us = 110 Y 


Pue us Si = 11-10%W 


Po (o 33-00 p». 
COS Po = Um Ie ^ 1210-3 0,1; sin 9,9 = 0,995 
Re de = 367100 
"X. Сил, a — 0,995 
COS $us = ires 1.108100" 015 Sin gus — 0; 
Pise _ 11-10% 
—2Ё; 3 Be ИМЕ „луд 
Re =2R = pia = 11 
= Е; = 5,50 
m 2X,4 = Оа Ц. 1100, 
Хы = Pa = 


Xan = Хш = 55 0. 
În aceste calcule s-a considerat sin 9,9 = sin 94,21. 
Se mai obțin: 
bu 5 


R: 20,550 
m 31s 


ZI Xá: 
Xin = 2255 о 


= Vima 010 
Um — hh o T. = ЗУКУ. 
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Problema nr. 8.11. Un transformator monofazat are parametrii schemei 
echivalente cu următoarele valori: = 5,5 0; X,,—54,550; R,—0,560; 
Xan = 5,5 0; Rre > Q; х, L О; 1— 3,14. El alimentează un recep- 
tor inductiv avind cos o, — 0,8, consumind la U,, — 35 kV un curent 7, — 
— 300 A. Sá se construiascá diagrama polará a transformatorului functio- 
nînd în aceste condiţii si să se determine pe baza ei Usa, În, cos ga și randa- 
mentul. 

Soluţia : 

Construirea diagramei pe baza figurilor 8.1.4, a şi b nu prezintă dificultăți, 
Ea se poate face la scară sau principial (urmînd să se facă proiecții pe două 
axe ortogonale, pentru a deduce apoi relaţiile analitice necesare), 

Se obţine în final: 


I,—977A; U„ = 117,3 КҮ; cosg, = 0,75; у = 98%. 


Problema nr. 8.12. Se dau două transformatoare identice avind я = E = 3. 


Й 
Ele se leagă astfel: primarul primului în serie сц secundarul celuilalt, iar 
tensiunea care se aplică la bornele primare 1—1' este U, = 100 V (fig. 8.12); 
secundarul primului transformator în serie cu primarul celui de al doilea, 
iar bornele rezultante 2—2' rămîn în gol. Între aceste borne va exista o ten- 
siune efectivă U,. Să se determine această tensiune, știind cá se pot neglija 
căderile interioare de tensiune si că tensiunea de alimentare este sinusoidalá. 


Solufie : 
În aceste condiţii tensiunile primare și secundare sînt în fază. Avem: 
U, — Ul + Uit 0 
U: = ОЬ + Ul. UD 
Dar, 
Ор = ть şi Ий = VE UA = nUi. (ш) 


п 


Deci, înlocuind ре (111) în (I) si 
(II) avem: 
U, = ОЩІ + n°) > Ой = 
U, 
14 n 


n 


ETT 


я Ui =U, 


U,— Uh + UC 


ДЕРТ. i us 
Urna Eier ОНУ 
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Problema nr. 8.13. Două transformatoare monofazate T! și TU, de con- 
structie diferită, funcționează în paralel alimentind un receptor care are impe- 
danta Z, și absoarbe puterea aparentă S,. Se cunosc: tensiunile nominale 
secundare ale celor două transformatoare U&y si Ну; curenții nominali 
liy și Пу; puterile aparente nominale S si Sy ; rapoartele de transformare 


1 т 
m Si nu (unde vom nota aici m = i și nn =; tensiunile de scurtcir- 
cuit Ui, si Ui; impedantele Zz, si Zu frecvențele nominale sînt egale. 

Neglijindu-se curenţii de magnetizare și pierderile în fierul transforma: 
toarelor, se cere să se determine: 

a) valorile curenților debitati de cele două transformatoare ; 

b) puterile debitate de cele două transformatoare; 

c) tensiunea care se stabileşte la bornele receptorului. 


Solutie : 

а. Se reduce la secundar fiecare din trânsformatoare. Schema echivalentă 
a primului transformator, de exemplu, este dată în figura 8.13, a sau mai 
concentrat în figura 8.13,5, unde s-au notat cu Z! si 21 impedantele de scurt 
circuit ale transformatorului văzute din secundar, fără a mai pune indicele 
„2 sc". 


Zi = (m RE + Ri) + JOX ie + Xin) 


$i similar 
21 = (n RP + RP) + ](1Хй„ + Xa) 
müde dub sb zr M 2 
Ret E top at x 
Kc y | 
Ы? ы | А 
à 
QM 
b 


Fig. 8.13, a, b, e, d. 
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Schema echivalentă a celor două transformatoare, lucrînd în paralel, este dată 
în figura 8.13,c, respectiv în figura 8.13,d. 
Aplicînd ultimei scheme teorema а doua a lui Kirchhoff, se obține: 
mU; = Zi: I5 + 2418 + 180) 
"uU, = 29:19 +248 + 15). 
Rezolvind din aceste ecuații pe Ii si ЈЕ, făcînd notația N = 212и + 
+ ZZ, + ZUZ, se obține: 


L= uz [e + (m — m) A 


N 
() 
ZI 2, 
i-o [AE -m E] 
Curentul absorbit de receptor va fi: 
= В+ =U mE, (1I) 
Cu aceastá expresie, se poate scrie din (I) dupá transformári: 
1 U, т022, + 21) — mZ, + 2) _1 
G let iz T x 1 uri 
(ш) 
1 u, 22, + ZU) — niQZ, + 21) _1 
В 1,2-0 LO =L i 


Termenul egal și de semn contrar care apare în ainbele expresii (III) se 
numește curent de egalizare. El este un curent de circulație interioară între 
înfășurările secundare ale transformatoarelor (vezi săgețile punctate din 
figura 8.13,с) si realizează egalizarea tensiunii la bornele secundare. Aparent, 
din (III) rezultă cá Z, ar depinde de sarcină (prin intermediul lui Z,); în 
realitate, dacă se ține seama cá Z! și 21 sînt mult mai mici decît Z,, ele pot 
д neglijate de la numárátorul expresiei (III), iar produsul 2121, de la numitor. 

eci: 


= ni — nir 
1,20 zu qv) 


independent de sarciná. 

În același timp se observă din (III) că si la mersul în gol, (adică Z, = 0; 
2, = оо), fiecare din transformatoare nu este propriu-zis în gol căci curenții 
secundari nu sînt nuli, ci au valoarea: 


Lp ЛЫШ a уа ру, RL лп 
DU PE şi Bs- a 


adică І,,. Se vede de asemenea că dacă transformatorul I debitează energie 
prin secundar, transformatorul II absoarbe energia prin secundar și debi- 
tează prin primar. 


b. Repartiția puterilor pe cele două transformatoare. Avem: 
S —Uji; Su= UIF; 5,= 001, = Р, — }0, 
SI te DH р А у и... 
Su Ip' $ IL G+? S ДЦ 
Introducínd aici expresiile curenților 7; si 117 din ecuaţiile (I), avem: 


51-5, 21 + (n — ап) 2, 
Б mU npn! 


L-p—j 


(V) 
H nuž! — (m — лп) 2, ^. py. ign. 
E 5, "12% + пц21 " 30 


Se observă că puterile debitate sînt invers proporționale cu impedantele de 
scurtcircuit (relativ). Se pot da însă expresii mai uzuale în funcție de 'puterile 
nominale și tensiunile de scurtcircuit ale celor două transformatoare: 

Să = ШЫП» și Sy UBI 


mU = Zi. Şi muie = ZUhy. 


Rezultă: 
gy mUENUL. д Plita Uie 
"Tum E Sy 


(VI) 
Su ЛИШИМ». Zu = лий О, 
Sp MAR, Zu = тиса 


Introducind (VI) in (V) se obţine în final valoarea puterii aparente (con- 
jugate de fapt, dar nu s-a mai trecut asteriscul,) cu care se încarcă fiecare: 


51= 5,. 


(уп) 
UE e тт. 
Su = sS, O A n 
T ip Ve yg UR 
Via BURN e 
Sk SN 
c. Tensiunea la bornele receptorului 
Us = 51, = 2, Etm y, (УШ) 
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Din analiza expresiilor (I), (IV), (VII), rezultă cá pentru funcţionarea în 
bune condiții a două transformatoare, este necesar ca: 

— pentru dispariţia curentului de egalizare (care poate depăși de multe 
ori curentul nominal), trebuie ca transformatoarele să aibă același raport de 
transformare: nı = m; IX) 

— făcînd în (VII) эң = «i; se vede cá, pentru a obţine o repartiție a puteri- 
lor, proporţională cu puterile nominale (în ipoteza cá avem ОБу = ИҢ și luate 
ca origină de fază) este necesar să avem: 


а lm 
Ui, = Ux. 


Rámine atunci: (X) 
E Sy 
1 5 ME - у 
Sss; scs 
Su + SN Sy + SN 


Rezultatele IX si X sînt fundamentale la funcționarea în paralel. În sfîrșit, 
pentru a simplifica analiza relaţiilor (VII), se admite — în special la trans- 
formatoare de putere relativ mare — că triunghiurile de scurtcircuit ale 
transformatoarelor sînt asemenea. În acest caz se pot considera I5, Г si 1, 
(respectiv S*, S™ si S,) ca fiind în fază. 


Problema nr. 8.14. Două transformatoare monofazate construite pentru 
tensiuni primare și secundare egale,pentru aceeași frecvență și putere aparentă, 
avînd rapoarte de transformare egale, sînt legate în paralel. Se cunosc impe- 
danţele lor echivalente de scurtcircuit (reduse la secundar) Z* > Z'*. Se cere 
valoarea impedanţei 2 = R + jX care trebuie legată în serie cu primarul 
celui de al doilea transformator pentru ca puterile active și reactive debitate 
58 transformatoare să fie egale. Se neglijează curenții de magnetizare și pier- 

erile în fier. 


Soluție : 
Este nevoie ca S" = S™ respectiv x = 1. Atunci din (V) din problema 


precedentá avem: 


51 Zu 
ŽŽ == =l, 
E Z: 
se notează: 
E 
N 


Deoarece 2" < Z", adáugind impedanta Z (redusă 
la secundar), ea va trebui să satisfacă 22,2 = 7*— 7". 
Deci: 

MaR + Însă = (Ri + RD — (URP + Кр) + 
F jX + Хы) — 0. Ха + Ха). 
De aici: 


i A 
U, Exc RL тт RE 
e Кеа A E az, 

i 

Хх = хь + 20а — ху, — E 

m XI nir 


Problema nr. 8.15. Un transformator monofazat este supus celor două încer- 
cări tip: la încercarea de mers în gol se măsoară: U, = 10 kV; Р, = 200 W; 


Io = 0,05 А; n= Imc 100. La încercarea de scurtcircuit se măsoară: 


b20 
Iane = 100A; Uy, = 1045 V; Pyre = 300 W. 

Transformatorul lucrează apoi în sarcină nominală pentru U,, = 10 kV 
şi Ia = 180 A la cos o, = 0,75 în secundar. În aceste condiții să se calculeze: 

a. Variația de tensiune a transformatorului ; 

b. Tensiunea secundară U,, și curentul primar J, luînd pe U,, ca origine 
de fază; 

c. Randamentul. 
Solutie : 


Se calculează comportarea în sarcină prin predeterminarea pe baza acelor 
încercări tip: 


1, 100 
V iei КЕЛТ ELA 
EE ОЬ |, Аел уед е 6 rr 
COS ue — le lus 1005-1 Q285; sing, = 0,95; qu, = 7330 
Rue = s COS gu. = чна 0,285 = 3000 
m 
1045 


Xise Uve sin Pie = 0,95 = 10000 
Tue 1 
ie 20 cant 
Е R à 
Tan den нЕ 030 


905 19 


a. Variația de tensiune a trans formaltorului 


cos pa = 0,75; sin, = 0,66; ф = 41730" 
АШ» = Ry; COS pa + Хы sin oy = ie (300- 0,75 + 1 000 - 0,66) = 1600 V 
Uis = Uy — AUI, = 10 000 — 1 600 = 8 400 V 


Uy = Va = 84V; 3V, = 16V. 

b. Diagrama de funcționare în sarcină. Se poate trasa pe baza datelor obti- 
nute pînă acum ținînd seama de figura 8.15. Se deduc din ea, pe bază analitică, 
unghiurile 8 și 9; cît si mărimea lui 7,. 

Din figura 8.1.6, b: 
Nuselg cos Фа — Rasela sin Фу 
Un 


Szarctg AUR 
Un 


5°30'. 


arc tg 


Din figura 8.15: 


= Фіо — P2 = 66%30' — 41°30' = 25°. 
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~ et geli Se aplică teorema cosinusului (Pitagora generali- 
zată) în triunghiul format de curenții I}; Io; lj. 
Avem: 
Ti = 12 + Bo + 2I; cos ү = 1,82 + 0,052 + 


+ 1,8: 0,05 2: 0,94 = 3,425 


І, = [3425 = 1,854. 


Se aplică în același triunghi teorema sinusului: 


р TN 
sin (180 —y) sing? 


Ы sin B = 219 sin ү =-005 0,342 = 0,00925 
1 1,85 


Deci: 


В = arc sin 0,00925 = 25' 
iar din figura 8.15 avem: 
qi = 8 + pe + B = 5°30' + 41730' + 25' = 47°25'; cos фу = 0,736 
c. Randamentul 


а= Uns], соз Фу - 84. 180: 0,75 FE 0,83, 
Шъ, сов  10*-1,85-0,736 


deci: ` 
т = 83%. 


Problema nr. 8.16. Se dă un transformator monofazat de 15 kVA, 400/6000 V, 
50 Hz care, la încercarea de mers în gol a dat Р,, = 100W si Io —2A 
la'U,4 = 6 000 V, iar la încercarea de scurtcircuit a dat Pie = 180 W, 
Usue = 19 V la Ipe = 30 A. Se cere: 

а. Să se determine acel defazaj secundar фз pentru care U,, nu ar varia 
ca amplitudine de Ја mersul în gol la o sarcină oarecare I, indiferent de valoare. 

b. Considerind U,, = 6 000 V = const, să se calculeze valoarea maximă a 
randamentului, puterea debitată în acel caz și valoarea corespunzătoare a 
impedanfei de sarcină. 

Se vor considera pierderile în fier independente de sarcină, 


Soluție : 
a. S-a văzut că din diagrama Kapp rezultă aproximativ: 


AUi, = Riels COS Qa + X,,,I5 sin qa = 0, pentru orice Га. 
Deci: 


adică o sarcină capacitivă R,,, Și X ,, se găsesc din încercarea de scurtcircuit : 


COS Qj, = Puer m = 0,316; sin Pue = 0,943; 


Ui 19 
Rue = T COS qu. = Lr 0,316 = 0,2 Q; 


Xy, 00. sin ous z -0,943 = 0,6 О. 


Rezultă că pentru tg p = — $ s adică 9, = — 18°30' (capacitiv) Uj, = 
= Uis = consti. + a 
b. Valoarea maximă a sandamentului 
ume A.N. 
П REP PR 
El este maxim la acea sarcină secundară P, pentru care pierderile varia- 
bile (fcu) sînt egale.cu cele constante (re). Deci: 


Pyopt* ы 
Яма: = р, тага 24 unide Propi = Оњ" Пу COS Propt: 
Dar, 
Pre = фо = Ruli 100W y |Z- = 224 A. 


Deoarece in problemá se vede că Usa = О,» = 6000 V, e necesar ca sarcina 
să fie capacitivă: 


Pa = — 18730', adică cos Paope = 0,948. 
Atunci: 
Pai = 
deoarece 
di __400_ y 
ау 1 
În sfîrșit, înlocuind mai sus pe Psy. 
РОР: е, o 
mona = РТТ 0,977 sau 97,7%, 
400 
Szept = Ош = 6 000- 22,4+- 20 - = 8 940 VA, 
Dee sa Um sc 30,323 
p = 09 ейн = 4003:е-)0222 О, 


dropt он 


Problema nr. 8.17. La încercarea în scurtcircuit a unui transformator mono- 
fazat de 100 КУА si 230-6 000 V se;măsoară P, = 2 400 W şi О = 330 V 
la Ize = 16,7 A (primarul in scurtcircuit). 

Neglijind curentul de magnetizare, să se calculeze căderea de tensiune 
cînd transformatorul funcționează în regimul I, = 400A la cos 9, = 0,8. 
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Solufie : 
В, + RL—-— . 0,436 = 8,6 О, 


Ui 
Ry = 8 COS Фаз, 
азе 
+ 0 
-0,9 = 17,8 О, 


> Xa + Xr 


Use i 
Хы = Tu, SII Фе 
asc 


2 400 * 
= = 0,436; =0,9. 
330-16,7 Edi 


cáci: 
Рис 
COS Pose = 
700 Urge” Inse 


Deci: 

Абы = I4: Rase” cos Ф + IX ase sin ф = Li (Rose COS Pa + Xs, sin Фу) 
HS A MERC Me ot 

а= e e 40-1534. 


Rezultă: 
AU, = 15,3 (8,6-0,8 + 17,8 0,6) = 271 V. 


sacre 
Problema nr. 8. 18. U: Un transformator monofazat de 30 kVA si 5 000/110 V 
la f = 50 Hz are о secțiune netă a circuitului feromagnetic de 195 cm?. Se 
cunosc: N, = 52 spire; N, = 2316 spire; К; = 7,5 Q; К, = 0,005 Q; 
Lan = 0,055 Н; Laz = 1,28:10'* Н. O încercare de mers in gol indică: 
0,218 A. 


5160 V; P — 5325 W; Lo 


Uno 
Să se determine: 
4. Inducfia maximá ín miez; 
b. Cáderea de tensiune cínd transformatorul debiteazá la tensiunea secun- 
dará U,, = 110 V un curent I, = 228 A, la cos Ф, = 0,8, inductiv; 
c. Factorul de putere, curentul primar si randamentul. 


Solujie : 
a. Inducţia maximă în miez 
Ua = 4,44 NA Baa 


Socotind U,, = 5000 V, avem: 
Boss Ша” ы SU 0,5 T. 
4,44fN,A — 4,44- 50-2316- 195-104 


b. Căderea de tensiune. Se poate folosi metoda grafică sau grafoanalitică 
În cazul de faţă 


(vezi problema 8.11 sau 8.15) bazată pe diagrama polară, 
se dă ca exercițiu această metodă, urmînd să se aplice metoda separării pier- 


derilor (bazată pe teorema conservării puterii în rețele de c.a.). Astfel: 
Yi; 


Pa = Upala COS Фа; 0 = О sin pa; Sa = 
gre = Pio t8 Фо; 


а = Гало; 


Pre = Pro = dat; 
Роз = Е,8; 


Pa; = Pa + fos а = 
Qui = Qs + das 
" E 
Py—Patbbe Su=V x 
la 
Он = Qu + gre 
P, H 
Qi = Qu + da 
Mi PA 
созф = 20; у= -100%; AU, = —— —— 100%, 
' P, Un 
Indicele „i“ indică puterea electromagnetică interioară (activă, reactivă, 
aparentă). 


Rezultatele numerice se sistematizează ca în tabelul 8.1. 
Tabelul 8.1. 


Mărimea, u— T i 
Putere activă Put MN Putere speriată Alte mărimi 


Pa = Шъ. cos o, = | Qe = Uvala sin o. = |5, = VP + Ой =|Uei = nUe = 5160 V| 
= 110: 228: 0,8 = | = 110- 228- 0,6 = (aceasta arată că 
20 060 15 200 Dg, Și qp, măsurate 
Pou = РЫ =261 | qas = oLan l} = м la Ubo = 5100 V 
= 2110 se păstrează) 
Оз = 0. + Фа = 
= 17 310 


Py = Pa + рс 
= 20321 


up 5 |@ = Piot& Pio = |5 — VPR + Qc = COS Qio = 
T = 1000 = 27 700 P os 


Чао — Tio 
= 0,467 
sin Фо = 0,884 


Он = Qu + dee = 
— 18 310 


Primar | pc, = В} = 215 |да 914219570 s, — VPE О = | cosg, = Pt = 0,75 
5, 


P, = ри + Pou = = 28 150 Л 
= 21061 Uy = S 5251 V n = 22.100 = 98% 
1 Р, 
1 
Un — Un 
n 100 52 
-100 5251- 11 7,3%. 
AU. Ups = 110 ( 1-16 0) % 
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Problema nr. 8.19. Un transformator monofazat funcționează în gol sub 
tensiunea primară U,,,— 25 kV si absoarbe P,, = 800 W la I, = 0,1 A. 
Cînd lucrează în sarcină, sub aceeași tensiune la bornele primare, el absoarbe 
І = 2A si Р, = 40 КҮ la О, = 240 У, І, = 195 A și соѕ Ф, = 0,8 
inductiv. Raportul de transformare, măsurat în gol este — c = 100. 


La o sarciná secundará capacitivá ( = —45) el ась în secundar 
Р, = 60 kW la U,, = 25 kV. Se сеге să se determine în aceste condiții: 
Usa, Ii, Ру, cos фу $i randamentul у prin două metode: 

a. prin metoda diagramei polare (propusă spre rezolvare) ; 

b. prin metoda separării pierderilor (rezolvată efectiv). 

Soluție : 

Deoarece nu se cunosc efectiv parametrii schemei echivalente (ci ei trebuie 
determinaţi aproximativ pe baza rezultatelor celor două încercări), evident 
că ambele metode nu vor mai fi exacte (ca la problema 8.11 sau 8.18), ci vor 
da anumite erori de metodă (ca la problema 8.15). 

Se va folosi metoda separării pierderilor, care este mai rapidă. 

— Pe baza încercării de mers în gol, 


P, 800. 
= Py = 800 W; = 21 = aaa > 032 
Pre 10 W; cos oio Uns Па 25-10-04 š 


qre = Pio tg фо = 2370 VAR; tg po = 2,96. 
— Pe baza încercării în sarcină trebuie să se determine Rie si Xie: 
Po, = P, — Р, — pre = 40+ 10° — 240. 195- 0,8 — 800 = 800 W 


Dar: 
АШ» = I, (Ry, cos 9; + Xise sin a) = (250 — 240) - 100 V = 


Acest rezultat putea fi obținut și din condiția de conservare a puterii reactive. 
— Predeterminarea noului regim de funcționare : 


Р, = 60kW; Q,— P,tg Ф = — 60 KVAR 


Р, 
Uil; = Ur 1, = mal олот" 
Шы — Ui & I(R,,, cos ga + Xise sin Ф) = 1; - 0,707 (200 — 566). 
Din aceste două ecuaţii se deduc cele două necunoscute Uj, si I, dacă 
Uy, = 25 000 V. Se vede că U;, > U,,, adică О, > Оз. 
| ба" 1, = 84 800 І, = 3,25 А 
25 000 — Uja = — 2591, ^ | Ui = 26 100 V, U, = 261 V. 


P, = P, pre + Е, = 60 +0,8 429722 — 62,91 KW; 


566- 3, 
1000 


Qi = 0, + gre + Хы} = — 60 4-2,37 + ESZT — — 51,68 KVAR, 


= [Р + 0 = 81,5 КУА; 
COS Фі = 8 = 0,77, capacitiv ; 


m 2: 00 = 0,955 
P, 6291 


Problema nr. 8.20. La un transformator monofazat se cunosc urmátoarele 
mărimi: Uy, Ry Re, Lasa Laz № Şi Na; reluctanta magnetică a miezului 
de бег А, ; pierderile în fier se pot neglija. În secundar se conectează o impe- 
danță Z(R, L, C) Se cere: 

a. Să se calculeze curentul primar 7,. 

b. Să se găsească schema echivalentă redusă la primar. 

€. Să se determine cuadripolul în T echivalent. 

Solutie: 
a. Se tolosesc ecuațiile de bază ale teoriei tehnice (fig. 8.20,a,b) 
Un = (Е, + jXan) Di + Un 

= (Rs Xn) А — 

Um = (Е +jX) h 
Шы = јо NP 
Ша= — jo NO 

(М, + Мы) = Rm: Ф, 

Din acest sistem de şase ecuații cu șase necunoscute : Z,, Za Uros 0,1, 

Uy şi Ф, se deduce: 
I Uy [as БИЗНЕ IMP 5 (В, + RONI, у 
2 = 0м MN 


unde: 
M = RAR + R) – È [m o Мо + aia +021 — zl 


N Ri (oLa {аке a) H R) oL + —- LIIS, + R) ЕМЕ], 
Pal 1) ipei. 


5. Pentru determinarea schemei echivalente reduse la primar: 
[MPR p. = [Mr отр My pa № 
Ri (S Ra: Zn (Re) Lan: Uia = д 


І РА В, I, % 40; 
Krk 
а 


1; 14; 


Fig. 820, a, b 


Met, ШЕ 


Br [n А for D. pm [7] 
Am 
A % 
1-1 
с У RS 
Fig. 8.20, c,d 


Neglijînd pierderile în fier, avem: 
N, 
94 = Nb, = Lua (L+ h)? 


dar, 
Nil, + Nyla 
m 


Schema echivalentă are aspectul din figura 8.20, b. 
c. Cuadripolul în T echivalent: 


Înlocuind în (I) pe U,; si О, funcție de ecuațiile 4, 5, 6 din acest sistem, 
se deduce imediat: 


Un = [Ri + jo (Lan Ж) + jo A 


[S şi rezultă: L, = Ly = A 


Suns 1, 


(11) 
E Us = [R. tio( La + i ТРЕЯ ei; 
Pe de altă parte ecuațiile cuadripolului în T din PM, 8.20, e sint: 
1 Us = (542) h —Zh (ш) 
—U, = (£t Z)h—Zlh 


Identificînd factorii lui J, si 7, din sistemele (II) si (III) rezultă valorile 
elementelor cuadripolului trecute direct pe schema din figura 8.20, d, tinind 
seama cá Z e capacitiv. 


4.8. MAȘINA ASINCRONĂ 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 8.21. Un motor asincron trifazat conectat lua o reţea cu f = 
= 50 Hz se rotește la sarcina nominală cu turatia n,= 1 470 rot/min. Să se deducă 

'uterea nominală a motorului, știind că la puterea maximă de care este capa- 
ba Pu = 2,26 kW, turatia sa este my = 1 440 rot/min. 
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Solujie : 


Deoarece turafia nominală а unui motor asincron e foarte apropiată de 
turafia sa de sincronism, и, = 60 f/p din datele motorului rezultă că aceasta 
este 70 = 1 500 rot/min, cu p = 2 perechi de poli. Atunci: 


g — e — ne 1.500 — 1470 


= 0,02, 
m 1500 
Ses — na 150—140 094 
m 1500 
În general: Н 
Р= OM, deci si Pu = ОМ 
dar, . 
о, = ima | эя: _ 150,75 rad/s 
€ | e 
My = Pia 22%. = 15Nm 
Qy 150,75 
M 523 = 12Nm, 
2,5 
jar 


Py = М 0, = 12 +255 - HL = 1,848 куу. 


Problema nr. 8.22. Un motor asincron trifazat funcționează sub tensiunea 
О, = 380 V între faze și la frecvența f = 50 Hz. Statorul are о înfășurare 
tetrapolară legată în triunghi cu rezistența unei faze R, = 1 О. Rotorul este 
legat în stea si are pe fiecare fază К, = 0,5 Q. La funcționarea în gol se 
măsoară : 

^s 


P,,—225 W; I, —5A; fro = 02 Hz. 


Neglijind pierderile in fier, să se determine: 
a. Factorul de putere si puterea reactivă absorbită la mersul în gol; 
b. Valoarea cuplului de frecări M,; 


`c, La mersul în sarcină cu їп cuplu rezistent exterior se măsoară P, = 


= 1000 W, 7, =6A si f, = 1 Hz. Să se calculeze acest cuplu și curentul 
rotoric. 


Soluţie : 
a. Tinind seamă că Io şi U,; sint mărimile de linie avem: 


2 M 
Y3Un-h, ҮЗ: 380-5 


Qio = 13 Unlo sin фо = [3 - 380 - 5.0,98 = 3 221 VAR 


COS 949 = = 0,0686; sin po = 0,98 


b. Se neglijează pierderile în gol din cuprul гоќогіс, dar se consideră 
cele statorice: 


1,,\2 
фсшо = 3R, fal =1:25=25W 


P, = Pro — beu = 225 — 25 = 200 W = M, · Оң. 


La mersul în gol: 


fiind foarte mică. 
Deoarece p= 2 perechi de poli, 


60.7 


feo iHe = = 1 500 rot/min; Q4 = 2s = 50m; 


M,- A = 127 N m. 


с. fu = 2R, га P= RB = 36У. 


Fi 


Puterea electromagnetică interioară transmisă rotorului, din stator, este: 


P, = P, — фе = 1000 — 36 = 964 W = QU, + М), 


iar în sarcină: 


1 


0,02, Q,— (1—5) % = 49 я, 


з= = 
f 


Mas + M, = = 6,13,  M,4 = 486Nm; 


fos = SP, = 0,02 - 964 = 19,28 W, 


iar 


19,28 
jos = MRA І, | ART 3-05 = 358A. 
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Problema nr. 8.23. Într-o rețea există o instalație cu motoare asincrone 
care consumă Р = 400 kW la cos Ф = 0,55 inductiv. În scopul îmbunătățirii 
factorului de putere se înlocuiesc două motoare asincrone (avînd P, = 80 kW 
$i cos Ф = 0,65, respectiv P, = 150 kW si cos 9, = 0,65) cu motoare 
sincrone. Sá se determine puterea aparentă a motoarelor sincrone care înlocu- 
iesc pe cele două asincrone, astfel încît factorul de putere echivalent al întregii 
instalații să devină unitar. 


Soluţie : 
Pe întreaga instalaţie se cere: 


үт 0,55 


Q = P tg o = 400 EZO = 607 KVAR. 


Fiecare motor din cele înlocuite consumă: 
Q, = P, tg ф = 80 109 = 93,5 kVAR, 


1 — 0,65* 


@ = Pa tg ge = 150 5089 = 1755 KVAR. 


Înlocuind aceste două motoare cu motoare sincrone de putere activă identică, 
în rețea mai trebuie compensat doar: 


Q' = 0 — Q; — 0, = 338 KVAR. 


Se supraexcită cele două motoare astfel încît această sarcină reactivă să se 
repartizeze pe cele două mașini proporțional cu puterile lor active. 


уи, 80 
= 0'—^— = 338 
a U RIA 80 + 150 


= 117,5 КУАК, 


P a0 ый ы 
Qi = 0 Vigo 0 — Qi 220,5 EVAR: 


Se pot calcula deci puterile aparente necesare: 
S, = VP F} Qi = 8027 117,52 = 142 KVA, 


5, = VPF 02 = V1502 + 220,5: = 267 КУА, 


fiecare la: 
cos ф==—®= D = 0,563, capacitiv 
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Problema nr. 8.24. Un motor asincron cu statorul în triunghi și rotorul în 
stea este construit pentru o tensiune primară de 380 V la f = 50 Hz și are 
соз фу = 0,87, pierderile în fier pre = 600 W si R, = 0,3 Q. Cu ajutorul a 
două ampermetre se măsoară (v. fig. 8.24) curentul de linie absorbit din rețea 
І, = 57,1 A si cel din rotor 7, = 15 A. Dacă alunecarea respectivă este s = 
= 0,02, se cere să se determine rezistența reostatului de reglaj ce trebuie inter- 
calat pe fază în circuitul rotoric, pentru ca turafia motorului, la un același 
cuplu rezistent, să scadă la jumătate din turafia de sincronism. 

Solujie : 
Puterea absorbitá din refea este: 
P, = V3 Uulu cos е, = V3- 380: 57,1 - 0,87 = 32 700 W = 32,7 kW, 
iar curentul din fazele statorice: 
Ш 54 
hp 

Pierderile în cuprul statoric sînt: 

фо, = m,RJS, = 3 + 0,3 + 332 = 980 W, 
iar pierderile în cuprul rotoric: 


Écu = sp, = s(P, — Pre — фса) = 0,02 (32 700 — 980 — 600) = 622 W 


= 334A. 


R,-fe..? — 0,922 0. 
3H 3-18 


La variaţia lui R, Му nu variază; rezultă 7 = const. Din expresia M= 
M 


2s] (o 8). cu S, = R,[X,c rezultă că același cuplu se obține cu 


SIR, = constant. În cazul cînd noua alunecare s' corespunde creșterii rezis- 
tenfei R, cu valoarea R, a rezistenţei reostatului de reglaj, vom avea: 


În cazul enunţului, deoarece Оў = Q,/2, trebuie ca s' = 0,5 si deci: 


5—5 0,5 — 0,02 


R,=R; = 22,10. 


= 0,922 
Se reţine din acest MO cá la sarcină constantă alunecarea este propor- 
Hională cu rezistența circuitului rotoric. 


Problema nr. 8.25. La un motor asincron trifazat cu rotorul în colivie, încăr- 
cat la sarcină nominală, alunecarea și curentul în rotor au valorile: sy = 3%, 
și Jay = 163 A. Se mai cunosc: R, = 0,0008 О; X,,; = 0,0048 О; m, = 3; 
N, = 48 spire; % = 0,94; Z,.— 40; {, = 1. 

Se cere să se determine curenții de pornire în rotor și stator. 


Solufie : 
La motoarele în scurtcircuit, m, = Z,; deoarece N,,, = 1, rezultă că aici 
trebuie operat cu 


Z, 1 
N, = 2 =>, 
2 2m, er? 2 
căci aici fiecare conductor alcătuiește o fază. 
а. Se poate arăta cá, plecînd de la definiția lui с și a inductivităților ciclice 


avem Xan & X, + c. Dar dacă se neglijează R,: 


At ti 
x, [ТЕЛ E 
(=) + Xa 
Pentru s = sy 8 s = 1, se obține: 
EET = $4--2300 _ 
ЦЕ TEES 710004-2300 56 


ap = 5,6 1, = 163 - 5,6 = 910 A. 

b. Pentru TAS de pornire în stator, din ecuația circuitului rotoric 

se deduce că: 
Эз рх, 
L=- 2—— za 
iXn 

La pornire (s = 1) si în general la alunecări mari (s > 0,5) este posibil să se 
neglijeze EL de jX}. Deci: 


Lys — XE p, sau Dy 3L, 
a" 


Dar, 


X, _ Га а 5а Mala — 30 -1 -0,5 = 0,111 
‘Xa In ы mN, 3-48-094 pi 
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adică: 
Ij = 0,111 * Ia, = 0,111 - 910 = 101 A. 


Problema nr. 8.26. Se dă un motor asincron la care se cunosc: Mp, Sm si 
momentul de inerție polar al rotorului J. Să se determine timpul necesar ca 
motorul, pornind din repaus prin cuplare directă la rețea, să atingă o turație 
corespunzătoare unei alunecări date s, considerînd pornirea fără sarcină 
(în gol), și neglijind pierderile mecanice. 

Soluţie : 
Ecuația de mișcare este: 


J3& = M = му. 


de Áo d$ 
s s 
Dar, 
9, = Q,(1—s)  *(1— s) 
p 
$i deci 
40, _ _% ds _ Мм 2 
diro ta^ Wc 5б. Wo rA 
su s 


Ultima ecuație se poate integra prin separarea variabilelor : 


dic Jo (£4 2) às, 
2pMa su 
Vu а teza lana Lp 
unde: 
rm 


este constanta de timp electromecanicá a motorului, 

Problema nr. 8.27. Să se arate că la pornirea în gol a unui motor asincron 
(neglijînd pierderile mecanice) din totalul energiei electromagnetice cedate 
rotorului pe durata pornirii, jumătate se înmagazinează sub formă de energie 
cinetică, iar jumătate se consumă sub formă de pierderi Joule în înfășurarea 
rotorică. Rezultatul este independent de modul de pornire a motorului și 
de valoarea rezistenței rotorice. 

Soluţie : 
Ecuația de mișcare a rotorului este: 


ds 
-Jù = м 0 
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Energia totală absorbită de la rețea are expresia: 
w= =Ẹ P, av P, di + (i Pa dt, 


unde P, Р,, P, reprezintă pierderile în stator, în rotor, respectiv puterea 
mecanică. Dar: 


Р,=зР; Pa= (1—5) Р; Р,= ОМ a) 
se face aproximatia (de pornire în gol) că în final О, ж Qe, adică: 
= Р, = JZ АЈ (ш) 


Pe de altă parte, cu (I) si (II): 
w, -e P,di— Cs de -- LE -ds = 
o 


= Је 8 av) 


ae 


adică: 
W, = W, a 198 
2 
Deci rezultatul nu depinde de fipul (cuplare directă, variația tensiunii pri- 
mare, reostat rotoric etc.) pornirii — căci R, sau U,, nu intervin explicit în 
free lui M — si nici de durata pornirii (t,), deoarece e independent de 
(el nu apare în final), cu o abatere mică, de cel mult 1%. Rezultatul este 
К de important pentru calculul termic, 


8.5. MAȘINA SINCRONĂ 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 8.28. Un motor sincron trifazat supraexcitat lucrează la extre- 
mitatea unei linii electrice trifazate simetrice, avînd impedanfa ре fază 


2 = (32+ 14,8) О. 


Să se determine tensiunea la bornele motorului, știind că la celălalt capăt 
al liniei tensiunea este 6 000 V, iar motorul absoarbe o putere activă de 450 kW 
la cos ф = 0,86, capacitiv. 


Solufie : 
Dacă U, este tensiunea de alimentare a liniei și U, la bornele motorului 
(pe care o luăm origine de fază) rezultă imediat pe o fază (v. fig. 8.28): 


U,—U,J-Z-I su U,(co0--jsn0) C U,-ZI 
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rd ọ +jsin ф) = 
jn Pius, 
3U, MET 3U, 
Ze бт semnul (+) ЫИ. deoarece I va fi defazat 
^ înaintea lui U,. Dacă se înmulțește această 
Fig. 8.28 expresie cu Z, se obține tocmai ZI pe care-l 
înlocuim în (1). 


U, (cos 0 + j sin 6) = U, + (R + jX)(1 +j "ar 


-U,4(R— -X tg 92 E + jX R te o) E (11) 


Se identificá partea realá si le din cei doi membri si se obțin două 
ecuatii in U, si 0: 


Uicos6 = 0, 4-( 


U, sin 0=(X+R tgo) 2, 
A 


unde 
U, = 6000//3 = 3 460 V 


=U: CS 2 Pi (R — X - tg 9) Р, ч а Pi 
Пе era pa — (RF a s 


se înlocuiește în relația de mai sus: 
Р, = 4,5 -105W; R = 3,2 Q; X = 4,8 Q; tg 9 = 0,585 
Rezolvind ecuaţia, se găsește imediat: 
U, = U, = 3460 V. 


Problema nr. 8.29. O mașină sincronă trifazată cu 24 = 8 poli, conectată 
în triunghi, are rezistența interioară neglijabilă. Ea este antrenată la nọ = 
600 rot/min și pentru un anumit curent de excitație, Т„„ = 328 A. Se stie cá 
la același curent de excitație, în funcționarea ca generator la cos 9 = 0, 
U, = 1800 V la o sarcină de Г = 260 A. Se cere să se calculeze frecvența 
la care lucrează mașina și ecuația caracteristicii sale externe la cos ф = 0,6, 
inductiv, pentru același curent de excitație (funcționare independentă). 


Solutie : 
În primul rînd, 


La 9 =} din figura 8.1.8, c se observă că 


U» = О, + XI, dar X = re 


ac 


=U, adică О, = 


La cos ф = 0,6 inductiv, sin 9 = + 0,8 si conform (8.30) rezultă: 


= us Gs] + 1,6515 а n > 


ca ecuație căutată (elipsă). 


Problema nr. 8.30. Un turbogenerator trifazat legat în stea, funcfionind 
independent, are o putere de 10 MVA si o tensiune de linie nominală U,y = 
= 6000 V la ж = 3000 rot/min si f = 50 Hz. Stiind cá în regim de scurt- 
circuit trifazat permanent /,, = 1,5 Iy, se cere să se calculeze cuplul electro- 
magnetic la curentul nominal pentru sarcină inductivá (cos ф = 0,5), la aceeași 
excitatie ca la scurtcircuit. 


Indicafie : 
вие. ERE EIE 
Ty лр рТ. 1,5150 үз 
Este clar cá фр = I, adică Q, = 2x f = 314 
— În ecuaţia (8.30) devine: 
V3 Ua = Uwn =6000V; 18-1. 
Is 1,5 


și se deduce deci valoarea lui U, la sarcina respectivă. Avînd pe U,, se deduce: 


My= а = 272 U,Iy, in N*m. 
Problema nr. 8.31. Un generator sincron polifazat debitează o putere 
P = С* la o tensiune О, = С* (reţea de putere infinită). Se cunoaște 
impedanta sincronă pe fază Z = 


= R + jX, în care R nu se mai tj 
neglijează. Se cere: Qe у 
4. Locul geometric al extre- YS queni capacita 
м П 


mitátii fazorului T. 

b. Locul geometric al extre- 
mitátii fazorului U,o, cînd vari- 
ază Q. 

c. În ce condiţii și la ce va- 
lori ale lui Q cele două functi- 
uni sînt minime. 
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Solujie : 
a. Se alege U, ca origine de fază. Avem: 
Р = mU, cos 9 = C'. 
Locul lui Z va fi o dreaptă perpendiculară pe U, situată față de originea О 
la distanța 


= I cos ф = constant 


mU, 
b. Se scrie ecuatia tensiunilor: 
Un =U, - ZI —U, + ZI е- = U, 4- ZI cos o — jZI sing = 
= 2 i02]. 2-2 
=u +z% iý): z-2ze 
EU. Lg 
Un = 7 [pet + P-i0) (D 


Deci cînd 0 variază, extremitatea lui U „o descrie dreapta АВ (v. fig. 8.31). 
с. Curentul 7 este minim cînd cos o = 1, adică ọ = 0 sau 0 = 
n ceea ce privește minimul lui U,g, se transformă ecuația a astfel: 


- [2 cosg —i sin) +4 —i0]= 


=$ [Z р-а +0)) 


Avem un număr complex a cărui parte reală este constantă ; modulul este 
minim cînd partea imaginară este nulă, adică pentru valoarea: 


_ _ Ubsnt 
е= s 


Rezultă că generatorul absoarbe putere reactivă (este subexcitat). 


Problema nr. 8.32. Se dă un generator cu poli înecați, avînd impedanta 
sincronă pe fază Z= R +jX = Ге cu RÆ 0; el lucrează în paralel 
cu o rețea de putere infinită (U, = C'). Se cere: 

4. Sá se determine expresia cuplului electromagnetic funcţie de unghiul 
de stabilitate 9, de U,,, U,, Z. La ce valoare a sa masina iese din sincro- 
nism? 

b. Pentru U, constant în modul (7, = с) se cere să se exprime curentul 7 
în funcție de cuplul mașinii. La ce valoare a cuplului modulul lui 7 atinge 
un minim și care este acest minim? 

Soluție : 

a. În breviarul introductiv s-au expus aceste relații în ipoteza R = 0. 
Se preia calculul în situația în care această aproximație nu se mai poate face. 


ү ту... PRE, 
0, " 
unde P, e puterea electromagnetică pe o fază. 
P, = О, cos ọ + RI? = (Re [U'*1], unde U' = U, + RI. 
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Se alege U, = U, drept origine de 
fază și rezultă de mai sus: 


U =U. -j ХІ; 
U” =Un+jXI; ole 


M Pee (UI) P* qu Оо 4 


XI) P* ae ШЫП + 


желае хр) = P UNI. 


În același timp se poate pune: 


Se înlocuiește: 


Z=Ze; U% = Use! 


și se obține: 


M e opa [E ent — tate creta te е, [Ve со t — mtt] 
2 о 2 


Ф 


Dar, 
Te = 1} cost = sin p; — cos (0 + ¥) = sin (0 — 6) 
fiindcă 
м А 
гаа + 
şi deci: 
pm ч укы. 
m=" АЕ (8 — e) +22 sin e: () 
» 


Mașina iese din sincronism la acea valoare a lui 0 pentru care M este maxim. 
Se observă că el este maxim la: 


@— p=} sau 0=2+p 


şi că are valoarea: 
Мы = E UU, (1 + AR sin в). 
o о 


b. Se deduce din (I) expresia lui U, în funcție de M. Se obţine: 
= Mo — PmUeolsc sinp | (II) 
рте sin (0 — р) 
Dar 


-u 


Z 


Se înlocuiește aici din (П) U, ales origine de fază si se obține: 
_ е 1 Mo- pmUmlaesin e 
1 Z Z pmlsesin0—p) am 


Din figura 8.32 se observă că la U, dat si U,ọ = const., locul geometric al 
lui ZI este un cerc descris din О, cu raza U,,. Dar I este minim cînd ZI este 
minim, adică pentru 0 = 0, cînd U,, U,, si ZI sînt în fază. 

Deci, din (I): 


M, =" I, sin (Us — бу) =?" e 00 cost 
a o 7 


Se ţine seama de această expresie, se introduce în (III) și se calculează mim: 


DAR 1 pmlse sin p(Ueo — Ub) — PMU Ге Sin p _ 
Emin = TM e 
zu рт1е sin (—p) 


Qv) 


rezultat ce putea fi dedus si direct pe baza diagramei „polare. 


Problema nr. 8.33. Un motor sincron trifazat conectat în stea, cu o impe- 
danfá sincronă 0,2 + j 2,2 О pe fază, este alimentat la o tensiune de linie 
3 x 1000 V. El produce o tensiune contraelectromotoare (în gol) U, = 
= 720 V pe fază și absoarbe o putere P = 250 kW. Să se calculeze curentul 
absorbit și factorul de putere. 


Soluţie : 


U, = 720 V; U, E 577V;R—020; X—220; Z=221 9 


Se face ipoteza că motorul e supraexcitat (avind in vedere că U,, > О) 
și alegînd pe U, ca origine de fază se căută / si U,, sub forma: 


P 
3 Us cos o 


I—Iece, unde I= $i Us = T20e-i* . (1) 


Necunoscutele sînt astfel 9 si 0. Se va examina în continuare dacă problema 


admite soluţii pozitive pentru ele. Aflarea acestor necunoscute se face din 
identificarea termenilor ecuaţiei în complex: 


U,— (RF jX)I = Ue 
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фуу Pose +jsing) _ Dati ine 
U,— (R +jX) "ек," U,, (cos 9 — j sin 6) (i1) 


Separind părţile reală si imaginară, se obţin cele două ecuaţii necesare: 


U, — T (R— X tg 9) = U,, cos 0 
Y (ш) 
-Z (X + Rtg 9) = О, sin 8 
305 
Se elimină Ө prin ridicare la pătrat și adunare: 
UP 
3U» 


Ub S + Xt s 2RX tg g) 2-2 (R — X tg 9) + 
+ E (X2 -R* tg? 9 + 2XR tg 9) = Ut, 

şi deci: 

й+у + Ж) + у (R? + X?) tetp — $ PR +$ PX tg o = Uh- 


Astfel: 
exug UNSERE 3 28 
teg + tg o1 =0 
PR: + X°) CA 
9U] 
adicá f 
eat 52-101 — 12 10 + 2 2,5 + 105 -0,2 
2 = 0 
теда ЕР! 825-109 |. 
3.10 ' 
și deci 
tg? 9 + 2-180 tg 9 — 1,16 — 0, 
sau 


t 1,84217% 
gọ=-— 1812, . 
№39 


Se poate arăta imediat că soluția tg p= — 3,9, introdusă în (III), conduce 
la cos 0 > 1, adică nu este posibilă. Rámíne doar tg e = 0,3. Atunci: 

cos Фф = 0,955 capacitiv (vezi I prin ipoteză) 
P 2,5. 105 


= =151 А 
3Upcoso 1,73 - 102 - 0,955 


I= 


5= -Р_...20 262 үд 
955 


сее , 
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